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ABSTRAK

Penelitian ini membahas tentang penurunan model makroskopis masalah traffic flow berdasarkan
hukum-hukum kesetimbangan, yaitu hukum kesetimbanganmassa dan hukum kesetimbangan
momentum.Asumsi yang digunakan adalah bahwa sepanjang interval jalan tidak ditemukan
persimpangan yang menyebabkan perubahan jumlah kendaraan.Langkah-langkah dalam penurunan
model persamaan tersebut adalah: (1)menurunkan persamaan kontinuitas dan persamaan momentum
sebagai persamaan pengatur, (2) menentukan variabel-variabel yang mempengaruhi traffic flow yaitu
kepadatan, kecepatan dan fluks kendaraan, (3) menurunkan model berdasarkan hukum-hukum
kesetimbangan tersebut.

Model yang dihasilkan dalam skripsi ini dikenal sebagai persamaan Transport, dimana persamaan
tersebut menyatakan kepadatan kendaraan per satuan luas jalan yang dipengaruhi oleh kecepatan. Untuk
kecepatan kendaraan yang konstan, maka model tersebut menjadi model linier. Sedangkan bila kecepatan
kendaraan bergantung pada kepadatan kendaraan maka persamaan tersebut menjadi non linier. Bentuk
non linier dari persamaan traffic flow ini dikenal sebagai persamaan Burger.Solusi dari model yang
dihasilkan didapat dengan menggunakan metode finite differenceskema FTBS untuk bentuk yang linier
dan menggunakan metode Lax Wendroffskema FTCS untuk bentuk yang non linier.

Kata Kunci: traffic flow, model makroskopis, hukum kesetimbangan, metode Lax Wendroff

ABSTRACT

This study discusses the derivation of macroscopic model of traffic flow problems based on the
laws of Conservation, those are Conservation law of mass and Conservation law of momentum. The
asumtionused is that in the whole of intervals there is no junction which causes the number of vehiclesto
change. The steps in the derivation of the equation model are: 1. Derivingcontinuity equation and
momentum equation as the regulator equation, 2. Determining variables which influencetraffic flow,
namely density, velocity and flux of vehicle, 3. Deriving model based on the laws of Conservation.

The resulting modelin this thesisis known as the Transport equation, speed of vehicle where, the
equation states the vehicle density per unit area which is affected by the speed road. For a constant
vehicle speed, the model becomes linear. While, when the speed of the vehicle depends on the density of
the vehicle, then the equation becomes nonlinear. Nonlinear form of the traffic flow equation is known as
the Burger equation. The solution of the resulting model is obtained by using the method of finite
difference implementing FTBS scheme for linear form and using the method of Lax Wendroff
implementing FTCS scheme for non-linear form.

Key Words: traffic flow, macroscopic model, the conservation law, Lax Wendroff method.

PENDAHULUAN dan bebas hambatan sehingga membuat nyaman
bagi pengendara maupun penumpang lainnya.
Untuk membangun jalan raya perlu
memperhatikan luas jalan yang harus dibangun
dan peletakan rambu-rambu lalu lintas atau
traffic light. Untuk mengatur tata letak kota

tersebut perlu didukung oleh teori traffic flow.

Arus lalu lintas kendaraan masih menjadi
masalah yang cukup serius. Kepadatan
kendaraan yang terus bertambah membuat
kemacetan yang terjadi di kota besar semakin
parah, terutama pada ruas jalan yang sempit,

bercabang, dan naik turun. Perencanaan dan
desain pembangunan jalan sangat penting
peranannya dalam pengaturan lalu lintas. Agar
terciptanya jalur lalu lintas yang teratur, lancar,

Nagel [1] menjelaskan teori traffic flow adalah
suatu teori yang membahas masalah transportasi,
yang menghubungkan antara tiga variabel
fundamental yaitu kecepatan, kepadatan, dan
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flow dari kendaraan itu sendiri. Solusi dari
hubungan tersebut, dengan kondisi awal dan
masalah batasnya mungkin bisa menjadi
informasi yang berguna pada perencanaan dan
optimalisasi masalah traffic flow.

Lebih dari setengah abad yang lalu, para
ahli Matematika dan teknik telah
menggabungkan teori dinamika fluida dengan
masalah transportasi. Dimulai pada tahun 1950-
an ketika Lighthill dan Witham mengenalkan One-
Dimensional Method mengenai traffic flow yang
menyatakan bahwa masalah transportasi bisa
dipelajari dan dimodelkan dengan menggunakan
metode dinamika fluida [2]. Sejak saat itu
pembahasan mengenai traffic flow menjadi topik
yang menarik untuk diteliti sehingga banyak para
ilmuwan mengembangkan teori tersebut seperti
Daganzo [3] dan Rascle [4] yang mengembangkan
model makroskopis dari traffic flow yang telah
ditemukan oleh Lighthill dan Whitam [5].

Model dari arus lalu lintas, terbagi menjadi
mikroskopis dan makroskopis. Sedangkan
Immers dan Logghe [6] menjelaskan bahwa
makroskopis adalah pendekatan yang mengamati
kendaraan secara keseluruhan dan sangat
bergantung pada kepadatan di suatu ruas jalan,
sedangkan mikroskopis adalah pendekatan yang
mengamati kendaraan secara terpisah, sehingga
lebih menekankan pada jarak dan hubungan
antar dua kendaraan yang saling berdekatan.

TINJAUAN PUSTAKA
1. Persamaan pengatur

Persamaan pengatur adalah persamaan
yang  diturunkan melalui  hukum-hukum
kesetimbangan. Adapun persamaan pengatur
dalam penelitian ini adalah:

Persamaan Kontinuitas

Sebuah sistem didefinisikan sebagai
kumpulan dari isi yang tidak berubah. Prinsip
kekekalan massa berbunyi, laju perubahan massa
terhadap waktu sama dengan nol. Olson [7]
mengatakan bahwa pada persamaan kontinuitas
mensyaratkan bahwa massa fluida harus bersifat
kekal, yakni tidak dapat diciptakan atau
dimusnahkan.

Bentuk dari persamaan kontinuitas yang
diturunkan melalaui hukum kekekalan massa

sebagai berikut
dp _ 3(pw) a(pv) 9(pw)

at~  ox dy 0z
sedangkan
2 9 07
&’E’Z] -
Sehingga persamaan (2.5) di atas dapat ditulis
op _
30 = P@vm

a. Persamaan Momentum

Bentuk dari persamaan momentum yang
diturunkan berdasarkan hukum kesetimbangan
adalah sebagai berikut

99 qvq=—2vp+ gv
-1 - __ 7
ot qvq P prtyg
dimana
q=(wv,w)
[1ap 10p 10p]_1(6p dap 6p)_1
pox'pdy’ pozl ~ p\ax’ay’az) " p
( )[0u ov ow] v
u,v,w a,@,a =qvq

2. Variabel Makroskopis
a. Ukuran Interval

Interval S didefinisikan sebagai daerah
yang terletak pada ruang t—x seperti yang

dijelaskan pada gambar berikut:
5
dt
Ax
AT l .
P I— |
| 5 far

t [3

Gambar 1. Ukuran Interval S; dan S,

S1 merupakan daerah interval tertutup
yang berbentuk segiempat ini mewakili ruas jalan
sepanjang Ax dengan waktu sekecil-kecilnya
yaitu dt. S, merupakan daerah segiempat ini
mewakili daerah dimana jarak yang sekecil-
kecilnya dalam waktu yang berbeda. S; adalah
ukuran interval yang berubah-ubah sesuai ruang
dan waktu. Seperti yang dijelaskan melalui
gambar berikut

ry

Jarak
tempuh
pada
interval§,

Waktu vang dibutuhkan kenda_raa_rrpada
interval 5

Gambar 2. Ukuran Interval S,

b. Kepadatan Kendaraan

Kepadatan yang dinotasikan dengan (p)
menyatakan jumlah kendaraan per kilometernya
di jalan (Immers dan Logghe, 2002). Dalam
interval satuan waktu tertentu, misalnya daerah
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S1, p dapat dicari dengan menghitung banyaknya
kendaraan per partisi panjang jalan sebesar Ax,
secara matematis dapat ditulis

P=E

dengan n merupakan jumlah kendaraan yang
melintas sepanjang interval jalan Ax.

c. Laju Alir Kendaraan (Fluks)

Laju alir merupakan jumlah kendaraan
yang melintas suatu ruas jalan pada interval
waktu tertentu (Immers dan Logghe, 2002).
Misalnya pada interval waktu AT dan pada lokasi
X, maka laju alirnya bisa dicari dengan

m

q=ﬁ

Indeks m merupakan jumlah kendaraan
yang melintas pada lokasi x,.

d. Kecepatan

Kecepatan v adalah hasil bagi antara laju alir
dengan kepadatan. Dengan kata lain, kecepatan
adalah fungsi atas lokasi, waktu dan ukuran
intervalnya [6]. Secara matematis dapat ditulis

_q _ total jarak kendaraan di S,
v= P total waktu

e. Hubungan Antara Ketiga Variabel
Makroskopis

Untuk memberikan gambaran tersebut akan
diberikan beberapa kasus di antaranya adalah
jika dipunyai pergerakan kendaraan dengan
kecepatan konstan v dengan kepadatan (p).
Karena setiap kendaraan melaju dengan
kecepatan yang sama, maka jarak antara masing-
masing kendaraan akan menyisakan konstan.
Sehingga kepadatan lalu lintas tidak berubah.
Untuk mengukur aliran traffic pada saat t jam,
kita ingat kembali rumus jarak = kecepatan X
waktu. sehingga pada saat t jam setiap
kendaraan akan menempuh jarak vt, sehingga
jumlah kendaraan yang lewat dan diamati
sebanyak t jam merupakan sejumlah kendaraan
pada jarak vt.

Karena p adalah sejumlah kendaraan
perkilometer dan jarak sebenarnya berupa vt
kilometer, maka pvt adalah sejumlah kendaraan
yang lewat dan teramati sepanjang t jam.
Sehingga sejumlah kendaraan per jam yang
disebut aliran lalu lintas q adalah

q=pv

Karena variabel lalu lintas bergantung

pada jarak dan waktu, maka dapat ditulis

q(x,t) = pv

PEMBAHASAN

1. Penurunan Model Traffic Flow

Pada bagian ini akan dijelaskan penurunan
model traffic flow berdasarkan hukum-hukum
kesetimbangan. Hukum  kekekalan massa
mensyaratkan bahwa perubahan massa per
satuan waktu yaitu
perubahan massa terhadap waktu =
massa yang masuk — massa yang keluar

Jika m menunjukkan jumlah kendaraan
yang melintasi suatu ruas jalan, p menunjukkan
kepadatan dan g adalah fluks kendaraan, dimana
q|, menunjukkan  fluks  kendaraan yang
memasuki suatu ruas jalan sedangkan q|yiax
adalah fluks kendaraan yang keluar dari ruas
jalan maka dapat dinyatakan sebagai

m 1
E=q|x_q|x+Ax e

Berdasarkan rumus dari massa jenis (p )
m

P=v
Untuk m = massa dan V = volume
Sehinggam = pV
Oleh karena itu persamaan (1) dapat ditulis

apV 2
7=Q|x_Q|x+Ax @)

Karena objek pembahasannya adalah jalan raya
dan hanya berdimensi satu, maka volume yang
dimaksud adalah panjang interval jalan sebesar
Ax. Sehingga persamaan (2) menjadi
dp Ax
ot - qlx - q|x+Ax

Dengan membagi kedua ruas dengan Ax maka
ai _ qlx - q|x+Ax

at Ax
bilaAx - 0
lim qlx - q|x+Ax _ _a_q
Ax—0 Ax Ox
sehingga
dp  0q
at ~  ox

karena q = pv , dimana v adalah kecepatan,

maka
9 _ _9(pv)
at ox

ap a(pv)_o (3)
at = ox

atau

2. Hubungan Kepadatan dengan Kecepatan

Pada penelitian ini diasumsikan bahwa
kepadatan adalah  faktor yang  paling
mempengaruhi kecepatan. Sedangkan untuk
faktor lain diabaikan. Sehingga dapat ditulis

v =v(p)
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Jika tidak terdapat kendaraan lain atau
tidak ada mobil lain yang melewati interval (a, b)
artinya p = 0 maka kendaraan akan berjalan
dengan kecepatan maksimum, yaitu v,,,, akan
tetapi jika terdapat peningkatan kepadatan maka
laju kecepatannya menjadi pelan, sehingga dapat
ditulis

v(p) <0

Sedangkan bila kepadatan kendaraan
menjadi maksimum (pp,.xs), maka kondisi jalan
menjadi bumper to bumper, dalam keadaan ini
kendaraan tidak dapat berjalan atau berhenti.
Bila dipaksakan maka kendaraan akan
bertabrakan, karena sudah tidak ada ruang lagi
untuk bergerak. Sehingga dapat ditulis

V(Pmaks) = 0
Sehingga pmaks=l dengan L adalah

L
panjang kendaraan. Oleh karena itu hubungan

antara kepadatan dan Kkecepatan dapat
digambarkan sebagai berikut

max

Praax P

Gambar 3. Hubungan kepadatan dengan kecepatan

Berdasarkan Gambar 3 di atas didapatkan
2 buah titik yaitu (0,V,eks) dan  (Pmaks 0)
sehingga bentuk persamaan garisnya dapat
dituliskan

V= Umaks _ P — Pmaks

“Vmaks Pmaks
—P Vmaks
V=——" VUnaks
Pmaks
p
V= Unaks | 1 —
Pmaks

Ansgar Jungel [8] menyatakan model
kecepatan yang bergantung kepadatan dalam
bentuk persamaan

v(p) = Vmaks (1 - ): 0< (4)

p < Pmaks

Pmaks

Kemudian persamaan (4) disubstitusikan pada
model traffic flow pada persamaan (4.3) menjadi

=0

Py + [vmaksp (1 -

maks’/

vmakspz] PN )

maks x

Py + [vmaksp -

Dengan mensubstitusikan data-data yang
sudah didapatkan bisa ditentukan suatu
persamaan garis lurus yang menggambarkan
hubungan antar kecepatan dengan kepadatan
lalu lintasnya.

Observasi yang dilakukan menghasilkan
data vy, = 27.8m/dt pada saat kepadatan
mendekati 0, sedangkan v = 0 pada saat p,q =
0.67. Sehingga didapatkan 2 titik (0, v) dan (p, 0)
yaitu (0,27.89) dan (0.67,0).

1(0,27.89) ¢

p (0.67,0)

Gambar 4. Persamaan Garis

dengan mensubstitusikan data di atas ke
persamaan (4) maka didapatkan

p
v(p) = Vmaks (1 - )
Pmaks

v(p) = 27.89 (1 - %)

3. Penskalaan

Skala adalah perbandingan ukuran pada
model dengan ukuran sebenarnya. Baik
mengubah ke ukuran yang lebih kecil, maupun ke
ukuran yang lebih besar dengan tanpa
menghilangkan karakteristiknya. Selanjutnya kita
kenalkan variabel lain dengan mengikuti
penelitian sebelumnya [8] yaitu 8 dan 7 dimana 6

menyatakan jarak dant waktu, bila ~ = Umaks

2p

X t
maka akan ada x; = =, t, =7 danu =1 —

0 Pmaks
sehingga
dp Ot
pr =0 —
E7 ot ot
karena u = 1—p2pk Maka p =%(1 —u)
sehingga
_ [Pmaks 1
pe= 5 -w)] 2
1 Pmaks
pe=z[Fpa 0]
Pmak
Pt = — ;i > U, (6)

sedangkan untuk
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ap axs
6x5 ax

[pmaks (1 _ )] 9

pu = % [Pmste 1 u)]xS

Px =

2
Pmak
peu, O

Px = —

Selanjutnya dengan mensubstitusikan persamaan
(6) dan (7) ke persamaan (5) maka
Vmaks 2] =0

pe + [vmaksp -
Pmaks x

VUmak =
— 3 2pp) =0

maks

Pt + VUmaksPx

Pmaks Pmaks
T T U, * Vmaks (_ uxs) -

2 26
VUmaks 2 (Pmaks (1 u)) ( pmaks u ) =0
Pmaks 2 s
__ Pmaks __ Pmaks
27 U+ Vmaks ( 20 uxs) + =0

p
VUmaks nzlaeks ((1 - u) uxs)

6
Karena — = v, ,xc maka
T

Pmaks 0 pmaks
- 2T Ues — T 20 ( Uy — Uy +uuxs)
=0

Pmaks Pmaks
2t s T o7 (wuy) =0

Bila kedua ruas dibagi dengan
maka menjadi

U tuuy, =0

Model tersebut dikenal sebagai model traffic flow.
Untuk selanjutnya tg akan ditulis sebagai t dan x;
akan ditulis sebagai x.Sehingga modelnya
menjadi

us+uu, =0 (8)

4. Solusi dan Simulasi
a. Model Linier dari Persamaan Traffic Flow

Pada persamaan (3) bila v(p) merupakan
suatu konstanta maka persamaan tersebut
menjadi persamaan transport linier. Sehingga
persamaan (3) dapat dituliskan

dp 0dp 9)
— =0
at v ox

__ Pmaks
2T

dengan
p(0,t) =3
p(1680, t) =2

p(x,0) = Teaot 3

Kondisi awal p diperoleh dengan
mengasumsikan jarak x berada pada selang
interval (0,1680) yang akan didapatkan suatu
persamaan garis lurus yang menghubungkan p di
batas kiri dengan p di batas kanan. Melalui rumus
persamaan garis lurus akan didapatkan

p—3 x
2—3_1680
(p—3) ——1680 GY)
_ —X
P=Tes0t

Dengan menggunakan metode beda hingga
skema FTBS (forward time backward space) yaitu
aproksimasi dengan menggunakan skema beda
maju untuk waktu dan skema beda mundur
untuk ruang, maka akan diperoleh bentuk diskrit
seperti berikut

P}
Pt = n Atn
_Pi T Pi
Px =77
sehingga persamaan (9) menjadi
n+l _ n n_ ,n
pj Pj +v Pj —Pj-1 _ 0
At Ax
pitt At (10)

=} —v g 1o} —pial

Selanjutnya akan dilakukan simulasi dari
persamaan (10), dengan menggunakan program
MATLAB. Dengan mengambil Ax = 0.99 m dan
At = 0.099 satuan waktu, dan mengambil v =
3m per satuan waktu. Sehingga perubahan
kepadatan kendaraan dapat dilihat sebagai
berikut

MODEL LINIER TRAFFIC FLOWY DENGAN KONDIS| BATAS DIRICHLET

- M W e o
. P . /

kepadatan kendaraan (p)

o

1500
1000
500

0
wakdu (1 E posisi ()

Gambar 5. Simulasi kasus 1

Dari Gambar 5 di atas dapat dilihat bahwa
sepanjang waktu t pada batas kiri kepadatannya
sebesar 3 kendaraan per satuan luas dan pada
batas kanan kepadatannya 2 kendaraan per
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satuan luas. Hal ini menunjukkan bahwa pada
posisi x = 0 selalu terdapat 3 kendaraan, dan
pada posisi x =1680 selalu terdapat 2
kendaraan. Sedangkan untuk mengetahui kondisi
kepadatan di setiap posisi x pada saat t tertentu
maka digambarkan pada grafik berikut

t=49.95 t=249.95

] £ T

kepadatan (p)

o kL N w o~ G

kepadatan (p)

o kB N w »

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)
t =399.95 t=999.95

T

kepadatan (p)
kepadatan (p)
ok N W » o«

o Bk N w » o«

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)

Gambar 6. Simulasi Kasus 1 dengan Waktu Berbeda

Berdasarkan gambar 6 tersebut dapat
diketahui bahwa pada saat
t = 0 kepadatan kendaraan sebesar 2 kendaraan
per satuan luas, setelah t = 49.95 kendaraan
mulai bertambah. Karena jumlah kendaraan di
batas kiri lebih banyak daripada batas kanan,
sehingga kendaraan menumpuk di titik-titik awal.
Dan untuk t menuju tak hingga kepadatan di
sepanjang jalan besarnya sama, yaitu 3
kendaraan per satuan luasnya, tetapi di ujung
jalan tetap ada 2 kendaraan per satuan luasnya.

Simulasi pada kasus kedua, bila
diasumsikan bahwa kepadatan kendaraan di
daerah batas berkebalikan dengan kasus
pertama. Jika terdapat 2 kendaraan di batas Kkiri
dan terdapat 3 Kkendaraan maka dengan
melakukan hal yang sama akan didapat grafik
kepadatannya sebagai berikut

MODEL LINIER TRAFFIC FLOW DENGAN KOMDISI BATAS DIRICHLET

P
Tt

kepadatan kendaraan (p)

o - n
:

w0 . ) 1500
400 h 1000
200 500

0
walktu () 0 posisi ()

Gambar 7. Simulasi Kasus 2

Pada kasus kedua ini, kepadatan
kendaraan di batas kiri sebanyak 2 kendaraan
per satuan luas, sedangkan kepadatan di batas
kanan sebanyak 3 kendaraan per satuan luas,
sehingga dapat diketahui bahwa penumpukan
kendaraan terjadi di ujung interval yang akan
berdampak pada kemacetan. Tetapi setelah t =
1000 kondisi jalan telah mencapai kepadatan

yang seimbang, artinya, sepanjang jalan
kepadatannya sama; yaitu 2 kendaraan per
satuan luas jalan. Seperti yang ditunjukkan pada
gambar berikut

t=49.95 1=249.95

/—/’/

kepadatan (p)
o b N w & »
kepadatan (p)

o b N w & o

o

500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)
t=399.95 1=999.95

R

kepadatan (p)
o b N w & o
kepadatan (p)

o b N w & o

o

500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)

Gambar 8. Simulasi Kasus 2 dengan Waktu Berbeda

Selanjutnya dengan menggunakan metode
karakteristik bisa didapatkan solusi analitik dari
model linier

dap dp
E-i_va_&x_ 0
p(x,O) zm‘}' 3

a )
Persamaan a—’; + va—z = 0 adalah turunan berarah

dari p dalam suatu vektor dengan arah V =
[1,v] =i+vj dimana kurva dari persamaan
tersebut memiliki gradien
dx v
dt 1
Dalam hal ini selalu bernilai 0 atau
p(x,t) = ¢ dalam arah V. Vektor [v,—1] adalah
orthogonal terhadap V. Sedangkan garis yang
sejajar dengan V adalah —x = ¢, dan persamaan
ini disebut persamaan karakteristik. Solusi PDP
di atas selalu konstan dalam masing-masing
karakteristik ini, sehingga tergantung hanya
pada vt — x. Dengan demikian solusinya adalah

px,t) = f(vt —x)
Atau bisa dengan menggunakan metode
koordinat. Dalam sistem koordinat t, x dapat kita
transportasikan ke dalam sistem

M S

Gambar 9. Transportasi Sistem Koordinat

Misal ditetapkan t'=t+vx dan x' =
vt — x dengan aturan turunan rantai maka
turunan p(x',y') terhadap x dan y adalah
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_0p 0p ot' dp ox

Pe= 9t a0 ot o ap  Fr TV
_dp _dp 9x' 0dp ot' N
Px= 5 T ax ax "ot oax  Px TUVPY

= VP =Py’
Selanjutnya substitusikan ke dalam persamaan
ap ap .
PP e 0 sehingga
per +vp, +v(Wpr—p,) =0
per +vpy +V2p —vp =0
per +v2py =0

A+v*)py =0
untuk (1 + v?) # 0 maka
per =0
fpt’ dt’ =J0 dt’
plx, 1) = f(x")
sehingga p(x,t) = f(vt —x) merupakan solusi

analitiknya.
Dengan mensubstitusikan nilai awal ke
model (9) sedangkan untuk v = 3 maka

p(x,0) = f(3.0 —x)

p(x,0) = f )g—x)
f2) = Teg0 +3
sehingga
(3t — x) = Bt-x) 4
JBE=2)="e80
maka solusi analitiknya
(x,t) = Gt=x)  ,
P8 = 1580
( t)—(3t_x)+3
PRE = 1680

Solusi analitik digunakan untuk
membandingkan keakuratan dari metode
numerik yang dipakai dalam skripsi ini. Untuk
mengetahui galat pada solusi numerik dari model
linier tersebut akan dilakukan simulasi dengan
mengambil domain 0<x<1 dan 0<t<1
dengan Ax = At = 025. Sedangkan untuk solusi
numeriknya yaitu persamaan (10) dengan
kondisi batasnya

n+1

— n At n n
it =pf —v e = pial

p(O,t)=@+3
a t)—3t_1+3
PALE) = 1680

Maka didapatkan solusi sebagai berikut:

Tabel 1. Perbandingan Solusi Analitik dan Solusi Numerik

X T Analitik Numerik galat
0 0 3.0000 3.0000 0
0 0.25 3.0004 3.0004 0
0 0.5 3.0009 3.0009 0
0 0.75 3.0013 3.0013 0

0 1 3.0018 3.0018 0
0.25 0 2.9999 2.9999 0
0.25 0.25 3.0003 3.0003 0
0.25 0.5 3.0007 3.0007 0.0444 x 10-14
025 0.75 3.0012 3.0012 -0.0888 x 10-1#
0.25 1 3.0016 3.0016 0.1776 x 10-14
0.5 0 2.9997 2.9997 0
0.5 0.25 3.0001 3.0001 0
0.5 05 3.0006 3.0006 0
0.5 0.75 3.0010 3.0010 0.0444 x10-14
0.5 1 3.0015 3.0015 -0.3553 x 10-14
0.75 0 2.9996 2.9996 0
0.75 0.25 3.0000 3.0000 0
0.75 0.5 3.0004 3.0004 0
0.75 0.75 3.0009 3.0009 0.0444 x 10-14
0.75 1 3.0013 3.0013 0.0444 x 10-14
1 0 2.9994 2.9994 0
1 0.25 2.9999 2.9999 0
1 0.5 3.0003 3.0003 0
1 0.75 3.0007 3.0007 0
1 1 3.0012 3.0012 0

Dari hasil solusi di atas dapat diketahui
bahwa galat maksimumnya sebesar 0.1776 x 10-
14 pada saat x = 0.25 dan t = 1. Sedangkan untuk
yang lain galatnya sangat kecil bahkan hampir
keseluruhan galatnya 0. Hal ini bisa dikatakan
bahwa metode FTBS ini sudah cukup baik untuk
mengaproksimasi model tersebut. Adapun untuk
grafik solusi bisa dilihat di bawah ini

Table 2. Grafik Solusi untuk Solusi Analitik dan Numerik

Solusi analitik Solusi numerik

b. Model Non Linier Persamaan Traffic Flow

Pada persamaan (3) di atas jika
kecepatannya bergantung pada kepadatan
kendaraan yang berbeda di setiap posisi, maka
persamaan tersebut menjadi persamaan non
linier. Persamaan (10) adalah persamaan (3)
yang telah diskalakan sehingga menjadi
persamaan Burger.

Misal diasumsikan pada batas interval
(0,1680) adalah x = 0 batasnya 3 kendaraan dan
x = 1680 batasnya 2 kendaraan. Artinya pada
posisi x =0 selalu terdapat 3 kendaraan per
satuan luas. Dan pada posisi x = 1680 selalu
terdapat 2 kendaraan per satuan luas. Persamaan
(10) beserta kondisi batasnya dapat dituliskan
sebagai berikut

u,+uu, =0,

t>0dan0 < x < 1680
dengan

u(0,t) =3

u(1680,t) = 2
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u(x,0) = 1680 +

3

Selanjutnya akan dilakukan pendiskritan pada
persamaan (10) tersebut dengan menggunakan
metode Lax Wendroff skema FTCS (forward time
center space) dengan mensubstitusikan u, ke
bentuk u,. Sehingga bentuk diskritnya sebagai
berikut

Uy = —UU,
U = —(UUy);
Ute = — Uly — Ulyg

Berdasarkan ekspansi Taylor

n+1 n n 1 2 n
utt = U + At w +§At Uge| +

uttt = Wit 4+ At (—uw)|T + an

1
EAt 2(_ Uty — U uxt)l;1

Karena pada persamaan (11) ruas kanan masih
terdapat unsur u; maka

(= wuy —uy) = (—(-unduy) — Uiy
= (U, — u(ue,
= u(u)? — u(—uw,),
= u(u,)? + uu,uy, + utly,)

= u(uy)? + u(uy)? + vty

= 2u(uy)? + Uy, (12)

Selanjutnya substitusi persamaan (11) ke
persamaan (12)
utt = w4 At (—uwy)|}

1
+ EAt 22uu)? + uPug)|}
uMtt o =ul - At (uuy)[}
1
+ At ?(u(u,)? + Euz U7
't —u® — At u? o Y
1 1 2Ax
ut o — 12
A 2 n J+1 Jj—-1
+ At <u] [—ZAx

luz [u}ﬂrl = 2w +uj_y D

+ 2 Ax?

n+l _ n At nf,n _ . n 13
=t - ()l -t ]) + (13)

At? nf,,n n 12
e (D — ) +

2
ZAAtxz ()?[us — 20" +uf4])

Selanjutnya pada kasus ketiga ini akan
dilakukan simulasi untuk model non linier
dengan kondisi batas dirichlet. Dengan
mengambil Ax dan At sama seperti kasus
sebelumnya maka kepadatan kendaraan pada
kasus ini dapat dilihat sebagai berikut

Gambar 10. Simulasi Kasus 3

Dari Gambar 10 dapat dilihat bahwa pada
batas kiri kepadatannya sebesar 3 dan pada batas
kanan kepadatannya 2. Gambar tersebut
menunjukkan hubungan antara kepadatan
berdasarkan ruang dan waktu. Sedangkan untuk
mengamati perubahan kepadatan di tiap waktu
tertentu maka disajikan dalam bentuk plot
berikut

1=49.95 1=249.95

— | P

kepadatan (u)
6k mow s o
kepadatan (u)

o kN w & oo

o

500 1000 1500

o

500 1000 1500
posisi (x) posisi ()
t=399.95 t=999.95

kepadatan (u)
ok mnow s o
kepadatan (u)

o kN ow s o

=)

500 1000 1500 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)

)

Gambar 11. Simulasi Kasus 3 dengan Waktu yang Berbeda

Dari Gambar 11 tersebut bisa diamati
perubahan kepadatan di beberapa waktu. Pada ¢t
awal kepadatan kendaraan terjadi di daerah
batas Kkiri, tetapi lama-lama terjadi penumpukan
kendaraan sampai ujung interval. Hal ini
dikarenakan jumlah kendaraan yang bisa
melewati batas kanan hanya 2 kendaraan,
sehingga terjadi antrian di sepanjang interval
jalan. Pada kasus ketiga ini model yang
digunakan adalah model non linier, sehingga
kepadatan sepanjang ruas jalan pun akan
mengalami fluktuasi pada posisi tertentu. Seperti
pada gambar di bawah ini

t= 90,009

Gambar 12. Fluktuasi Kasus 3 padax =10
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1, (0,6) =3 (14)

1,(1680,¢) = 2 (15)

—Xx
u(x,0) = 1680 0 +3
Pada Gambar 12 tersebut dapat diketahui
bahwa pada saat 0<x <30 kepadatan
kendaraan sudah mengalami fluktuasi dari awal,
hal ini karena model yang digunakan adalah
model non linier yang bergantung pada
kecepatan dan kepadatan kendaraan.

Simulasi keempat dilakukan pada model
yang sama dengan kasus ketiga di atas, yaitu
dengan model non linier. Akan tetapi kondisi
batas yang digunakan berbalik, yaitu posisi x = 0
terdapat 2 kendaraan dan posisi x = 1680
terdapat 3 kendaraan. Dengan langkah-langkah
yang sama dengan kasus ketiga maka didapatkan
hubungan kepadatan berdasarkan ruang dan
waktunya sebagai berikut

MODEL NOM LINIER TRAFFIC FLOW DENGAN KONDIS! BATAS DIRICHLET

kepadatan kendara

1500
100 : 1000
200 500
o
waktu () 0 posisi {x)

Gambar 13. Simulasi Kasus 4

Pada kasus keempat ini kepadatan lebih
fluktuatif. Dapat dilihat dari gambar tersebut
bahwa fluktuasi kepadatan sudah terjadi saat x =
3. Tetapi kepadatan kendaraan terjadi ujung jalan
karena adanya penumpukan kendaraan di ujung
interval jalan. Lebih jelasnya bisa dilihat pada
gambar di bawah ini

t=49.95 t=249.95

kepadatan (u)
kepadatan (u)

g—/w

o 50 1000 1500 ) 50 1000 1500
posisi)  posisi
=399.95 ooy

kepadatan (u)
kepadatan (u)

1|

o 50 1000 1500 ) 50 1000 1500
® posisi (x)

Gambar 14. Simulasi Kasus 4 dengan Waktu
Berbeda

Selanjutnya bila diasumsikan pada posisi
x = 0 terdapat 3 kendaraan yang masuk pada
interval, dan pada x = 1680 terdapat 2
kendaraan yang keluar pada interval, maka

persamaan (4.10) beserta kondisi batasnya dapat
dituliskan sebagai berikut

us +uu, =0
dengan kondisi

Sedangkan bila kita mendiskritkan kondisi
batas (14) dan (15) dengan menggunakan skema
beda pusat menjadi:

n n
Ujpr — Ui 3
2Ax

untukj =1

ugy =ujy —6Ax (16)

Dan untuk batas kanan
u}l+1 - u}l—l _9
2Ax
Untukj =1
Uy — Wy _
2Ax
up,, = 4Ax+ul, (17)

Sehingga bila kita substitusikan (16) dan (17) ke
skema (13) akan didapatkan kondisi batas kiri

sebagai berikut
n+1

th :u?_m(uﬂ _uo])+4sz( Tug —
] )+2Ax2(( n) [uz — 2uf +ug))
urtt = u’f — == (uluf—u} + 6Ax]) +
4sz (u1 [ull —ul + 6Ax]?) +
2 ()2 [uf — 2ul + uf + 6Ax])
1
urtt ull — i (ul[6Ax]

((ul) [2u} — 2u1 + 6Ax])

2Ax2

dan kondisi batas kanan sebagai berikut
n+1

At
U = uln ey (u?[u?+1 —u,)+

(uz [l —uit4]?) +

4Ax2
zsz ((u?) [ulyy — 2u" + ui4 1)

utt = u{’ — o= P [4dxul, —uly]) +
10 z(uz [4Ax+uly —ui4]?) +
(P [4Bx+up, — 2uf +uft,])

+1 2

utt u;l — 2= (uP4Ax]) + - (uf[46x]%) +

™ a2l s - 2uf)
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Simulasi untuk kasus kelima ini dilakukan
untuk model non linier dengan batas Neuman.
Dengan cara yang sama dengan kasus
sebelumnya maka didapatkan bentuk grafik
kepadatan berdasarkan ruang dan waktu adalah
sebagai berikut

MOOEL NON LINIER TRAFFIC FLOW DENGAN KONDISI BATAS NEUMAN

kepadatan kendaraan ()

-
-~ 1500

" 1000

400

wakiu () posisi (x)

Gambar 15. Simulasi Kasus 5

Dari Gambar 15 di atas dapat dilihat
bahwa penumpukan kendaraan terjadi di waktu
pertama. Setelah t waktu kemudian kepadatan
menurun. Artinya berdasarkan model ini jalan
bisa dikatakan sepi. Penumpukan jumlah
kendaraan terjadi ujung interval yang
menyebabkan kepadatan di ujung mencapai 4
kendaraan persatuan luas. Hal ini menunjukkan
di ujung jalan terjadi kemacetan yang parah.
Berikut disajikan grafik pada beberapa waktu
pengamatan yang berbeda

t=49.95 t=249.95

4
3

3

§2

=1

0 500 1000 1500 ] 500 1000 1500
posisi (x) posisi
t=1399.95 t=1999. 95

an (1)

kepadat

kepad
bW s

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)

Gambar 16. Simulasi Kasus 5 dengan Waktu
Berbeda

Gambar 16 di atas menunjukkan kondisi
jalan di beberapa waktu yang berbeda. Dari
beberapa posisi yang diamati, dapat diketahui
bahwa pada waktu mula-mula kepadatan
kendaraan sangatlah tinggi, akan tetapi, lama-
lama kepadatannya menurun meski terjadi
fluktuasi sepanjang interval jalan.

Simulasi keenam adalah simulasi yang
dilakukan dengan model yang sama dengan
simulasi kelima. Yaitu dengan menggunakan
persamaan burger dan kondisi batas Neumann.
Akan tetapi kondisi batas yang dipakai
berkebalikan dengan simulasi sebelumnya.

Persamaan beserta kondisi batasnya adalah
sebagai berikut

us +uu, =0
dengan kondisi
u,(0,t) =2

u,(1680,t) = 3

X
u(x,0)=@+2

Dengan cara yang sama dengan Kkasus
kelima, maka didapatkan kondisi batas kiri

1
utt ull — — (u1 [4Ax]) +

((u1) [2uz

e (u [4Ax]?) +
— 2ul + 4Ax])

2Ax2

dan kondisi batas kanan sebagai berikut
1
o= u? - ﬁ (ul6Ax]) rMeAx]?) +

U
((u?)z[éAx+2ul 1~ Zuz D

2A2

Sehingga hasil simulasi
menggunakan MATLAB sebagai berikut

dengan

MODEL NON LINER TRAFFIC FLOW DENGAN KONDIS! BATAS NEUMAN

Gambar 17. Simulasi Kasus 6

Grafik yang dihasilkan tidak jauh berbeda
dengan kasus kelima. Keduanya memiliki
kepadatan di waktu yang pertama dan kemudian
kepadatannya  menurun setelah  t waktu.
Sehingga bisa dikatakan untuk model non linier
dengan batas Neumann kepadatan kendaraan di
sepanjang ruas jalan rendah (tidak ada
kemacetan), sehingga memungkinkan para
pengemudi untuk memaksimalkan kecepatan
kendaraannya. Untuk perubahan kepadatan per
satuan waktu bisa dilihat dari gambar berikut
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1=49.95 t=249.95

kepadatan (u)
o kN w & o
kepadatan (u)

o b N w & o

o 500 1000 1500 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)
t=399.95 t=999.95

o

kepadatan (u)
o kN ow s o
kepadatan (u)

o kN ow s o

0 500 1000 1500 0 500 1000 1500
posisi (x) posisi (x)

Gambar 18. Simulasi Kasus 6 dengan Waktu Berbeda

PENUTUP

Berdasarkan pembahasan di atas dapat
disimpulkan bahwa model traffic flow yang
diturunkan dari hukum-hukum kesetimbangan
adalah sebagai berikut

ap  Apw) _
Jat ox
dimana p menyatakan kepadatan kendaraan, v
merupakan kecepatan kendaraan. Bila kecepatan
v dalam model tersebut adalah konstan, maka
model traffic flow tersebut menjadi persamaan
Transport (linier)
pe+vpe=0
Sedangkan bila kecepatan v merupakan suatu
fungsi yang bergantung pada kepadatan
kendaraan di setiap Ax nya maka model tersebut
menjadi persamaan Burger (tansport non linier),
dan dapat dituliskan sebagai
u+uu, =0

Sedangkan untuk mencari solusi dari
kedua model yang telah dihasilkan, dilakukan
dengan menggunakan metode beda hingga skema
FTBS untuk persamaan transport, dan metode lax
wendroff skema FTCS untuk persamaan Burger.
Berdasarkan hasil solusi numeriknya dapat
diketahui bahwa model linier tersebut stabil

dengan syarat 0 < vi—;s 1, sedangkan model

non liniernya stabil bila dilihat dari grafiknya,
akan tetapi perlu adanya analisis konvergensi
untuk mengetahui kestabilan dan kekonsistenan
dari model non linier tersebut.
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