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ABSTRAK 
Persamaan fungsional Jensen merupakan variasi dari persamaan fungsional Cauchy additive yang 
paling sederhana dan paling bagus. Persamaan fungsional Jensen dapat diaplikasikan sebagai model 
dari suatu proses fisik ketika persamaan fungsional Jensen tersebut stabil. Oleh karena itu, dengan 
diketahuinya kestabilan dari persamaan fungsional tersebut, dapat menambah referensi para 
peneliti lain yang akan mengaplikasikan persamaan fungsional Jensen. Pada artikel ini akan 
ditunjukkan kestabilan persamaan fungsional Jensen. Untuk mengetahui kestabilannya digunakan 
teorema kestabilan Hyers-Ulam-Rassias. Berdasarkan hasil analisis, telah dibuktikan bahwa 
persamaan fungsional Jensen telah memenuhi teorema kestabilan Hyers-Ulam-Rassias, sehingga 
dapat dikatakan bahwa persamaan fungsional Jensen tersebut stabil.   

Kata kunci: persamaan fungsional Cauchy additive, persamaan fungsional Jensen, kestabilan Hyers-Ulam-
Rassias 

ABSTRACT 
Jensen functional equation is the simplest and the most elegant one among variations of Cauchy additive 
functional equation. Jensen functional equation can be applied as a model of physical process when  it 
is stable. This article showed stability of Jensen functional equation. To know the stability, we used 
Hyers-Ulam-Rassias stability theorem. Based on the analysis, we proved that Jensen functional equation 
satisfy Hyers-Ulam-Rassias stability theorem, so it can be said that Jensen functional equation is stable. 

Keywords: additive Cauchy functional equation, Jensen functional equation, Hyers-Ulam-Rassiass stability  
  

 
PENDAHULUAN   

Persamaan fungsional merupakan salah satu 
pembahasan dari matematika modern. Di antara 
berbagai macam persamaan fungsional, persamaan 
fungsional yang paling penting adalah persamaan 
fungsional Cauchy additive. Hal ini dikarenakan 
sifat-sifat dari persamaan fungsional Cauchy 
additive dapat digunakan untuk mengembangkan 
teorema-teorema dari persamaan fungsional lain. 
Ada banyak variasi dari persamaan fungsional 
Cauchy additive, akan tetapi diantara variasi 
persamaan fungsional Cauchy additive tersebut 
yang paling bagus dan paling sederhana adalah 
persamaan fungsional Jensen.  

Suatu fungsi 𝑓: ℝ → ℝ disebut sebagai persamaan 

fungsional Jensen jika memenuhi 𝑓 (
𝑥+𝑦

2
) =

𝑓(𝑥)+𝑓(𝑦)

2
, ∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ. Persamaan fungsional Jensen 

dapat diaplikasikan sebagai model dari suatu proses 
fisik ketika persamaan fungsional Jensen tersebut 
stabil. Dengan diketahuinya kestabilan dari 
persamaan fungsional Jensen, akan dapat dijadikan 
referensi para peneliti lain yang bermaksud untuk 

mengaplikasikan persamaan fungsional Jensen 
tersebut.  

Adapun konsep kestabilan yang digunakan untuk 
meneliti kestabilan persamaan fungsional Jensen 
pada artikel ini adalah konsep kestabilan Hyers-
Ulam-Rassias. Dalam teorema kestabilan Hyers-
Ulam-Rassias, persamaan fungsional yang dijadikan 
acuan adalah persamaan fungsional Cauchy 
additive. Jika yang diteliti kestabilannya adalah 
persamaan fungsional lain, maka persamaan 
fungsional Cauchy additive dalam teorema 
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias diganti dengan 
persamaan fungsional tersebut. Oleh karena itu, 
untuk meneliti kestabilan persamaan fungsional 
Jesnen, persamaan fungsional Cauchy additive 
dalam teorema kestabilan Hyerss-Ulam-Rassias 
tersebut diganti dengan persamaan fungsional 
Jensen.  

Artikel ini merupakan upaya ilmiah untuk meneliti 
kestabilan dari persamaan fungsional Jensen dalam 
rangka penelitian pengembangan. Pada peneltian 
ini dilakukan pembuktian terhadap teorema 
kestabilan Hyers-Ulam-Rassiass pada persamaan 
fungsional Jensen. Jika persamaan fungsional Jensen 
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memenuhi teorema kestabilan Hyers-Ulam-
Rassiass, maka dapat dikatakan bahwa persamaan 
fungsional Jensen tersebut stabil. 

KAJIAN TEORI 

1. Persamaan Fungsional 

Persamaan fungsional adalah persamaan fungsi 
yang belum diketahui fungsinya [1].  

2. Persamaan Fungsional Cauchy Additive 

Suatu fungsi 𝑓: ℝ → ℝ dikatakan suatu fungsi 
additive jika fungsi tersebut memenuhi persamaan 
fungsional Cauchy additive 

𝑓(𝑥 + 𝑦) = 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦) 
Untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ [1]. 

3. Persamaann Fungsional Jensen 

Suatu fungsi 𝑓: ℝ → ℝ disebut persamaan Jensen, 
jika persamaan tersebut memenuhi 

𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) =

𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑦)

2
 

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ [1]. 

4. Ruang Bernorma 

Misalkan 𝐸  suatu ruang vektor. Suatu pemetaan 
‖. ‖: 𝐸 → ℝ disebut norm, jika ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸  dan 𝜆 ∈ ℝ 
berlaku 

1. ‖𝑥‖ ≥ 0; 
2. ‖𝑥‖ = 0 ↔ 𝑥 = 0; 
3. ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖; 
4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 
(E, ‖ . ‖)  disebut ruang vektor bernorma dan ‖𝑥‖ 
disebut norm dari 𝑥 [2]. 

Setiap ruang bernorma (𝐾, ‖. ‖) merupakan ruang 
metrik terhadap 𝑑: 

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ 

untuk setiap 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾 [3]. 

5. Barisan Konvergen 

Suatu barisan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∈ ℝ dikatakan konvergen ke 
𝑥 ∈ ℝ atau 𝑥 dikatakan suatu limit dari {𝑥𝑛}, jika 
untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat suatu bilangan asli 𝐾(𝜀) 
sedemikian hingga untuk setiap 𝑛 ≥ 𝐾(𝜀), 𝑥𝑛 
memenuhi |𝑥 − 𝑥𝑛| < 𝜀 [4]. 

6. Barisan Cauchy 

Suatu barisan 𝑋 = {𝑥𝑛} ∈ ℝ dikatakan suatu barisan 
Cauchy jika untuk setiap 𝜀 > 0 terdapat suatu 

bilangan asli 𝐻(𝜀) sedemikian hingga untuk setiap 
bilangan asli 𝑛, 𝑚 ≥ 𝐻(𝜀), 𝑥𝑛 dan 𝑥𝑚 memenuhi 
|𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 [4]. 

Di dalam sembarang ruang metrik (𝑋, 𝑑) setiap 
barisan konvergen merupakan barisan Cauchy [5]. 

7. Ruang Banach 

Ruang Banach merupakan ruang bernorma yang 
lengkap [6]. Ruang bernorma dikatakan lengkap 
jika setiap barisan Cauchy-nya konvergen [2]. 

8. Kestabilan Hyers-Ulam-Rassiass 

Misalkan 𝐸1 dan 𝐸2 merupakan ruang Banach, dan 
misalkan 𝑓: 𝐸1 → 𝐸2  suatu fungsi yang memenuhi 
pertidaksamaan 

‖𝑓(𝑥 + 𝑦) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝜃(‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝) 

untuk 𝜃 > 0, 𝑝 ∈ [0,1), dan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸1. Maka ada 
𝐴: 𝐸1 → 𝐸2 suatu fungsi additive yang tunggal, 
sedemikian hingga 

‖𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)‖ ≤
2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 

(2.16) 

∀𝑥 ∈ 𝐸1 [7]. 

PEMBAHASAN 

Untuk membuktikan kestabilan persamaan 
fungsional Jensen dengan menggunakan konsep 
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias, maka persamaan 
fungsional Cauchy additive dalam teorema 
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias tersebut diganti 
dengan persamaan fungsional Jensen. Oleh karena 
itu, untuk meneliti kestabilan persamaan fungsional 
Jensen adalah dengan membuktikan teorema 
berikut ini: 

Misalkan 𝑓: 𝐸1 → 𝐸2 merupakan suatu fungsi antara 
ruang Banach. Jika f memenuhi pertidaksamaan 
fungsional 

‖2𝑓 (
𝑥+𝑦

2
) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝜃(‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝)  ... (1) (3.2) 

∀𝜃 ≥ 0, dengan 0 ≤ 𝑝 < 1 dan  ∀𝑥, 𝑦 ∈
𝐸1 ada 𝐴: 𝐸1 → 𝐸2, suatu  fungsi additive yang 
tunggal, sedemikian hingga 

‖𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)‖ ≤
2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 

 ∀𝑥 ∈ 𝐸1. 
Bukti: 
Karena fungsi tersebut terjadi di antara ruang 
Banach (𝐸1 𝑑𝑎𝑛 𝐸2) dan ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐸1, dan karena 
ruang Banach merupakan ruang bernorma yang 
lengkap, maka akan berlaku sifat dari ruang 
bernorma sebagi berikut: 
1. ‖𝑥‖ ≥ 0; 
2. ‖𝑥‖ = 0 ↔ 𝑥 = 0; 
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3. ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖, dimana 𝜆 ∈ ℝ; 
4. ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖. 
Untuk membuktikan teorema Hyers-Ulam-Rassias, 
maka harus ditunjukkan bahwa: 

1. {
𝑓(2𝑛𝑥)

2𝑛 }
𝑛=1

∞

 merupakan suatu barisan Cauchy 

untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐸1. 

2. Jika 𝐴(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓(2𝑛𝑥)

2𝑛 , maka 𝐴 merupakan 

fungsi additive.  

3. 𝐴 memenuhi ‖𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)‖ ≤
2𝜃

2−2𝑝
‖𝑥‖𝑝, ∀𝑥 ∈

𝐸1.  
4. 𝐴 merupakan fungsi yang tunggal. 
Asumsikan 𝑓(0) = 0,   

‖2𝑓 (
𝑥 + 𝑦

2
) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑦)‖ ≤ 𝜃(‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝). 

 Jika diambil y = 0 dan f(0) = 0, maka 

‖2𝑓 (
𝑥 + 0

2
) − 𝑓(𝑥) − 𝑓(0)‖

≤ 𝜃(‖𝑥‖𝑝 + ‖0‖𝑝) 

      ‖2𝑓 (
𝑥

2
) − 𝑓(𝑥)‖ ≤ 𝜃(‖𝑥‖𝑝). 

Dengan mengganti 𝑥 = 2𝑥 dan kedua sisi dibagi 
dengan 2, maka akan diperoleh 

‖𝑓(𝑥) −
1

2
𝑓(2𝑥)‖ ≤

𝜃

2
(‖2𝑥‖𝑝), ∀𝑥 ∈ 𝐸1. 

Misalkan 𝑛, 𝑚 bilangan bulat nonnegatif dengan 𝑛 <
𝑚, maka 

  ‖
1

2𝑛 𝑓(2𝑛𝑥) −
1

2𝑚 𝑓(2𝑚𝑥)‖ 

=

‖

‖

‖

1

2𝑛
𝑓(2𝑛𝑥) −

1

2𝑛+1
𝑓(2𝑛+1𝑥)

+
1

2𝑛+1
𝑓(2𝑛+1𝑥)

−
1

2𝑛+2
𝑓(2𝑛+2𝑥) + ⋯ +

1

2𝑚−1
𝑓(2𝑚−1𝑥)

−
1

2𝑚
𝑓(2𝑚𝑥)

‖

‖

‖

. 

Karena 𝑓 suatu fungsi di antara ruang Banach, 
dengan menggunakan sifat keempat pada ruang 
bernorma (ketaksamaan segitiga), maka diperoleh 

‖
1

2𝑛
𝑓(2𝑛𝑥) −

1

2𝑚
𝑓(2𝑚𝑥)‖ 

≤ ‖
1

2𝑛
𝑓(2𝑛𝑥) −

1

2𝑛+1
𝑓(2𝑛+1𝑥)‖

+ ‖
1

2𝑛+1
𝑓(2𝑛+1𝑥)

−
1

2𝑛+2
𝑓(2𝑛+2𝑥)‖ + ⋯ 

+ ‖
1

2𝑚−1
𝑓(2𝑚−1𝑥) −

1

2𝑚
𝑓(2𝑚𝑥)‖ 

=
1

2𝑛
‖𝑓(2𝑛𝑥) −

1

2𝑛
𝑓(2𝑛+1𝑥)‖

+
1

2𝑛+1
‖𝑓(2𝑛+1𝑥)

−
1

2𝑛
𝑓(2𝑛+2𝑥)‖ + ⋯ 

+
1

2𝑚−1
‖𝑓(2𝑚−1𝑥) −

1

2𝑚
𝑓(2𝑚𝑥)‖ 

≤
1

2𝑛

𝜃

2
(‖2𝑛+1𝑥‖𝑝) +

1

2𝑛+1

𝜃

2
(‖2𝑛+2𝑥‖𝑝)

+ ⋯ +
1

2𝑚−1

𝜃

2
(‖2𝑚𝑥‖𝑝) 

=
2𝑝

2𝑛

𝜃

2
(‖2𝑛𝑥‖𝑝)

+
2𝑝

2𝑛+1

𝜃

2
(‖2𝑛+1𝑥‖𝑝) + ⋯

+
2𝑝

2𝑚−1

𝜃

2
(‖2𝑚−1𝑥‖𝑝) 

=
2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) (

2𝑝𝑛

2𝑛
+

2𝑝(𝑛+1)

2𝑛+1
+ ⋯ +

2𝑝(𝑚−1)

2𝑚−1
) 

=
2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) ∑

2𝑘𝑝

2𝑘

𝑚−1

𝑘=𝑛

. 

Jadi,   

‖
1

2𝑛
𝑓(2𝑛𝑥) −

1

2𝑚
𝑓(2𝑚𝑥)‖ ≤

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) ∑

2𝑘𝑝

2𝑘
.

𝑚−1

𝑘=𝑛

 

Berdasarkan definisi barisan Cauchy, barisan {𝑥𝑛} 
dikatakan Cauchy jika berlaku |𝑥𝑛 − 𝑥𝑚| < 𝜀 untuk 
setiap 𝜀 > 0. Jika 𝑛 → ∞ dan karena 0 ≤ 𝑝 < 1, 

maka 
2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) ∑

2𝑘𝑝

2𝑘
𝑚−1
𝑘=𝑛 = 0. Oleh karena itu, 

lim
𝑛→∞

‖
1

2𝑛 𝑓(2𝑛𝑥) −
1

2𝑚 𝑓(2𝑚𝑥)‖ = 0, sehingga dapat 

dikatakan bahwa {
𝑓(2𝑛𝑥)

2𝑛
}

𝑛=1

∞

merupakan barisan 

Cauchy untuk setiap 𝑥 ∈ 𝐸1. Karena 𝐸1 merupakan 
ruang Banach, dimana setiap barisan Cauchy-nya 
konvergen, maka terdapat fungsi 𝐴: 𝐸1 → 𝐸2 yang 

didefinisikan dengan 𝐴(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑓(2𝑛𝑥)

2𝑛  untuk 

setiap 𝑥 ∈ 𝐸1. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa fungsi 𝐴: 𝐸1 →
𝐸2 merupakan fungsi additive. 
Pandang bahwa 

‖𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦)‖ 

= ‖ lim
𝑛→∞

{
2𝑓 (

2𝑛(𝑥+𝑦)

2
)

2𝑛
−

𝑓(2𝑛𝑥)

2𝑛
−

𝑓(2𝑛𝑦)

2𝑛
}‖ 

= ‖ lim
𝑛→∞

1

2𝑛
{2𝑓 (

2𝑛(𝑥 + 𝑦)

2
) − 𝑓(2𝑛𝑥) − 𝑓(2𝑛𝑦)}‖ 

= lim
𝑛→∞

1

2𝑛
‖{2𝑓 (

2𝑛(𝑥 + 𝑦)

2
) − 𝑓(2𝑛𝑥) − 𝑓(2𝑛𝑦)}‖. 

Dengan menggunakan pertidaksamaan (1), maka 
didapatkan 

‖𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦)‖  
≤ lim

𝑛→∞

𝜃(‖𝑥‖𝑝 + ‖𝑦‖𝑝)

2𝑛
 

 = 0. 
Jadi 

‖𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦)‖ ≤ 0. 
Berdasarkan sifat pertama pada ruang bernorma 
dan  

‖𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦)‖ ≤ 0, 
maka didapatkan 

‖𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦)‖ = 0. 
Berdasarkan sifat kedua pada ruang bernorma, 
maka didapatkan 
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𝐴(𝑥 + 𝑦) − 𝐴(𝑥) − 𝐴(𝑦) = 0 
𝐴(𝑥 + 𝑦) = 𝐴(𝑥) + 𝐴(𝑦). 

Dari definisi fungsi addditive, maka dapat 
ditunjukkan bahwa 𝐴: 𝐸1 → 𝐸2 merupakan fungsi 
additive. 
Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa A memenuhi  

||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| ≤
2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝, ∀𝑥 ∈ 𝐸1. 

||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| = lim
𝑛→∞

‖
1

20
𝑓(20𝑥) −

1

2𝑛
𝑓(2𝑛𝑥)‖ 

 

 
≤ lim

𝑛→∞

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) ∑

2𝑘𝑝

2𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 
 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
∑ 2(𝑝−1)𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 
 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
∑

1

2(1−𝑝)𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 
... Karena 𝑝 < 1 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
(1 + ∑

1

2(1−𝑝)𝑘

𝑛−1

𝑘=1

) 
... Karena 𝑝 < 1 

 
 =

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
(1 +

1

2(1−𝑝)

1 −
1

2(1−𝑝)

) 

 

=
2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
(1 +

1

2(1−𝑝)

2(1−𝑝)−1

2(1−𝑝)

) 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
(1 +

1

2(1−𝑝) − 1
) 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) lim

𝑛→∞
(

2(1−𝑝) − 1 + 1

2(1−𝑝) − 1
) 

 
=

2𝑝𝜃

2
(‖𝑥‖𝑝) (

2(1−𝑝)

2(1−𝑝) − 1
) 

 
=

2𝜃

2(2(1−𝑝) − 1)
(‖𝑥‖𝑝) 

 
=

𝜃

(
2

2𝑝 − 1)
(‖𝑥‖𝑝) 

 
=

𝜃

(
2−2𝑝

2𝑝 )
(‖𝑥‖𝑝) 

 
=

2𝑝𝜃

2 − 2𝑝
(‖𝑥‖𝑝). 

Jadi,  

||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| ≤
2𝑝𝜃

2 − 2𝑝
(‖𝑥‖𝑝). 

Karena 2𝑝 < 2, ∀𝑝 ∈ [0,1), maka 

||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| ≤
2𝜃

2 − 2𝑝
(‖𝑥‖𝑝). 

 

Terbukti ||𝑓(𝑥) − 𝐴. (𝑥)|| ≤
2𝜃

2−2𝑝
‖𝑥‖𝑝, ∀𝑥 ∈ 𝐸1. 

Selanjutnya akan ditunjukkan bahwa 𝐴 tunggal. 
Andaikan 𝐴 tidak tunggal, maka akan ada fungsi 
additive yang lain 𝐵: 𝐸1 → 𝐸2 sedemikian hingga 

||𝑓(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| ≤ ||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| ≤
2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 

∀𝑥 ∈ 𝐸1.  
||𝐴(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| 

= ||𝐴(𝑥) − 𝑓(𝑥) + 𝑓(𝑥 − 𝐵(𝑥)|| 
≤ ||𝐴(𝑥) − 𝑓(𝑥)|| + ||𝑓(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| 
= ||𝑓(𝑥) − 𝐴(𝑥)|| + ||𝑓(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| 

≤
2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 +

2𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝. 

 
Jadi,  

||𝐴(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| ≤
4𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝. 

||𝐴(𝑥) − 𝐵(𝑥)||  = lim
𝑛→∞

‖
1

2𝑛
𝐴(2𝑛𝑥) −

1

2𝑛
𝐵(2𝑛𝑥)‖ 

 
= lim

𝑛→∞

1

2𝑛
‖𝐴(2𝑛𝑥) − 𝐵(2𝑛𝑥)‖ 

 
≤ lim

𝑛→∞

1

2𝑛

4𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 

 
=

4𝜃

2 − 2𝑝
‖𝑥‖𝑝 lim

𝑛→∞

1

2𝑛
 

 = 0 
dimana 𝑛 ∈ ℝ. 
Karena  

||𝐴(𝑥) − 𝐵(𝑥)|| ≤ 0 
dan berdasarkan sifat pertama pada ruang 
bernorma, maka 

𝐴(𝑥) = 𝐵(𝑥), ∀𝑥 ∈ 𝐸1.  
Jadi terbukti bahwa 𝐴 tunggal dan pembuktian 
teorema Hyers-Ulam-Rassias di atas telah lengkap, 
sehingga terbukti bahwa persamaan Jensen 
tersebut stabil. 
 

KESIMPULAN 

Pada artikel ini telah ditunjukkan bahwa persamaan 
fungsional Jensen telah memenuhiteorema 
kestabilan Hyers-Ulam-Rassias. Oleh karena itu, 
dapat dikatakan bahwa persamaan fungsional 
Jensen tersebut stabil. Dengan demikian, 
persamaan fungsional Jensen ini dapat 
diaplikasikan sebagai model dari suatu proses fisik. 
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