
M ECH AN IK A
TEORETYCZN A
I   STOSOWANA

2,  1 (1963)

NAPRĘ Ż ENIA  CIEPLNE W CIAŁACH LEPKOSPRĘ Ż YSTYCH

ELI   S T E R N B E RG  (PROVIDENCE)

1.  Wstęp

Wiele przyczyn  technicznych  złoż yło  się  w ostatnich  latach na wzrost  zainte-
resowania  zagadnieniami  naprę ż eń  i  odkształceń w  ciałach  lepkosprę ż ystych.
Praca  nasza,  poś wię cona  wył ą cznie  ciałom,  które  wykazują   przy  warunkach
izotermicznych  i dla odkształceń  infinitezymalnych  własnoś ci  liniowej  lepko-
sprę ż ystoś ci,  ma służ yć  dwom  zadaniom.  Po pierwsze,  zamierzamy  podać
w  niej  systematyczny  przegląd  ostatnich  wyników  w  tej  dziedzinie,  a  po
drugie — zapoznać  Czytelnika  z zagadnieniami  szczegółowymi  i  z  literaturą
przedmiotu.

Opracowanie  nasze  ogranicza  się   głównie  do  analizy  quasi- statycznych
naprę ż eń  cieplnych  w  ciałach  jednorodnych,  izotropowych  i  wykazują cych
lepkosprę ż ystość  liniową .  Zagadnienia  dotyczą ce  ciał   niejednorodnych  i anizo-
tropowych,  wpływu  sił  bezwładnoś ci  i  sprzę ż enia  termo- mechanicznego  są
jedynie  wymienione  przy  koń cu  pracy  (p.  7).

W pierwszej czę ś ci pracy (p. 2, 3 i 4) omawiamy teorię   termo- lepkosprę ż ystoś ci
przy  założ eniu, że mechaniczne własnoś ci  materiału nie  zależą   od  temperatury.
Ponieważ prę dkoś ć  zachodzenia procesów  lepkosprę ż ystych  jest bardzo wraż liwa
na  zmiany  temperatury,  założ enie  to  jest  dalekie  od  rzeczywistoś ci  fizykalnej.
Mimo to teoria  materiałów o własnoś ciach  niezależ nych  od  temperatury  może
być  uż yteczna  jako  wstęp  do  bardziej  realistycznego  potraktowania  zagadnie-
nia, tym  bardziej  że przy  tych założ eniach otrzymano wiele rozwią zań  szczegól-
nych.

Nastę pna  czę ść  pracy  (p. 5 i 6)  dotyczy  ciał   lepkosprę ż ystych  o własnoś ciach
zależ nych  od temperatury,  przy  czym  szczególny  nacisk  położ ono  na teorię
materiałów  o  prostych  własnoś ciach  termo—reologicznych.  Teoria  ta opiera
się   na hipotezie,  że  równomierna  zmiana  temperatury  całego  ciała  wpływa
na  zmianę  jego  własnoś ci  mechanicznych  powodując  tylko  równomierne- znie-
kształcenie  skali  czasu.  Należy  zaznaczyć,  że szczupłość  miejsca  poś wię conego
tu  wpływowi  własnoś ci  mechanicznych  zależ nych  od  temperatury  nie  oznacza,
że wpływ  ten ma niewielkie  znaczenie, lecz  że zagadnienie  jest  bardziej  złoż one.

Mimo  że w  naszych  rozważ aniach  dużo  uwagi  poś wię camy  zwią zkom  róż-
niczkowym  pomię dzy  naprę ż eniami  i  odkształ ceniami,  stwierdzić  należ y, że



68  ELI   STERNBERG

ogólniejsza  od  nich  cał kowa  postać  tych  zwią zków  jest  odpowiedniejsza  w  za-
stosowaniu  do  ciał   o  cią gł ym  widmie  czasów  relaksacji  lub  opóź nienia.
Moż na  to  uzasadnić  dobrze  znanym  faktem,  że  modele skoń czone,  podlegają ce
operatorowym  prawom  róż niczkowym  (pomimo  ich  wartoś ci  poznawczej
i  tradycyjnej  popularnoś ci), nie dają  ś cisł ej  podstawy  do  opisania  i  przewidywań
zachowania  się  rzeczywistego  ciała  lepkosprę ż ystego  w  znacznym  przedziale
czasu  lub  czę stoś ci.  Brak  ten jest jeszcze bardziej  widoczny  dla modeli zależ nych
od  temperatury.

Rozważ ania  nasze  dotyczą ce  teorii  termo- lepkosprę ż ystoś ci  opierają  się
w  duż ym  stopniu  na  wynikach  otrzymanych  we  wcześ niejszej  pracy  [1],  do-
tyczą cej  teorii  izotermicznej. W  szczególnoś ci  szerokie  wykorzystanie  wł asnoś ci
splotu  Stieltjesa,  o  których  była  mowa  w  pracy  [1], uł atwia operowanie  funk-
cjami  niecią gł ymi  w  czasie.  W  pracy  [1] podkreś liliś my,  że  algebra  i rachunek
splotu  stanowią  najwł aś ciwsze  narzę dzie  matematyczne  w  przypadku  teorii
liniowej  lepko sprę ż ystoś ci.  Natomiast  nadmierne  poleganie  na  transformacjach
cał kowych  powoduje  czasami  zaciemnienie  odnoś nych  rozważ ań.

Wydaje  się,  że pewne podane w pracy wyniki  teoretyczne, mimo że  posiadają
charakter  elementarny,  nie  są  jeszcze  znane.  W  tym  sensie  praca  nasza  ma
charakter  pracy  nie  tylko  przeglą dowej.

2.  Mechaniczne  wł asnoś ci  niezależ ne  od temperatury.
Sformuł owanie  zagadnienia  brzegowego

W  przypadku  braku  efektów  sprzę ż enia  termo- mechanicznego  podstawowy
ukł ad  równań  teorii  pola,  rzą dzą cych  teorią  quasi- statystycznych  liniowych
ciał   lepkosprę ż ystych,  sprowadza  się  do  zlinearyzowanych  zwią zków  pomię dzy
odkształ ceniami  i  przemieszczeniami,  do  naprę ż eniowych  równań  równowagi
i  do  odpowiednich  liniowych  praw  dziedziczenia.  Odniesiemy  nasz  ukł ad
równań do kartezjań skiego  prostoką tnego ukł adu  współ rzę dnych*; i  zastosujemy
zwykłą  notację  wskaź nikowąl.

Niech  ut(x,  i),  £y(x, i),  ffy(x,   i)  bę dą  wartoś ciami  skł adowych  przemiesz-
czenia, infinitezymalnego  odkształ cenia  oraz naprę ż enia w punkcie o promieniu
wodzą cym  x  w  chwili  t. Wtedy  zwią zki  pomię dzy  przemieszczeniami i odkształ -
ceniami  przyjmują  postać

(2  1)  e  - - (u  +u

natomiast  równania  równowagi  mają  postać  nastę pują cą:

(2.2)  (j.jj- ^- Fi =  Q}

przy  czym  Ft  są  skł adowymi  sił   masowych.

1  O ile n ie bę dzie  to osobno zaznaczone, wskaź niki  ł aciń skie bę dą przybierać wartoś ci  1, 2 i 3;
stosujemy  konwencję  sumacyjną  wzglę dem  powtarzają cych  się indeksów,  a przecinek poprzedza-
ją cy  indeks  oznacza  róż niczkowanie  czą stkowe  wzglę dem  odpowiedniej  współ rzę dnej  ukł adu
kartezjań skiego.
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W  celu  uproszczenia  równań  stanu  lepkosprę ż ystych  ciał   izotropowych
wprowadzimy  składowe  dewiatora  odkształcenia  i  naprę ż enia

__^

(2- 3)  s  =a,- Uo

gdzie bi} jest symbolem  Kroneckera. Nastę pnie przez  T(x,  t)  oznaczymy  lokalną
chwilową   temperaturę,  a  przez  Tn  dowolnie  przyję tą   temperaturą   odniesienia.
Funkcję   ©  zdefiniowaną   zwią zkiem

d~-v  u  —  J. —  i o,

bę dziemy  nazywali  historią   pola  temperatury.  Wreszcie  przez  a  oznaczymy
współczynnik rozszerzalnoś ci  cieplnej  zakładają c, że jest  on stały. Jeż eli a  bę dzie
funkcją   temperatury,  to  wszystkie  poprzednie  rozważ ania  ulegną   zupeł nie
elementarnemu  uogólnieniu:  należy  wtedy  po  prostu  a  zastą pić  przez  a0  =
a(T0),  a  zwią zek  (2.4)  przez  zależ ność

(2.5)  0(x,t)=—  f  a(T')dT'.

Odpowiednie  liniowe,  izotropowe  zwią zki  dziedziczenia  pomię dzy  odkształ-
ceniami  i naprę ż eniami w postaci całkowego prawa  relaksacji przybiorą   nastę pu-
ją cą   postać:

(2.6)  sij  = eiJ*dG1,  akk=  (skk—  3a<9)  *dG2.

Tutaj  Gi  i  G2  oznaczają   odpowiednie  moduły  relaksacji  dla  ś ciskania  izotro-
powego.  Moduły te  są   obecnie  wył ą cznie  funkcjami  czasu,  ponieważ  ograni-
czamy  się   do  ciał   jednorodnych  i  zakładamy,  że  własnoś ci  mechaniczne  ma-
teriału  nie  zależ ą  od  temperatury.

Zapisując  zwią zki  (2.6)  zastosowaliś my  skrócony  zapis  splotu  Stieltjesa,
wprowadzony  uprzednio w  pracy  [1]  w  zwią zku  z  teorią   izotermiczną.  A  wię c
jeż eli/i  g  są   funkcjami  położ enia i  czasu,  to co  =   / •   dg  bę dzie  funkcją   zdefi-
niowaną   przez  całkę   Stieltjesa

t

(2.7)  w(x, t) =   [f*dg](x,  t)=  J  f(x,  t- t')dg(x,  t')

pod warunkiem,  że całka ta ma sens.
Zauważ my,  że  zgodnie  ze  zwią zkami  (2.6)  tensor  naprę ż enia  w  każ dej  usta-

lonej  chwili  jest  liniowym,  cią głym  i  izotropowym  funkcjonałem  całej  poprze-
dzają cej  lokalnej  historii  temperatury  i  odkształ cenia; co  wię cej,  odwzorowanie
historii  temperatury  i  odkształcenia  na  stowarzyszoną   historię   naprę ż enia
jest niezmiennikiem wzglę dem  przesunię cia skali czasu oraz posiada tę  własnoś ć,
że  naprę ż enia  spowodowane  swobodnym  rozszerzeniem  termicznym  znikają
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toż samoś ciowo.  Moż na wykazać2  (przy  odpowiednich  założ eniach  o  regular-
noś ci),  że  (2.6)  jest  najogólniejszym  zwią zkiem  pomię dzy  odkształceniami
i  naprę ż eniami  spełniają cymi  powyż sze  wymagania.

Równania  pola  (2.1), (2.2)  i  (2.6)  muszą   być  spełnione w  czaso- przestrzeni3

92 X(—  oo, oo), to znaczy  dla wszystkich  (x, t)  takich, że x  należy  do  otwartego
obszaru  92  wypełniają cego  wnę trze  ciała,  a  t  leży  w  przedziale  (—  oo, oo).
Bez  zasadniczego  zmniejszenia  ogólnoś ci  moż emy  na  powyż sze  równania
pola  nałoż yć  warunek,  aby  ciało  znajdowało  się   pierwotnie  w  stanie  nieza-
burzonym  w  sensie  warunków  począ tkowych:
(2.8)  W( =  ey =  o-y =  i?1, =  ® = 0  dla  Rx  (—  oo, 0),

gdzie  R  jest  domknię ciem  92,  to  znaczy  obszarem  92  wraz  z  jego  brzegiem.
Wreszcie  w  przypadku  zagadnienia  z  mieszanymi  warunkami  brzegowymi
mamy  nastę pują ce  warunki brzegowe:

ut  =   u\  na  B1  X (—  co, co),
(2.9)

Si  =   Oijtij   =   Sf  na  B2  X  (—  oo,  c o ).

Tutaj  Bx  i B2  są   dopełniają cymi podzbiorami brzegu  B  obszaru  92,  nt  jest  ze-
wnę trzną  jednostkową   normalną  do B, natomiast u\ i  Sf  są   odpowiednio danymi
przemieszczeniami  i  naprę ż eniami  powierzchniowymi.

W  braku  wyraź nego  stwierdzenia  że  jest  inaczej,  bę dziemy  odtąd  zakładać,
że  zbiory  punktów R,  Bx,  B% nie zależą   od czasu.  Bę dziemy  także  przyjmować,
że  R  jest  ograniczonym  regularnym  obszarem  przestrzeni4  oraz  że  Bt  i  B2

są  całkowalne.
Tak  wię c  rozważ any  problem  polega  na  wyznaczeniu  funkcji  uis  ey,  oy,

które  dla  danych  R,  B1}  B2,  znanych  Gu  G2,  a  i  danych  Fh  0,  u\ ,  Sf  speł-
niają   równania  pola  (2.1),  (2.2),  (2.3),  (2.6)  w  92 X (—  oo, co)  oraz  po-
nadto —  warunki  począ tkowe  (2.8)  i  warunki  brzegowe  (2.9).  Historię   pola
temperatury  0  moż na  w  szczególnoś ci  okreś lić  jako  rozwią zanie  niezależ nego
zagadnienia  przewodnictwa  cieplnego.

Wprowadzimy  nastę pują cą   definicję   stanu  lepkosprę ż ystego. Mówimy,  że
uporzą dkowany  układ wielkoś ci Ui, eijt  atl  należ y  do  klasy stanów  lepkosprę ż ystych
na  R  X(—  co, co), odpowiadają cych  danym  Glt  G2,  a,  Fh  0  i zapisujemy

(2.10)  [w,,  fiy,   fftf],  e q>  [G Ł , G 2 l a, F„   0]  na  R  X ( -   oo , oo),

jeż eli
a)  Gfi(fi =   1, 2)  znika  na  (— co, 0), jest  dwukrotnie  róż niczkowalne w sposób

cią gły  na  [0,  oo),  oraz  G0  (0)  > 0;

3  Por.  [1]  p.  2,  gdzie  przedstawiono  odpowiednie  wyniki  w  przypadku  teorii  izotermicznej.
3  Kartezjań ski  iloczyn  zbioru  A  i  zbioru  B  bę dziemy  oznaczać  w  sposób  konwencjonalny

AXB.
i  Przez  «regularny  obszar  przestrzeni»  rozumiemy obszar,  którego brzeg składa się   ze skoń czo-

nej  liczby  nie przecinają cych  się   zamknię tych  powierzchni  regularnych;  z  kolei  ten  termin  uż yty
jest  w  sensie  podanym  przez  Kellogga  [2].
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b)  u„   £(,-. ai},  Fiy  0  znikają na  R  X  (— oo, 0)  i  są  cią gł e  na  Rx  [0, oo).
0  jest jednokrotnie,  a  Uj—trzykrotnie  roż niczkowalne  w  sposób  cią gł y  na  R  X
[0,  oo);

c)  równania  (2.1), (2.2) (2.3),  (2.6)  są  speł nione w  9e X (—00,00).  Jeż eli
w  szczególnoś ci  0  — 0  na  R  X  (—00,  00),  to  mówimy,  ż e  stan  [u lt  a»,  tfy]

rf  izotermiczny i piszemy

(2.11)  [«,,  ey,  ffy]  e 9̂   [G 1; G2, Fo]  na  R  X  ( -   00, 00).

Postulaty  a), b), c), choć czę ś ciowo  się pokrywają,  to są jednak  niesprzeczne.
Również  zał oż enia dotyczą ce  gł adkoś ci,  zawarte  w  a),  b),  mogą  być  osł abione
(szczególnie  gdy  dotyczy  to  zależ noś ci  od  czasu)  kosztem  bardziej  wypracowa-
nych  hipotez  regularnoś ci.  Jednak  takie  ulepszenia  wymagał yby  wprowadzenia
w  dalszych  twierdzeniach  dodatkowych  zał oż eń ubocznych  dotyczą cych  gł ad-
koś ci, które odwiodł yby  nas jednak  od gł ównego  celu naszej  pracy.

Należy  podkreś lić,  że  funkcje  wystę pują ce  w  poprzedniej  definicji  stanu
lepkosprę ż ystego  mogą  wykazywać niecią gł oś ci  o skoń czonym  skoku  w  punkcie
t  =   0.  Chociaż  tego  rodzaju  osobliwoś ci  są  fizykalnie  nierealne,  szczególnie
w  kontekś cie  teorii  quasi- statycznej,  to —  dzię ki  zasadzie  Duhamela —  grają
one  waż ną  rolę w teorii cał kowania podstawowych  równań pola. Jedną z  korzyś ci
wynikają cych  ze  sformuł owania  równań  stanu  (2.6)  w  postaci  splotu  Stieltjesa
jest  moż liwość  systematycznego  rozpatrzenia  wspomnianych  niecią gł oś ci
i  uniknię cia  zwykł ych,  czysto  formalnych  manipulacji  z  funkcją  delta  D iraca.

Jeż eli równanie (2.10) jest speł nione, to zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami  i  od-
kształ ceniami  przedstawić  moż na  w  sposób  konwencjonalny  za  pomocą  cał ki
Riemanna  (por.  [1],  twierdzenie  3.4)  waż nej  dla  (x, t)  z  obszaru  R  X [0, 00)

t

*y(X,  t) =  G^t) el}{X) +JGX  (t -   t') iy (X, t') dt' ,

(2.12)  t
x,  t) =  G2(t) [4*(x) -   3a 0(x)] +  fGt(t-   *') \ejx,  t')  - ZaŚ (x,«') ]*' -

Zarówno  tu jak  i  w  dalszym  cią gu  pracy /   oznacza pierwszą  pochodną  czasową
funkcji  miejsca  i  czasu / ,  natomiast

(2.13)  / ( x) = / ( x, 0 ).

Rozpatrzymy  teraz  przypadek  ciała  sprę ż ystego.  W  tym  celu  zdefiniujemy
jednostkową  funkcję  Heaviside'a  h(t)  w  sposób  nastę pują cy

h(t)  =   O  dla  —  00 <  t  <  0,
(2.14)

h(t)=  1  dla  0  <  t  <  00.

Ze  zwią zków  (2.12)  wynika  natychmiast,  że  gdy  przyjmiemy

(2.15)  G1
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gdzie  p,  i  K  są  stał ymi,  to  zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami  i odkształ ceniami
(2.6)  przyjmą  postać

(2.16)  stJ  =  2[ieij,   akk =   3K(ekk—3a<9).

Uwzglę dniając  (2.3)  widzimy,  że  równania  (2.16)  są  równoważ ne  prawu
Hooke'a  (uzupeł nionemu czł onami  termicznymi),  / LC  jest  moduł em  odkształ-
cenia  postaciowego,  a  K  moduł em  rozszerzalnoś ci  obję toś ciowej  materiału
sprę ż ystego.  Powyż sza  uwaga  wskazuje  na  to,  że  klasyczna,  quasi—statyczna
teoria  sprę ż ystoś ci  jest  przypadkiem  szczególnym  rozpatrywanej  tu  ter-
mo- lepkosprę ż ystoś ci.  Podamy  nastę pują cą  definicję  quasi- statycznego  stanu
sprę ż ystego. Jeż eli  warunek  (2.10) jest  speł niony, a funkcje  relakasacji  speł niają
zwią zki  (2.15), przy  czym  \JL  oraz  K  są stał ymi (dodatnimi), to mówimy,  ż e ukł ad
[ui   ,eij,  ai}]  należ y  do  klasy  quasi- statycznych  stanów  sprę ż ystych  na  R  x
X( —  co, co)  odpowiadają cych danym  fi,  K,  a,  Fit  0  i  piszemy

(2.17)  [Ui,£tj>   aij]   £ Ć  L">  K>   a>  F'>   0 ]   n a  - RX  ( —00, 00).
Q

Z  powyż szej  definicji  jasno  wynika,  że  quasi- statyczny  stan  sprę ż ysty,  który
nie  znika  toż samoś ciowo na  92 X (—  co, co), nie może  być  niezależ ny  od  czasu
w  cał ej  rozważ anej  czasoprzestrzeni.  Z  (2.17)  wynika  natomiast, że  ut,  EiJt  atj
muszą  speł niać warunki począ tkowe  (2.8). Ponieważ bę dziemy mieli do czynienia
również z rozwią zaniami  podstawowych  równań pola  termosprę ż ystego,  zależ ny-
mi  tylko  od  miejsca,  wygodne  bę dzie  wprowadzenie  poję cia stacjonarnego
{ustalonego) stanu  sprę ż ystego. Mówimy,  ż e  [w;,  ey,  atj]  należ y  do klasy stacjo-
narnych  stanów sprę ż ystych  na  R,  odpowiadają cych  danym  p,  K,  a,  JF£,  0  i  za-
pisujemy

(2.18)  \ [uheij!0ij]e£[ft,K,a,Fi,6]  na  R

gdy:
a)  ft  i K  są  stał ymi  (niekoniecznie  rzeczywistymi),

b)  uu  Etj,  aij, Fit  © są funkcjami  miejsca cią gł ymi na R, przy  czym  0  jest jedno-
krotnie,  a  ^  —  trzykrotnie  róż niczkowalne  w sposób  cią gł y  na  R,

c)  równania  (2.1),  (2.2),  (2.3),  (2.16)  są  speł nione w  92.
Powód,  dla którego w  obecnej  chwili  nie ż ą damy, aby  stałe p  i K  były  rzeczy-

wiste,  wyjaś ni  się  w  koń cu p.  4. Na razie zauważ my,  że dla każ dego  ustalonego
t  w  przedziale  (—  oo, oo)  z  równania  (2.17)  wynika5

(2.19)  [«,(• ,  t),  8y  (• , t),  ffy(-   ,t)]eć  [a, K,  a, Ft(- ,  t),  0  (• , t)]  na  R  .

Tak  więc  każ dy  quasi- statyczny  stan  sprę ż ysty  na  i?X(—  oo, co)  uważ ać
moż na  za  jednoparametrową  rodzinę  (z  czasem  speł niają cym  rolę  parametru)
stacjonarnych  stanów  sprę ż ystych  na  R,  odpowiadają cą  tym  samym  stał ym
sprę ż ystym  oraz  odpowiedniej  rodzinie sił  masowych  i  rozkł adów  temperatury.

5  Jeż eli/ jest  funkcją  miejsca  i czasu zdefiniowaną  na i i  X (— oo,  oo),  to przez/(  •   , t)  oznacza-
my  funkcję  miejsca  zdefiniowaną  na R,  otrzymaną  jako  wynik  odwzorowania /   przy  ustalonym
czasie  z  przedziału  (—  oo,  oo).
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Spostrzeż enie  to  odzwierciedla  fakt,  że  w  quasi- statycznej  teorii  sprę ż ystoś ci
czas  speł nia  tylko  rolę  parametru,  natomiast  quasi- statyczna  teoria  lepko-
sprę ż ystoś ci  zależ y  od czasu w  sposób  istotny.

Dotychczas  sformuł owaliś my  zagadnienia  brzegowe  w  teorii  termo- lepko-
sprę ż ystoś ci  w  oparciu  o  prawo  relaksacji  (2.6).  Zakł adają c,  że  Gp((i =  1, 2),
£ y  i  oy  speł niają  warunki  a)  i  b)  podane  w  definicji  stanu  lepkosprę ż ystego,
moż emy  odwrócić  zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami  i  odkształ ceniami  (2.6).
Prowadzi  to  (por.  [1],  twierdzenie  3.3)  do  równoważ nego  cał kowego  prawa
peł zania:

(2.20)  eu  =   stJ  * dJx,  ekk =   ca  *dJt +  3a6,

gdzie Jx  i </2 oznaczają  odpowiednio funkcje  peł zania przy  ś cinaniu i przy  ś ciska-
niu  izotropowym.  Ponadto  dwie  pary  funkcji  Gp  i  Jp (/? =  1, 2)  poł ą czone  są
zwią zkiem

(2.21)  Gfi  *dJp =  h  na  ( - 00, 00);

stosując  zaś  oznaczenia  przyję te  w  [1]  (twierdzenie  1.3)  dla  «odwrotnoś ci
Stieltjesa»  funkcji  czasu  otrzymujemy

(2.22)  Jp =  Gjx  na  (—00,00).

Z  równania  (2.21)  wynika  dalej,  że

t

(2.23)  GpJp(t)+jG,,(t—t')Jp(t')dt' =  l  dla  0< *< o o.
o

Z  równania  (2.12)  i  odpowiadają cego  mu  wzoru  dotyczą cego  peł zania  otrzy-
muje  się  natychmiast  znane  fizykalne  znaczenie  funkcji  relaksacji  i  peł zania.
Tak  więc

(2.24)  ei}  — h  na  R  X (— 00, 00)  oznacza,  że  stj  =  Gx  na  R  X (—  co, 00),

(2.25)  stJ  =  h  na  R X (— 00, 00)  oznacza,  że  ey  = / x  na  R  X (—  oo, 00).

Analogiczna  interpretacja  odnosi  się  do  G2  i J^-
Jeż eli  /   jest  funkcją  miejsca  i  czasu,  posiadają cą  transformację  Laplace'a

wzglę dem  czasu,  to  fakt  ten  zapisujemy  nastę pują co:

00

(2.26)  7(x, V) =  £  {/ (x, 0; r,} = / / (x, *) exp ( -  r, t) dt,
o

gdzie  r]  oznacza  parametr  transformacji.  Przyjmują c,  że  Gp  i  Jfi(fi  =  1, 2)  są
rzę du  wykł adniczego  dla  t  - * 00, moż emy z (2.23)  oraz  z  twierdzenia  o  splocie
transformacji  Laplace'a  wycią gnąć  nastę pują cy  wniosek:

(2.27)  GMMV)^,  P=°l,2.

Wreszcie  zajmiemy  się  zwią zkami  pomię dzy  naprę ż eniami i odkształ ceniami
w  postaci  równań  róż niczkowych,  noszą cych  tradycyjnie  nazwę  operatorowych
praw  róż niczkowych  liniowej  lepkósprę ż ystoś ci.  W  tym  celu  wprowadzimy
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najpierw  nastę pują ce  oznaczenia.  Jeż eli  /   jest  (odpowiednio  gładką)  funkcją
miejsca  i czasu  zdefiniowaną   na R  X(—  oo, co), to jej ra- tą pochodną   czą stkową
wzglę dem  czasu  oznaczymy  przez

(2.28)  y*a>D - /,  B - 0 , 1 , 2 , . . .,

gdzie  D  jest  operatorem  róż niczkowania  wzglę dem  czasu.  Dalej  oznaczymy
przez  / ( n )  funkcję   miejsca  zdefiniowaną   nastę pują co:

(2.29)  / w ( x ) = / W ( x , 0 + )  dla  x  w  R.

Operatorowe  prawo  róż niczkowe  przyjmie  wię c  postać:

(2.30)  Pl(D)slJ  =  Q1(D)etf,  P2(D)akk  =  Qt(D)[ekk- 3a  0],

przy  czym  Pp(D),  Qp(D) (/? =  1, 2)  są   liniowymi  operatorami  róż niczkowymi

Np

(2.31)
N„

7Z- 0

Tutaj  N/ )(fi =   1, 2)  są   liczbami  naturalnymi,  a  współczynniki  ^ : „ ,  qf.n  są
stał ymi  parametrami  dla  danego  (niezależ nego  od  temperatury)  materiału.
Moż emy  oczywiś cie  założ yć,  że  albo  pp.„ ^  0,  albo  qp.„  ^  0,  gdy  n =  Np
(/3 =  1, 2),  tak  że  dla  ustalonego  /? co  najmniej  jeden  z  operatorów  w  (2.31)
jest  stopnia  Np.  Równania  róż niczkowe  (2.30)  posiadają   rozwią zania
w  92 X (0, oo)  oraz  muszą   spełniać nastę pują ce  warunki  począ tkowe  na  R:

f"  PiJirr)  =   J"  <7i.J("- r),  r =  1, 2,...,  iV, ,

(2.32)
w,  iv,

* ] ,  r =  l, 2, . . . , iV2.

Z  elementarnego  uogólnienia  twierdzenia  4.1  w  [1] jest  oczywiste,  że równa-
nia  (2.30)  i  (2.32)  wynikają   z  warunku  (2.8)  oraz  z  całkowego  prawa  relaksacji
(2.6)  lub  całkowego prawa  pełzania  (2.20), o ile  tylko  ey ,  cfy  i 0  są   dostatecznie
gładkie  i  podobnie  jak  funkcje  relaksacji  i  pełzania  wykazują   zdegenerowane
charakterystyki  skoń czonego widma  czasów relaksacji  i opóź nienia. W  pierwszym
przypadku  p„.p ^ 0  dla  n =  Np(fi =  1, 2),  natomiast  w  drugim  przypadku
q„.p ̂ 0  dla  n =   Nfifi   =   1, 2).

Dla  przypadku  izotermicznego  fizykalne  znaczenie  warunków  brzegowych
(2.32)  zostało  ustalone  w  pracy  [1]  (twierdzenie  4.16).

8  Por.  również  BOLEY  i  WERN ER  [3],  p.  15.6.
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Przypuś ć my wię c, że © znika toż samoś ciowo, a x  jest ustalone. Wtedy  warunki
{2.32)  są  konieczne i dostateczne na  to, aby  każ da  para  funkcji  sy(x,  • ), cry(x,- )
która  znika na (—  oo, 0), spełnia (2.30) na (0, oo) i wykazuje  niecią głoś ci o skoń-
czonym skoku  w  chwili  t  =  0, była granicą   pary cią gów,  które znikają   na  (—  oo,
0),  spełniają   te  same  zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami  i  odkształ ceniami  (2.30)
i  posiadają   pochodne  czasowe  [cią głe na  (—  oo,oo)]  tych  samych  rzę dów  co
równania  (2.30).

Jeż eli prawo całkowe (2.6) daje  się  sprowadzić do róż niczkowego  prawa  opera-
torowego  (2.30),  to  wtedy  transformacje  Laplace'a  funkcji  relaksacji  istnieją,
są   wymierne  i  wyraż ają   się   ([1], twierdzenie  4.8)  wzorem

< 2 - 3 3 )  °M  = 'T  ' - 1 2

Przekształcając  w  podobny  sposób  całkowe prawo  pełzania (2.20)  otrzymujemy

(2.34)  J ^ )

;
Dodatkowe  wyniki  dotyczą ce  przejś cia  od  operatorowych  praw  całkowych

do  praw  róż niczkowych  i  odwrotnie znaleźć moż na w  pracy  [1]  (p. 4).

Ponieważ  materiały  posiadają ce  skoń czone  widma  relaksacji  lub  opóź nienia

przedstawiać moż na w  znany sposób za pomocą  modeli  złoż onych z siatki o skoń-

czonej  liczbie  sprę ż yn  i  tł umików, to  w  wię kszoś ci  prac  z  zakresu  lepkosprę-

ż ystoś ci  stosuje  się   zwią zki  mię dzy  naprę ż eniami  i  odkształ ceniami w  postaci

róż niczkowej,  a  nie  całkowej.  Należ y  jednak  pamię tać,  ż e* takie  podejś cie  nie

jest  ani  uzasadnione  wzglę dami  ogólnoś ci,  ani  usprawiedliwione  z  punktu

widzenia  praktyki, ponieważ  ś cisły opis zachowania się   rzeczywistych  ciał   lepko-

sprę ż ystych  dla  duż ych  zakresów  czasu  (lub  czę stoś ci)  wymaga  zastosowania

operatorów  róż niczkowych  stosunkowo  wysokiego  rzę du.

3.  Mechaniczne  własnoś ci  materiału  niezależ ne  od  temperatury.  Zwią zki  ogólne

Obecnie zajmiemy  się  ogólnymi wynikami  dotyczą cymi podstawowych  równań
teorii  pola  i  zagadnień  brzegowych  rozpatrzonych  w  poprzednim  punkcie.
W  zwią zku  z tym nasze rozważ ania  ograniczymy  do materiałów, którymi  rzą dzi
całkowe  prawo  relaksacji  (2.6);  analogiczne  wnioski  moż na jednak  zastosować
do  całkowego prawa pełzania (2.20) oraz do operatorowego prawa  róż niczkowego
(2.30).

W  celu  ułatwienia naszego  zadania  sformułujemy  najpierw  zwią zek  mię dzy
omawianą   teorią   termo- lepkosprę ż ystoś ci  i  odpowiednią   teorią   izotermiczną.
Zwią zek  ten  wyraża  analogia sil  masowych. Przypuś ć my,  ż e

(3.1)  [ttj, Bij, au]  6 q;  [Glt  G2,  a,  F„   0]  na R  x( —  oo, oo)

oraz  ż e

u,=- ub

t  na  Ą x ( —O D,  oo),
{  '  .  5, =  5?  na  fi2x(- oo,  oo).
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Nastę pnie  niech  Ut,  EU,  5i}, Ft  bę dą  zdefiniowane  na Rx  (—oo,  co) w  nastę -
pują cy sposób:

(3.3)  5tJ = ffy + afl,,©  • <*<?»,

/ , =   Fi- aG,l*dGi;

wtedy

(3.4)  [wl7,  etJ.  ff tf] e ^ [Gx, G2,  $,]  na  R x ( -   co, co),

(3.5)  «, =  u\ na  5x x( —  co, co),

*^ G 2  na  £ 2 x ( —  oo, oo) .

Â a  odwrót, jeż eli  0 posiada te  same wł asnoś ci jak  w definicji stanu  lepkosprę -
ż ystego,  to wtedy  równania (3.3),  (3.4),  (3.5)  pocią gają za sobą (3.1)  i  (3.2).

Prawdziwość  powyż szego  twierdzenia  moż na  ł atwo  stwierdzić  wychodząc
z  definicji  dotyczą cych  stanu  lepkosprę ż ystego  oraz  izotermicznego  lepko-
sprę ż ystego  i wykorzystując  znany  wynik  ([1]  twierdzenie  1.6)  odnoszą cy się
do przestrzennego  róż niczkowania  splotów  Stieltjesa.  Jako szczególny  przypadek
otrzymamy  dobrze  znaną  w termosprę ż ystoś ci7  analogię  sił  masowych, gdy
funkcje  relaksacji  speł niać  bę dą  (2.15).

Chociaż  rozpatrywana  uogólniona analogia  sprowadzają ca  mieszane zagadnie-
nia  brzegowe  termo- lepkosprę ż ystoś ci  do zwykł ego  mieszanego  zagadnienia
teorii  izotermicznej  nie  posiada  praktycznej  wartoś ci  uż ytkowej  w przypadku,
gdy  poszukujemy  konkretnych  rozwią zań  zagadnień  szczegół owych,  to  jednak
ma  ona  poważ ne  znaczenie  teoretyczne.  Analogia  ta  pozwala  bowiem  uogólnić
twierdzenia  znane z teorii izotermicznej na warunki  nieizotermiczne.  Wykaż emy
obecnie  pewne  waż niejsze  wnioski  osią gnię te  w ten  wł aś nie  sposób.

Z  twierdzenia  Volterry  [4] 8  dotyczą cego  jednoznacznoś ci  rozwią zania  mie-
szanego  zagadnienia  izotermicznego  w  zwią zku  z  powyż szą  analogią  sił   ma-
sowych  otrzymujemy  natychmiast  twierdzenie  o jednoznacznoś ci.

Przypuś ć my, ż e

[uu  Su^ijje^lG  ̂ G2ta,F,,e]  na Rx(—  co, co),
(3.6)

[u t,  £U,  ff^e^fGi,  G2,  a, Fh 0]  na  i?x(—  co, co)

oraz  niech

(3.7)  Mi = «£ n a.B1x(—co,  co),  St =  S'( na B2X(~ co, oo),

7  Por.  np.  [3],  p.  3.3.
8  Por.  [1]  p. 8; znaleźć  tam  moż na  nieco  ogólniejszą  wersję  i bardziej  szczegół owy  dowód

wyniku  Volterry  w szczególnym  przypadku  ciała  izotropowego.
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wtedy

(3.8)  [u,, eu,  ffy]   =   [u\ , s'ij, cry] - f  [«)j, 0,  0]  na  R X (—  oo, oo),

^>rsy  csym  wt  =  0  wa  i? X  (—  oo, 0)  ora.s  a);  przedstawia  {infinitezymalny)
sztywny  ruch  cał ego dala  na  R  [0, oo].

Zgodnie z warunkiem  a) w  definicji  stanu  lepkosprę ż ystego  funkcje  relaksacji
wystę pują ce  w  (3.6)  powinny  speł niać  nierównoś ci

(3.9)  &„>0 ,  0 - 1 , 2.

Oznacza  to, że muszą  one posiadać  dodatnie wartoś ci  począ tkowe.  Interesują ce
jest  to, że  (oprócz  zał oż enia o gł adkoś ci)  dla  zagwarantowania  jednoznacznoś ci
nie  potrzeba  nakł adać  ż adnych  ograniczeń  na  przyszłe  zachowanie  się  Gp.

Nastę pują ce  twierdzenie,  które  jest  elementarnym  wnioskiem  z  twierdzenia
6.1  w  [ l ] i  z  analogii  o  sił ach  masowych,  podaje  charakterystykę  począ tkowe-
go  stanu  pola  odpowiadają cego  stanowi  lepkosprę ż ystemu.

Warunki począ tkowe. Niech  [u it  £y,  cy]  speł nia  (2.10).  Wtedy

(3.10)  [w,, Ejj, 0)}]eć  [>, K,  a,  Ft,  0]  na  R;

gdzie
1  o  1  o

fJ-   —  ly-  Gx,  K  —  —G2.

W kontekś cie  teorii termo- lepkosprę ż ystoś ci  wynik powyż szy posiada  okreś lo-
ną  interpretację  fizyczną,  jest  bowiem  równoważ ny  znanemu  twierdzeniu,  że
w  chwili począ tkowej  ciało lepkosprę ż yste  zachowuje  się  tak jak  ciało  sprę ż yste.
Oprócz tego powyż sze twierdzenie pozwala  bezpoś rednio wyznaczyć  począ tkowe
przemieszczenia,  naprę ż enia  i  odkształ cenia  należ ą ce  do  rozwią zania  miesza-
nego  zagadnienia  teorii  termo- lepkosprę ż ystoś ci,  z  rozwią zania  stacjonarnego
zagadnienia  termosprę ż ystoś ci;  z  kolei  tym  zagadnieniem  rzą dzą  począ tkowe
siły  masowe,  temperatura  i  dane  powierzchniowe  problemu  pierwotnego  oraz
stałe sprę ż ystoś ci  (3.11). Podobnie twierdzenie  6.2  w  [1]  daje  nam analogiczną
charakterystykę  począ tkowych  (prawostronnych) pochodnych czasowych wszyst-
kich rzę dów należ ą cych do poszukiwanego  stanu lepkosprę ż ystego.  Te począ tko-
we  pochodne  czasowe  ul"\   e ,̂  ó\ f(n  =  1, 2, ...)  moż na  znaleź ć  bezpoś rednio
z  odpowiednich  danych  począ tkowych  rozwią zując  kolejno  ciąg  stacjonarnych
zagadnień  termosprę ż ystych,  z  których  każ de jest  również  zwią zane  ze  stał ymi
sprę ż ystymi  okreś lonymi  w  (3.11).  Ponieważ  zgodnie  z  twierdzeniem  o  jedno-
znacznoś ci  w  klasycznej  teorii  termosprę ż ystoś ci  bez  sprzę ż enia  nierównoś ci
fj. >  0,  K  >  0  wystarczają  dla  zagwarantowania  jednoznacznoś ci  odpowiednio
regularnego  rozwią zania  zagadnienia  mieszanego,  to  kryterium  Volterry  o  jed-
noznacznoś ci  (3.9)  nie  stanowi  już  niespodzianki.

Dodatkowy wniosek  dotyczą cy  zależ noś ci  stanów  lepkosprę ż ystych  od  czasu
i pozwalają cy  wnosić  o gł adkoś ci stanu wzglę dem  czasu na podstawie  odpowied-
niej  gł adkoś ci  funkcji  pola  i  danych  powierzchniowych  moż na  wyprowadzić
z  twierdzenia  6.4  w  [1].
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Przejdziemy  obecnie  do  twierdzenia  wyraż ają cego zależ noś ć  stanów  lepko-
sprę ż ystych  od  miejsca.

Niech  układ  [u it  e ,̂  a^]  spełnia równanie  (2.10); przyjmijmy  ponadto,  ż e

( 3 . 1 2 )9  V - F  =  0,  V / \ F  =  0,  V2  =  0  na  92  X  (—  co,  c o ).

Wtedy  w  całym 92 X (—  co, co) spełnione  są   równania

(3.13)  V2(V- u)  = 0,  V 2 ( VAU )  =  0,

A  wię c  tak jak  w  termosprę ż ystoś ci wzór  (3.12) oznacza, że dylatacja  i rotacja
przemieszczenia są   harmonicznymi, a odkształcenia biharmonicznymi  funkcjami
miejsca.  Wszystkie  powyż sze  funkcje  posiadają   cią głe  pochodne przestrzenne
dowolnych  rzę dów.  Twierdzenie  powyż sze  jest  nastę pstwem  twierdzenia  6.6

w  [1].
Na  mocy  analogii  sił   masowych,  przekształcenia  Greena  oraz  twierdzeń

1.-2  i 1.6  w  [1] odpowiednik twierdzenia Bettiego o wzajemnoś ci  w  izotermicznej
teorii  lepkosprę ż ystoś ci  (por.  [1],  twierdzenie  7.4)  prowadzi  do  nastę pują cego
twierdzenia  o  wzajemnoś ci.

Przypuś ć my,  że  •

[Ui,  eu,  <ry] s °)J [Glt  Gt,  a, F„   0]  na  Rx  ( -   co, co),
(3.15)

[u\ , e\ ], <ry] ety^,  G2, a, F\ , 0']  na  R X ( -   co, co) ,

wtedy  na  (—  co, co) mamy:

(3.16)  fSt*dutdA+  jFi*duidV+af0*dBH*dGidV  =
3  R  R

S'i * du, dA - f-t \F'i * du,dV- \ - a I  0'  * deu  * dG2 dV  =
B  -8

=  Jo-y * dsijdV+  aJ0*  de'lt * dG2dV  =
R  R

=  j  ay deijdV+aJ0*dsil*   dGz dV.
R  R

Należy podkreś lić, że zwią zki  wzajemnoś ci  otrzymane z powyż szego  twierdze-
nia  przez  przyję cie  G/?(/9 =  1,2)  zgodnie  z  (2.15)  oraz  założ enie  0  =   0  na
R X (—  oo, co)  bę dą   się   róż nić  od  quasi- statycznej  wersji  zwią zków  wzajem-
noś ci  Bettiego  w  przypadku  sprę ż ystoś ci  izotermicznej. Róż nica  ta  znika,  gdy
sił y  masowe  i  historia  pól  temperatury  oraz  dane powierzchniowe  obu  stanów
w  (3.15) są   rozdzielnymi  funkcjami  miejsca  i  czasu  o  wspólnej  zależ noś ci  od
czasu.  W  tym  szczególnym  przypadku  moż na wykazaćł 0,  że  sploty  wchodzą ce
do  (3.16)  (np.  Si*du'i)  redukują   się   do  zwykłych  iloczynów  (tzn.  ISJMJ),

'  Tutaj  i w  dalszym  cią gu  p oznacza  zwykły,  przestrzenny  operator  gradientu, natomiast V>-
V1,  V2  są   odpowiednio  diwergencją,  rotacją   i  operatorem Laplace'a.

10  Por.  twierdzenie  7.S  w  [1].
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a  w wyniku  otrzymujemy  zwią zki  wzajemnoś ci  identyczne ze  zwią zkami  otrzy-
mywanymi z uogólnienia twierdzenia Bettiego  na  quasi- statyczną   teorię   termo-
sprę ż ystoś ci.

Powyż sze  twierdzenie  o  wzajemnoś ci  może  posłuż yć  do  wyprowadzenia
wzorów  na  odkształcenia  ś rednie  (niezależ ne  od  temperatury)  wywołane
w  ciele  lepkosprę ż ystym  danymi  siłami  obję toś ciowymi,  historią   pola  tempera-
tury  oraz siłami  powierzchniowymi11.  Ograniczymy  się  tu  jedynie  do  podania
wzoru  na całkowitą  zmianę  obję toś ci.  Wzór  ten moż na wyprowadzić  bezpoś red-
nio  z  twierdzenia  7.6 w  [1] za pomocą   analogii  sił  masowych  i  twierdzenia
Greena.

Zmiana  obję toś ci.  Ze wzoru  (2.10),  dla  t z przedziału  (—  co, oo)  wynika, ż e

(3.17)  VV(t)  =  [A*dĄ ](t) + 3aJ9(x,t)dV,
R

przy  czym  Jz jest  funkcją  pełzania  odpowiadają cą  modułowi relaksacji G2, a po-

nadto

(3.18)  ŁV(t)=fen(x,t)dV,
x

(3.19)  A(t)=jxjSt(x,  AdA  + JxiFtix^dV.
B  R

Trzeba  zauważ yć, że  wzór  (3.17)  moż na  również  wyprowadzić12  wył ą cznie
z  (3.18), (2,2) i z drugiego  ze wzorów  (2.6) bez potrzeby uciekania się   do  (2.21)
i twierdzeń 1.2  oraz 1.6 w pracy  [1]. A zatem wzór (3.17) jest waż ny  dla dowolnego
ciała  bę dą cego w  stanie  odkształceń  infinitezymalnych,  którego  lepkosprę ż ysta
liniowa dylatacja jest  niezależ na  od temperatury i  to bez wzglę du na charakter
odkształceń postaciowych. Jeż eli  w  szczególnoś ci  St =  Q na B{—  oo, oo)  oraz
F, =  Q na R (—  oo, oo),  to  (3.17)  pocią gnie  za sobą   równość

(3.20)  AV(t)  =  3af©(x,  t)dV  dla  t  w  (—00,00).
R

Ten  sam  wniosek  otrzymał  W.  NOWACKI  ([7],  Rozdział   XI )  opierając się
na  mniej bezpoś rednim dowodzie.  A wię c w przypadku  braku  sił  powierzchnio-
wych  i  obję toś ciowych  całkowita  zmiana  obję toś ci  jest  taka  sama  jak  przy
swobodnym  rozszerzeniu  się  termicznym.  Widać  stą d,  że ten dobrze  znany
wynik  klasycznej  termosprę ż ystoś ci13  pozostaje  waż ny  bez  zmiany  przy
obecnych  ogólniejszych  założ eniach.

Nastę pne  twierdzenie  dotyczą ce  również  braku  sił  powierzchniowych  i  obję -
toś ciowych  otrzymujemy  przez  odpowiednie  przystosowanie  wyniku  podanego
w  [6]  do  klasy  materiałów  lepkosprę ż ystych  zależ nych  od  temperatury.

11  Wyprowadzenie  analogicznych wyników w izotermicznej  teorii  ciał   lepkosprę ż ystych  anizo-
tropowych  Czytelnik  znajdzie  w [5].

12  Por.  [6]. Znaleźć tam moż na takie wyprowadzenie  w przypadku  szczególnym,  gdy  materiał
wykazuje  czysto  sprę ż ystą   dylatację.

13  Por. np.  [3], p. 9.15. Wynik  ten otrzymał Hieke  [8], który oparł  swój dowód na uogólnionym
twierdzeniu  Bettiego  o wzajemnoś ci  w  teorii  termosprę ż ystoś ci.
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Historia  beznaprę ż eniowych  pól  temperatury. Przyjmijmy,  ż e  równanie (2.10)
jest  spełnione oraz przypuś ć my,  ż e St — 0 na Bx  [0, oo), Ft  =  0 na Rx  [O,  oo).

Równoś ć aij = 0 na _Rx(—  oo, oo) zachodzi  wtedy i  tylko  wtedy, gdy

(3.21)  <9(x, t) =   ao(t)+a0)Xi  dla  (x,  t) w  R[0, oo),
gdzie  a0, at  są  funkcjami  cią głymi na  [0,  oo).

Wskazówka  dotyczą ca  dowodu  koniecznoś ci  warunku  (3.21)  w  przypadku,
gdy  ciało ma być swobodne  od naprę ż eń, ukazała się  wcześ niej  od [6] w pracy
HILTON A  [9].  Analogiczne  twierdzenia  dla  przypadku  dwuwymiarowego,
gdy  rozkład  temperatury  nie wywołuje  naprę ż eń  termicznych  (dla płaskiego
stanu  odkształ cenia i uogólnionego  płaskiego stanu  naprę ż enia), moż na również
znaleźć  w  pracy  [6].

Odpowiednie  rezultaty  trójwymiarowej  i  dwuwymiarowej  teorii  termo-
sprę ż ystoś ci,  wynikają ce  z  rozpatrywanych  obecnie  twierdzeń,  znaleźć  moż na
w  [3], pp. 3.9  i 4.9.

Na  zakoń czenie  tego  rozdziału wymienimy  jeszcze  kilka  dodatkowych  wnios-
ków  wynikają cych  z analogii  sił  masowych.  Moż na np. rozszerzyć  zasadę   Duha-
mela  znaną   z  teorii  izotermicznej  (por.  [1], p. 5) na naprę ż enia i odkształcenia
termiczne. Podobnie otrzymać moż na analogiczne uogólnienie zasad  wariacyjnych
izotermicznej  teorii  lepkosprę ż ystoś ci14.  Wreszcie  całkowe  przedstawienie  za
pomocą   funkcji  Greena  rozwią zań  izotermicznych  zagadnień  brzegowych
podane w  [11] moż na w ramach omawianej teorii łatwo uogólnić przez  uwzglę d-
nienie  efektów  termicznych.

Kilk a  dalszych  wniosków  z  analogii  sił  masowych  spotykamy  w  p. nastę p-
nym,  w  którym  zajmiemy  się  wynikami  mają cymi  bezpoś redni  zwią zek  z  roz-
wią zaniami  zagadnień  brzegowych  tego  typu  co sformułowane  w  p. 2.

4.  Materiały o własnoś ciach niezależ nych  od temperatury.
Metody  cał kowania, dostę pne  rozwią zania

W  celu  odmiennego  sformułowania  zagadnień  brzegowych  danych  w  p. 2
podamy  obecnie  przemieszczeniowe  równania  równowagi  i  równania  zgodnoś ci
odkształ ceń  w  naprę ż eniach.  Równania  te  moż na  otrzymać  z  podstawowego
ukł adu  równań pola  przez  eliminację   naprę ż eń i odkształceń lub przemieszczeń
i  odkształ ceń. Poszukiwane uogólnienia równań równowagi  Cauchy'ego i równań
Beltramiego- Michella  otrzymuje  się   natychmiast  za  pomocą   analogii  sił   ma-
sowych  z  ich  odpowiedników  w  przypadku  izotermicznym  (twierdzenia  5.5
i  5.7  w [1]).

Przemieszczeniowe  równania równowagi.  Z  równania  (2.10)  wynika  na R X
X( —  oo,  co)

(4.1)  uUj*   dGl+ju JtJi*d(G1+2G2)+2Fl  =   2a0ti*dG2

11  Uogólnienie  klasycznych  zasad  wariacyjnych  teorii  sprę ż ystoś ci  na przypadek  teorii  lepko-
sprę ż ystoś ci  moż na  znaleźć  w  pracy  [10].
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lub

(4.2)  V2u*iG 14- yVV- u*i(G1+ 2G2)+ 2F==   2aV0*dG2.

Równania  zgodnoś ci odkształceń w  naprę ż eniach.  Z  równania  (2.10)  wynika
na  92 X( —  oo,  oo)

(4.3)  yz^j*dJx+~akk

gdzie  Jp  jest  funkcją  pełzania  odpowiadają cą Gp  (fi =   1, 2),

(4.4)  &„  =  6i]Fkik*dQ- {FiJ+FJti)*dJl- adijWe*dGi*d{QĄ - Jx)- aQ,il
oraz

(4.5)15  Q =  Jx*  d(Ą —Ą )  *  d(JxĄ - 2J.̂

Zagadnienie  mieszane  sformułowane  wył ą cznie w  przemieszczeniach  polega
na  znalezieniu  rozwią zania  równania (4.1) na 92 X(—  00, 00) takiego, że ut = 0
na  Rx(—  00, 0) i  spełniają cego  warunki  brzegowe

ui  — u\ na BXX{—  00,  00),

(4.6)  |J - (W ( > i+ M j j i ) * d ^ + y V M  * Ą G,- Gx)- a5il0  * d

na  # 2 X (  —  00, 00),

wynikają ce  z  (2.9) przy  uwzglę dnieniu  (2.1),  (2.3) i  (2.6).  Z  drugiej  strony,
jeż eli  obszar  R  jest  jednospójny  i  B2 =  B  (siły  powierzchniowe  dane  są  na
całym  brzegu),  to nie znane  naprę ż enia  są   w  zupełnoś ci  okreś lone  wzorami
(2.2),  (4.3) i  drugim  z warunków  brzegowych  (2.9).

Naszym  nastę pnym  zadaniem  jest  pokazanie  rozwią zania  szczególnego  rów-
nania  (4.2), odpowiadają cego  brakowi sił  masowych  i  danej  historii pola tempe-
ratury,  drogą   uogólnienia  znanego  potencjału  termosprę ż ystego,  który—jak
się   zdaje — został   po  raz  pierwszy  wprowadzony  przez  BORCHARDTA [12].

Potencjał  termo- lepkosprą ż ysty. Niech  Gf{{$  = 1 , 2)  i  ©  spełniają  warunki
a)  i b) definicji  stanu  lepkospreż ystego.  Przypuś ć my,  ż e 6 jest  dostatecznie gładką
funkcją   o  wartoś ciach rzeczywistych,  zdefiniowaną  na  92 X(—  00, 00) znikają cą
na  92X (00, 0)  i  spełniają cą w  92X (— 00, 00)  równanie

(4.7)  V20 =   3a0*dG2d(2Gx+G2)-
1.

Wtedy  w całym obszarze funkcja  u zdefiniowana  wzorem

(4.8)  u *= V0

spełnia (4.2), jeś li  tylko  F = 0  ««92x(—  00,  00).

Aby  udowodnić  to  twierdzenie,  należy  po prostu  podstawić  (4.8) do (4.2),
zastosować  (4.7),  przekształcenia algebraiczne  i  rachunek  splotów  Stielt jesa16.

15  Tu i w dalszym  cią gu  bę dziemy  stosować  oznaczenia  na odwrotność  całki  Stieltjesa  wpro-
wadzone w  [1],  twierdzenie  1.3. Por.  (2.21)  i (2.22).

19  Rozwią zania  szczególne  (4.2)  moż na  znaleźć  w ksią ż kach  H. Parkusa  [13],  Rozdział  VI ,
i  W.  Nowackiego  [7],  Rozdział  XI .

6 Mechanika Teoretyczna 1 Stosowana
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Odpowiednio  regularne  rozwią zanie  równania  Poissona  (4.7)  moż na otrzymać
z  kolei  za  pomocą   potencjału Newtona. Jest  to  widoczne  z  lematu  9.1  w  [1].
I   rzeczywiś cie,  jeż eli  Q oznacza  prawą   stronę   równania  (4.7),  to  rozwią zanie
takie  dane  jest  przez

(4- 9)  ^ "

dla  wszystkich  (x,  i)  w  i ? X ( -   oo, oo).
Ostatnie  twierdzenie  dostarcza  oczywiś cie  jeszcze  innych  ś rodków  do  spro-

wadzenia  zagadnienia  brzegowego  z  p.  2  do  zagadnienia  mieszanego  teorii
izotermicznej.  Twierdzenie  to w poł ą czeniu z  twierdzeniem 9.2 w  [1] prowadzi
do  nastę pują cego  uogólnienia  funkcji  Papkowicza- Neubera znanej  z  klasycznej
teorii  sprę ż ystoś ci  na  przypadek  teorii  termo- lepkosprę ż ystoś ci.

Uogólnione  rozwią zanie  Papkowicza—Neubera.  Niech  Gp  ((3 — 1,2),  0, d
spełniają  założ enia  poprzedniego  twierdzenia  oraz  niech  F  spełnia warunek
b) w  definicji stanu  lepkosprę ż ystego.  Przypuś ć my, ż e <p  i  ip są  (dostatecznie gład-
kimi) funkcjami  zdefiniowanymi  na 92 X(—  oo, oo), znikają cymi na 92 X(—  oo, 0)
i  spełniają cymi równanie

(4.10)  vV= - yX- H,  ^  ̂ =

gdzie
(4.11)  H == F * JG r1*i(2G 1+ G 2) - 1

w  obszarze  w  92 X(—  oo, oo).  Wtedy funkcja  u  zdefiniowana przez

(4.12)  u =  Vd+V(<p+x- <\>)*d(Gt+2G2)- 4<\>*d(2Gl+G2)

spełnia  równanie (4.2)  w  obszarze  92X(—  oo,  oo).
Z  uwagi  na  twierdzenie  9.4  w  [1]  powyż sze  rozwią zanie  przemieszczenio-

wych  równań równowagi jest zupełne w tym samym sensie,  że  każ de  odpowied-
nio  regularne  rozwią zanie  (4.2)  moż na  przedstawić  w  postaci  (4.7),  (4.10),
(4.12).  Tak  wię c  wprowadzenie  potencjałów przemieszczenia (funkcji  naprę ż eń)
6, <p oraz 4* sprowadza mieszane zagadnienie brzegowe do wyznaczenia  odpowied-
nich  rozwią zań  równania Poissona.  Z drugiej  strony, ponieważ  sploty  Stieltjesa
w równaniu  (4.12) zawierają   funkcje  cp  i d> oraz ze wzglę du  na  budowę   drugiego
z  równań  (4.6),  zastosowanie  warunków  brzegowych  do  funkcji  naprę ż eń
prowadzi  zwykle  do  układu  równoczesnych  równań całkowych.

Przejdziemy  obecnie do dobrze znanej zasady  odpowiednioś ci ł ą czą cej liniowe
teorie lepkosprę ż ystoś ci  i sprę ż ystoś ci.  Zasadę  tę , posiadają cą   kapitalne znaczenie
dla rozwią zań omawianej klasy zagadnień brzegowych, wyrazić moż na w nastę pu-
ją cej  zwię złej  postaci  za  pomocą   definicji  stanu  podanych w  p. 2.

Zasada  odpowiednioś ci.  Przypuś ć my,  ż e

(4.13)  [«j,  EiJ,  a- iAtfWlGi,  G2) a, F{,  6]  na  9 2 X(-   oo, oo)

oraz

(4.14)  M;  =  ub

t  na  Axf —  oo, oo),  St  —  Sf  na  B2X(—  oo,  oo).
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Przyjmijmy,  ż e  funkcje  Gp(t)  (8=1,2),  Mf(x, ź ),  £,7(x, t),  Ffa,  t)  oraz
6  (x, t)  dla  wszystkich  x  w  R  są  rzą du  wykł adniczego  0(exp  (so  t)),  gdy
t  -+  oo, przy  czym  s0  jest  stał ą  (rzeczywistą ).  Wtedy  dla  każ dego rj  takiego,  ż e
Re (rj)  >  s0,  mamy

(4.15)"  \ui(- ,71),eij(- >V),au(- ,rl)]eC[M(r]),K(,]),a,Fi(.,ri),0(- ,7l)  na  R,
gdzie

(4.16)  fi(v)  =  1  ri(Gl(rj),   K(rj)   »  ^

j  ponadto

M- >v)  = «?(•» ^)  na  A,
St(',t])=>St(;ri)   na  52.

Z powyż szego  twierdzenia  oczywiś cie  wynika,  że jeż eli  na rozwią zaniu  termo-
lepkosprę ż ystego  zagadnienia  opisanego  przez  (4,13)  i  (4.14)  moż na  dokonać
transformacji  Laplace'a,  to  rozwią zanie  to  musi  być  zgodne  z odwrotną  trans-
formacją  rozwią zania jednoparametrowej  rodziny  stacjonarnych,  termo- sprę ż ys-
tych  zagadnień  brzegowych  scharakteryzowanych  zwią zkami  (4.15),  (4.16),
(4.17).  Wobec  tego  zasada  odpowiednioś ci  sprowadza  zagadnienie  pierwotne
do  ustalonego  problemu  teorii  termosprę ż ystoś ci.

W celu udowodnienia powyż szej zasady należy po prostu pozbyć się zależ noś ci
od  czasu  w  równaniach  pola  i  w  odpowiednich  warunkach  brzegowych  stanu
lepkosprę ż ystego  przez  zastosowanie  transformacji  Laplace'a  do  (2.1),  (2.2),
(2.3),  (2.6),  (2.9), a nastę pnie porównać otrzymany  ukł ad  równań  z  równaniami
(2.1), 2.2), (2.3), (2.16) i (2.9). W szczególnoś ci, ponieważ  ze  zwią zków  pomię dzy
naprę ż eniami i odkształ ceniami (2.6) na mocy (2.8)  wynika  (2.12),  to z twierdze-
nia  o splocie  transformacji  Laplace'a  otrzymamy

4  j  j  *u(' . V) =  »A(f)ty(" . V).

Równania  te  na  podstawie  (2.16)  wyjaś niają  znaczenie  okreś lenia  «stałe  sprę-
ż yste»  (4.16).

Przypuś ć my  obecnie, że sformuł owanie pierwotnego  (termo- lepkosprę ż ystego)
zagadnienia  brzegowego  opiera  się  na  róż niczkowym  prawie  operatorowym
(2.30)  i  warunkach  brzegowych  (2.32),  a  nie  na  cał kowym  prawie  relaksacji
(2.6).  W  takim  przypadku  wyniki  (4.15)  i  (4.16)  pozostają  w  dalszym  cią gu
waż ne  (przy  zał oż eniu  regularnoś ci  rozpatrywanych  historii  pól),  o  ile  tylko
(4.16)  zostanie zastą pione  przez

(4 19)  u(n) -   -   ^ i ^  KM  -   -   ^ >

zgodnie  z  (2.33).  Bezpoś redni  dowód  zasady  odpowiednioś ci  w  przypadku
operatorowego  prawa  róż niczkowego  moż na  otrzymać  w  zupeł nie  analogiczny

17  Por. odnoś nik do wzoru (2.19) i oznaczenia transformacji Laplace'a, wprowadzone we wzorze
(2.26).

6*
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sposób  do  nakreś lonego  powyż ej  dowodu  odnoszą cego  się  do  przypadku  cał ko-
wego prawa  relaksacji.  Zauważ my jednak, że wykonując  transformację  Laplace'a
na  (2.30)  otrzymamy

(4.20)

na  R  dla  wszystkich r\   o dostatecznie  duż ej  czę ś ci  rzeczywistej  pod  warunkiem.
speł nienia  warunków  począ tkowych  (2.32)18.  W  ten  sposób  równania  (2.32),
których  znaczenie fizykalne  omówiono w p. 2, są  dokł adnie warunkami  koniecz-
nymi,  uzasadniają cymi  formalne  stosowanie  transformacji  Laplace'a  do  opera-
torowych  praw  róż niczkowych.  W  prawach  takich  niecią gł oś ci  skokowe  ffy,
£,•_/  (oraz  ich  odpowiednie  pochodne czasowe)  w  chwili  t  =  0  są  albo  milczą co
wykluczane,  albo  również  milczą co  przyjmuje  się ,'że  równanie  (2.32) jest  speł-
nione.  Kwestia  ta  została najpierw  rozpatrzona przez  CORNELIUSSENA  i  LEE [14],
nastę pnie  wyjaś niona  przez  BOLEYA  i  WEINERA  [3]  w  p.  15.6,  a  ś ciś le  i  szcze-
gół owo  rozważ ona  w  pracy  [1].

Poprzednia  analogia  pomię dzy  zagadnieniami  brzegowymi  liniowych  teorii
lepkosprę ż ystoś ci  i sprę ż ystoś ci  została zapoczą tkowana w  pracach  Alfreya  [15],
Zasada  odpowiednioś ci  w  postaci  Alfreya  opiera  się  na  róż niczkowym  prawie
operatorowym  i  ogranicza  się  do ciał  nieś ciś liwych  i warunków  izotermicznych.
Pewne  rozszerzenie  analogii  Alfreya  na  przypadek  ciał   ś ciś liwych  pochodzi
od  TSIENA  [16],  który  zarzucił   zał oż enie  nieś ciś liwoś ci  postulując  sztuczne
(z  punktu  widzenia  fizyki — nierealne)  zwią zki  pomię dzy  dewiatorowymi
i  dylatacyjnymi  charakterystykami  materiał u.

Transformacje  cał kowe zastosował  po raz pierwszy do problemu  postawionego
w pracy  [15] W.  T.  READ  [17], który  za pomocą transformacji  Fouriera sprowa-
dził   zagadnienie  lepkosprę ż ystoś ci  dla  ciała  ś ciś liwego  do  problemu  teorii
sprę ż ystoś ci.  Chociaż  zwią zki  pomię dzy  odkształ ceniami  i  naprę ż eniami  za-
stosowane  w  [17]  zawierają  tylko  trzy  niezależ ne  operatory  róż niczkowe,  to
te  nieistotne  ograniczenia  nie  wpł ywają  na  ogólność  rozumowania  Reada.
BRULL  [18] doszedł  do analogicznej  zasady odpowiednioś ci dla oś rodka o cią gł ym
widmie  czasów  relaksacji  za  pomocą  transformacji  Laplace'a  opierając  się
na  cał kowym  prawie  relaksacji.  W  pracy  [17]  prawo  zmiany  obję toś ci  jest
(niepotrzebnie)  zał oż one  jako  sprę ż yste.  LEE [19]  wyprowadził   odpowiednik
wersji  Brulla  zasady  odpowiednioś ci  w  przypadku  ogólnego  operatorowego
prawa  róż niczkowego.  H ILTON ,  HASSAN   i  RUSSEL  [20]  uwzglę dnili  w  ramach
analogii  Alfreya  rozszerzalność  termiczną19,  natomiast  LEE  W podobny  sposób
uogólnił   zagadnienie  na  przypadek  teorii  termo- lepkosprę ż ystoś ci.

18  Szczegóły  znajdzie  Czytelnik  w  twierdzeniu  4.7  w  [1].
19  Ś ciś le mówiąc wł ą czenie czł onu zwią zanego z rozszerzalnoś cią cieplną nie pozostaje w zgodzie

z  zał oż eniem  o  nieś ciś liwoś ci.
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Dalsze  wyniki  omówimy  póź niej.  Dodatkowo  zauważ ymy  tylko,  że  warunki
począ tkowe  (2.32),  które  muszą   uzupełniać  operatorowe  prawo  róż niczkowe
(2.30), nie są   wspomniane  w  [15,16,17,19]  ani  w  [20];  szczególne  warunki
począ tkowe  przyję te  w  [21]  są   nieś cisłe.

Rozszerzona  zasada  odpowiednioś ci  została  zastosowana  w  pracy  [21]  do
rozwią zania  szczególnego  przestrzennego  zagadnienia  brzegowego  i  odtąd
wykorzystywana  w  quasi- statycznej  analizie  naprę ż eń  i  odkształceń  termicz-
nych  dla  ciał   o  liniowej  lepkosprę ż ystoś ci  i  własnoś ciach niezależ nych  od  tem-
peratury. Przypadki szczególne  oraz odpowiednie pozycje  bibliograficzne  moż na
znaleźć  w  [3,  7  i  13].  Monografia  W.  NOWACKIKGO  [7]  stanowić  może
przewodnik  w  dziedzinie  ostatnich  polskich  prac  dotyczą cych  zagadnień  typu
sformułowanego  w  p.  2.  Spoś ród  nich  zacytujemy  prace  W.  NOWACKIEGO

[22,  23]  i  M.  SOKOŁOWSKIEGO  [24].  W  obecnym  kontekś cie  należy  również
wymienić  pracę   B. W.  SHAFFERA i  M.  LEVITSKY'EGO  [25].  Dodatkowe  badania
dotyczą ce  przede  wszystkim  dynamicznych  efektów  cieplnych  w  liniowych
ciałach  lepkosprę ż ystych  z  własnoś ciami  niezależ nymi  od  temperatury  wymie-
nimy  w  p.  7.

5. Materiały o własnoś ciach zależ nych  od temperatury. Sformuł owanie  zagadnień  brzegowych
dla  ciał   termo- reologicznie  prostych

Z  poprzedniego  punktu  jasno  wynika,  że  quasi- statyczna  analiza  naprę ż eń
i  odkształceń  w  ramach  liniowej  teorii  jednorodnych  izotropowych  ciał
lepkosprę ż ystych,  przy  braku  sprzę ż enia  termo- mechanicznego,  nie  przedsta-
wia  podstawowych  trudnoś ci, jeś li  tylko  założy  się ,  że  mechaniczne własnoś ci
materiału  nie  zależ ą , od  temperatury.  N iestety,  jak  to  już  podkreś liliś my  we
wstę pie,  tego  rodzaju  podejś cie  do zagadnienia jest  dalekie  od fizykalnej  rzeczy-
wistoś ci,  chyba  że  zakres  zmiany  temperatury jest  niezmiernie mały. Pozostała
czę ść  naszej  pracy  dotyczy  głównie modyfikacji  powstają cych  w  rozpatrywanej
teorii, jeż eli  moduł   relaksacji  w  (2.6), funkcja  pełzania w  (2.20) oraz  parametry
okreś lają ce  mechaniczne własnoś ci  materiału w  (2.30)  i  (2.31)  zależ ą , od  tem-
peratury.

Waga  efektów,  które  wynikają   z  zależ noś ci  własnoś ci  lepkosprę ż ystych  od
temperatury,  została  podkreś lona  i  zilustrowana  dość  wcześ nie  przez  FREU-

DENTHALA  [26,  27,  28,  29].  Zagadnienia  szczególne  dotyczą ce  liniowych
ciał   lepkosprę ż ystych  o  własnoś ciach  zależ nych  od  temperatury  rozpatrywali
H.  H.  H ILTON ,  H.  A.  HASSAN i  H.  G.  RUSSEL  [20],  H.  H.  H ILTON  [30],  L.  RON-

GVED  [31],  J.  H.  WEINER  i  H.  MECHANIC  [32],  H .  G.  LANDAU ,  J.  H.  WEIN ER

i  E. E.  ZWICKY  [33]  oraz  B. D.  AGGARWALA  [34].
Wszystkie  zagadnienia  rozpatrzone  w  wymienionych  publikacjach  dotyczą

albo  płyt  nieskoń czonych,  albo  (pełnych lub  wydrą ż onych)  kuł  i walców  koło-
wych,  przy  czym zagadnienia  i warunki  brzegowe  są   tego rodzaju,  że nie wystę-
puje  w  nich  wię cej  niż  jedna  współ rzę dna  przestrzenna.  Zwią zki  pomię dzy
naprę ż eniami  i  odkształceniami  są   zdegenerowane  do  operatorowego  prawa
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róż niczkowego. W  istocie rozpatrywane  ciała zachowują  się jak modele  Maxwella,
Kelvina  lub  model  standartowy,  jeś li  idzie  o  ś cinanie,  natomiast  przyjmuje
się,  że  zmiany  obję toś ciowe  są  albo  sprę ż yste,  albo  ciało  jest  nieś ciś liwe.

W  koń cu, zależ ność  wł asnoś ci materiału  od  temperatury we  wszystkich  przy-
padkach  z  wyją tkiem  [34]  ogranicza  się  do  parametrów  lepkoś ci,  a  ich  wybór
jest  zwykle  czę ś ciowo  kwestią  wygody.

Szczególnie  interesują ce  jest  rozwią zanie  L.  Rongveda  [31]  (w  zamknię tej,
elementarnej  postaci)  zagadnienia  nieustalonych  naprę ż eń  cieplnych  w  sprę-
ż yś cie  ś ciś liwej  kuli  z materiału  Maxwella.  Rozwią zanie  to uwzglę dnia  dowolną
osiowo- symetryczną  historię  pola  temperatury  i  nie  zakł ada  ż adnych  ograni-
czeń  na  zależ ność  lepkoś ci  ś cinania  od  temperatury.

Systematyczne  badania  uwzglę dniają ce  wpł yw  temperatury  na  wł asnoś ci
ciała  lepkosprę ż ystego  w  analizie  naprę ż eń  termicznych  zostały  zapoczą tko-
wane  przez  L. W.  MORLANDA  i  E. H.  LEE  [35],  którzy  za  podstawę  swoich
rozważ ań  wzię li  temperaturowo- czasową  hipotezę  równoważ noś ci,  zapropo-
nowaną  pierwotnie  przez  H.  LEADERMANA  [36], a nastę pnie w nieco zmienionej
postaci  wprowadzoną  przez  T. D.  FERRIEGO  [37].  Zgodnie  z  tym  postulatem
równomierna  zmiana  temperatury  posiada  wpł yw  na  mechaniczne  wł asnoś ci
materiału  powodując  jedynie  równomierną  zmianę  skali  czasu;  nastę puje  więc
równomierne  przyś pieszanie  lub  opóź nianie  reakcji  materiału  w  zależ noś ci
od  wzrostu  lub  obniż enia  się  temperatury.

Materiały  speł niają ce  postulat  równoważ noś ci  temperaturowo- czasowej  na-
zywane  są  «termo- reologicznie  prostymi))  wedł ug  terminologii  F.  Schwarzla
i  A.  J.  Stavermana  [38], którzy  w  swoim  przeglą dowym  artykule  [39]  podają
doś wiadczenia  potwierdzają ce  ten postulat.  Okazuje  się,  że  wykazuje  on godną
uwagi  zgodność  z  doś wiadczeniami  wykonanymi  na  szeregu  polimerów  przy
znacznych  zakresach  temperatury.  Analityczne  uję cie  zagadnienia  rozwinię to
w  pracy  [35],  a nastę pnie  w  [40].

Przystą pimy  obecnie  do  krótkiego  streszczenia  teorii  termo- reologicznie
prostych  ciał   lepkosprę ż ystych.  W  tym celu  rozpatrzymy  najpierw  poszukiwane
uogólnienie  cał kowego prawa  relaksacji  (2.6). N iech więc  odtą d Gp(t)  (/3 =  1,2)
oznaczają  wartoś ci  moduł ów relaksacji  w chwili  t  mierzonych przy  podstawowej
temperaturze  To;  oznaczmy  ponadto  przez  <§n(t,  T)  odpowiednie  wartoś ci
mierzone  przy  (ustalonej)  temperaturze  T.  Mamy  zatem

(5.1)  gp(t,  To) =   G„(t),   £ = 1 , 2 .

Hipotezę  równoważ noś ci  temperaturowo- czasowej  moż na  wtedy  wyrazić
analitycznie  w  sposób  nastę pują cy:

(5.2)  §p(t,  T)  =   <?„(!),  f  =   tcp(T).  dla  (t, T)  w  [ -   oo, oo]X [T 1}  T2],

gdzie  [7\ , T2] jest zakresem  temperatury, dla której  hipoteza termo- reologicznie
prostego  zachowywania  się  bę dzie  speł niona.Tutaj  f  jest  ((zredukowanym
czasem»,  a  q>  przedstawia  charakterystyczną  «funkcję  przesunię cia*)  materiału
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okreś lają cą  skrócenie  (lub  rozcią gnię cie)  skali  czasu,  które  spowodowane  jest
zmianą  temperatury  T —  To.  Mamy  oczywiś cie

(5.3)  r o  =  i,

przy  czym  (p  jest  funkcją  stale  rosną cą.
Obecnie  waż ność  równania  stanu  (2.6) jest  ograniczona  do  materiał ów, które

są  utrzymywane  w  równomiernej  temperaturze  To.  W  tych  warunkach  przyj-
mując  0  =  0 w  (2.6), uwzglę dniając  (2.7) oraz wykorzystując  prawo  przemien-
noś ci  splotów  Stieltjesa  otrzymujemy

(5.4)

akk(x,  t)=  j  G2(t~t')dekk(x,  t').
t'~—oo

Jeż eli  materiał  jest  utrzymywany  stale  w  równomiernej  temperaturze  T,  to
zgodnie  z  (5.2)  wielkoś ci  Gp(t—t')  w  (5.4)  należy  zastą pić  przez  G j(£ —f),
gdzie  f'  =   t'(p(T). Jeż eli wreszcie  materiał  znajduje  się pod wpł ywem zmiennego
(zależ nego od czasu i miejsca) rozkł adu temperatury T o wartoś ciach z przedziału
[7\ ,  T2]>  to  wtedy  trzeba  wprowadzić  do  (5.4)  dwie  dodatkowe  poprawki:
1) należy w ten sposób  uogólnić definicję  czasu zredukowanego  f,  aby  uwzglę d-
niała  ona  wpł yw  nakł adania się  kolejnych  zmian  temperatury;  2)  należy  raz
jeszcze  uwzglę dnić  wpł yw  rozszerzalnoś ci  cieplnej.  Prowadzi  to  do  zmodyfiko-
wanego  cał kowego  prawa  relaksacji

Gx^- i')deti{x,f),

<5.5)  e t a ( M«  /   G a( £ - f' ) &t t ( x, *' ) - 3«  /   G2(i,- Ś ')d0(x,t<),
/ ' =   —OO  f ' = —  00

gdzie

<5.6)  2"  I  =  g(v)  = /  f  (T(x, o) * ' ,  r  -   e(x, O •

Zauważ my, że  temperatura wystę puje  w  równaniu  (5.5)  bezpoś rednio  i  przez
5, £'. W przeciwień stwie do (2.6) ze zwią zków  pomię dzy naprę ż eniami i odkształ-
ceniami  (5.5)  wynika  nieliniowa  zależ ność  lokalnych  chwilowych  naprę ż eń
od  lokalnej  historii  temperatury.  Ze  zwią zków  (5.6)  i  (5.3)  widać,  że  Q(X,• )
jest  monotonicznie wzrastają cą  funkcją  czasu  w  przedziale  (—  oo, oo),  której
odwrotność  oznaczamy  prez  co(x, • ).  Mamy  stąd

<5.7)  t  =  co(x, | ) .

20  Chociaż to uogólnienie czasu  zredukowanego wprowadzone w  [35] jest  oparte na  pewnych
podstawach  fizykalnych,  to  jednak  brak  ś cisł ego wyprowadzenia  wzoru  (5.5)  ze  zwią zków  (5.4)
i  postulatu równoważ noś ci  temperaturowo- czasowej.



88  E LI   STERNBERG

Jeż eli  /   jest  funkcją  miejsca  i  czasu,  to  konsekwentnie  bę dziemy  oznaczać
przez  /   funkcję

(5.8)  / (x,D= / (x,co(x, I)) .
Poddając  zmienną  cał kowania  w  (5.5)  transformacji  t'  =  a)(x, £')  moż na

wyeliminować  z  (5.5)  każ dą  bezpoś rednią  zależ ność  od  czasu  fizykalnego,
wprowadzając  czas  zredukowany.  W  ten  sposób  stosując  oznaczenia  przyję te
w  (2.7)  i  (5.8)  i korzystając  raz jeszcze  z prawa  przemiennoś ci splotów  Stieltjesa
dochodzimy  do  nastę pują cej  szczególnie  dogodnej  wersji  zmodyfikowanego
cał kowego  prawa  relaksacji:

/ J= śy*«fG x
K  }  ókk=(ekk- 3o.&)*dG2.

Widać z (5.8), że  sploty w  (5.9) są  obliczane wzglę dem  czasu zredukowanego,
a  nie  fizykalnego.  Zauważ my  ponadto,  że  wzory  (5.9)  mają  tę  samą  strukturę
co  (2.6).

Dokł adnie  takie  same  rozważ ania  stosuje  się  do  uogólnienia  równań  (2.20),
co prowadzi ostatecznie do zmodyfikowanego cał kowego prawa peł zania w postaci

etj  =   ś y  * dJx,

Zwią zki  te  moż na  również  wyprowadzić  bezpoś rednio  z  (5.9).
Wreszcie  za pomocą uproszczeń tego samego typu co stosowane w  powyż szym

rozumowaniu, które prowadziło od praw cał kowych (2.6) lub (2.20) do  zwią zków
(2.30),  otrzymamy  obecnie  zmodyfikowane  operatorowe prawo  róż niczkowe

{  '  Pł P)ak  =  Q2(D)  [s^-

Tutaj  £>  oznacza  pochodną  wzglę dem  czasu  zredukowanego,  tzn.

(5- 12)  2 5 = ^ ,

natomiast wielomianowe operatory Pp, Qp(P  ==  1, 2) zachowują  swoje poprzednie
znaczenie.  Do (5.11) należy  doł ą czyć warunki brzegowe  (2.32), które nie ulegają
zmianie.

Odnosząc (5.11) do czasu fizykalnego  t za pomocą (5.6), (5.7) i (5.8) otrzymamy
oczywiś cie  dwa  równania  róż niczkowe  o  tej  samej  strukturze  co  (2.30)  z  tą
tylko  róż nicą,  że poprzednio  stałe parametry pp:n,  qp:n  bę dą  obecnie  funkcjami
temperatury. Jest również rzeczą jasną, że funkcje  te nie mogą być dane w sposób
dowolny  dla  termo- reologicznie  prostego  ciała  lepkosprę ż ystego,  ponieważ
całą  zależ ność  od  temperatury  takiego  ciała  okreś la  jedna  funkcja  przesunię cia
cp. Co wię cej,  dowolny  rozkł ad zależ nych  od temperatury  parametrów w  (2.30)
jest  nie  tylko  niezgodny  z postulatem równoważ noś ci  temperaturowo- czasowej>
ale, jak  ł atwo stwierdzić,  niedopuszczalny z powodów  energetycznych.



NAPRĘ Ż ENIA  CIEPLNE  W  CIAŁ ACH  LEPKOSPREŻ YSTYCH  89

Wnioski  z  postulatu  równoważ noś ci  dla  ciał   sprę ż ystych,  ciał   Maxwella
oraz Kelvina zbadano w pracy  [40]. Ze wzoru  (2.15) widać od razu, że materiały
sprę ż yste  o  moduł ach  zależ nych  od  temperatury  nie  należą  do  klasy  termo-
reologicznie  prostych  ciał   lepkospreż ystych.  Z  drugiej  strony,  prawo  ś cinania
dla  termo- reologicznie  prostego  ciała  Maxwella  przyjmuje  postać

(5.13)  ś  +

gdzie  n  i  T są  moduł em  ś cinania  i  czasem  relaksacji  danego  ciał a;  JJ,  pozostaje
stałe  w  obecnej  chwili,  natomiast  r  speł nia  zwią zek

(5.14)  ^

jest  więc  monotonicznie  maleją cą  funkcją  temperatury.
Analogiczne  wnioski  moż na  zastosować  do  prawa  dylatacji  i  do  ciał   typu

Kelvina.  Warto  zauważ yć,  że  zał oż enia  przyję te  dość  dowolnie  w  pracach
[26]  oraz  [33]  i  dotyczą ce  zależ noś ci  pewnych  parametrów  od  temperatury  są
w rzeczywistoś ci  ś cisł ymi konsekwencjami  hipotezy równoważ noś ci temperaturo-
wo- czasowej.

Zanim  zakoń czymy  omawianie  tego  tematu, zauważ my  za  E. H.  LEE  i  T.  G.
ROGERSEM   [41],  że  braki  operatorowego  prawa  róż niczkowego  (tzn.  modeli
0  widmie  skoń czonym)  wyjdą  jeszcze  bardziej  na  jaw,  jeś li  weź miemy  pod
uwagę  (termo- reologicznie  prostą)  zależ ność  materiału  od  temperatury,  a  to
z  uwagi  na  towarzyszą ce  skrócenie  skali  czasu.

Obecnie jesteś my  w  stanie  rozpatrzeć mieszane  zagadnienie  brzegowe  quasi—
statycznej  liniowej  teorii  termo- reologicznie  prostych  ciał   lepkospreż ystych.
Sformuł owanie  oparte  na zmodyfikowanym  cał kowym  prawie  relaksacji  moż na
wyrazić  w  sposób  nastę pują cy:  poszukujemy  historii  pól  ut,  %,  ay,  które  dla
danych R, Bx,  JB2, znanych  Gx,  G2,  a,  TOl  ą >  i  danych Fu  T,  lĄ  S\  speł niają  za-
leż noś ci  (2.1),  (2.2),  (2.3),  (2.4),  (5.6),  5.6)  na  92X  (—co,  oo)  oraz  warunki
począ tkowe  (2.8) jak  i  warunki  brzegowe  (2.9). Zagadnienie  to sugeruje  wpro-
wadzenie  poniż szego  uogólnienia  definicji  stanu  lepkosprę ż ystego  wprowa-
dzonego  w  p.  2.

Termo- reologicznie prosty  stan lepkosprę ż ysty. Mówimy,  że  u%, £,7, atj  należ ą
do  klasy  termo- reologicznie  prostych stanów  lepko sprę ż ystych  na  2?X(—co,  oo)
odpowiadają cych danym  Gu  G2,  a,  To, ę ,  Fo,  T dla  zakresu temperatury  [T t,  T2]
1 piszemy

(5.15)  [ut, eu , atJlt&lGt,  G%,  «,  To,  <p, Fu  T]  na  Rx{- co,  co)

jeż eli:

a)  Glt  Gx, uit  etj,  atj  oraz Ft  speł niają warunki  a), b) definicji stanu lepkosprę ż ys-
tego;

b)  funkcja  ę  jest  cią gł a na  [7\ ,  T2]  i  speł nia (5.3);
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c)  funkcja  T =   To  na  Rx(—co,0)  jest  cią gła na  Rx  [0,  00)  oraz posiada
wartoś ci zawarte  w przedziale  [T lt  T2];

d)  równania (2.1), (2.2), (2.3), (2.4),  (5.5),  (5.6) są  spełnione na  92 X(— oo, oo).
Oczywiś cie  warunek  (5.15) w poł ą czeniu z warunkiem  ę (T)  =  1 dla  T z prze-

działu  [7\ ,  T2]  pocią ga  za  sobą   zwią zek  (2.10),  skąd  wynika,  że  tego  rodzaju
ograniczenie  funkcji  przesunię cia  sprowadza  obecną   teorię   do  teorii materiałów
niezależ nych  od  temperatury,  rozpatrywanych  poprzednio.

6.  Wnioski  z  termo- reologicznie  prostego  zachowania  się   dal.  Zastosowania

Zestawimy  teraz  kilka  ogólnych  wniosków  odnoszą cych  się   do termo- reolo-
gicznie  prostych  ciał   lepkosprę ż ystych.  Wię kszość  twierdzeń,  które  tu  podamy,
to  uogólnienia  analogicznych  tez  p.  3;  po  odpowiednim  przyję ciu  funkcji
(p sprowadzają   się   one  do  wymienionych  tez.

Twierdzenie  o jednoznacznoś ci. Przypuś ć my, ż e

i  [tli,  sij,  ffyJeSTtGt, G2,  a,  T0)  f,  Ft,  T]  na  Rx(—co,  oo),
(  •   }  1  [u' t,  e'u,  afi G2,  a,  To, <p, Fi,  T]  na  Rx(- co,  cx>);

niech  ponadto

(6.2)  iii   T=  u'i  na  Ą x( —co,  oo),  St  =  81  na  B2X(—oo, oo),

wtedy

(6.3)  [w,-, eu,  cfy]  *=   [w,', gy, ffy] +   [w(, 0, 0]  na  Rx(—  oo, oo),

gdzie  Wi  =  0  na  i?X(—oo, 0), a  wi przedstawia (infinitezymalny)  ruch  sztywny
całego  ciała  na  Rx  [0, oo).

Wynik  ten  jest  przypadkiem  szczególnym  twierdzenia  o  jednoznacznoś ci
udowodnionego  w  [42],  które  moż na  również  stosować  do  topnieją cych  ciał
lepkosprę ż ystych.  Warto  zauważ yć,  że  oprócz  warunku  cią głoś ci  i  warunku
(5.3)  nie  nakłada  się   w  obecnych  warunkach  na  funkcję   przesunię cia  ż adnych
ograniczeń  w  celu  zagwarantowania  jednoznacznoś ci.

N astę pne  twierdzenie  moż na  wyprowadzić  z  definicji  stacjonarnego,  sprę-
ż ystego  oraz  termo- reologicznie  prostego  stanu  lepkosprę ż ystego  za  pomocą
(5.8),  (5.9)  i  twierdzenia  1.2  w  [1].

Warunki  począ tkowe.  Niech  układ  [«,-, ey, <fy]  spełnia warunek  (5.15), wtedy

(6- 4)  [w,, eu,  <5y] eć[u,K,  a, Fif  6]  na  R ,
gdzie

( 6- 5)  •   M= i- Gx,  K =  ~G2.

A  zatem  stan  począ tkowy  jest  znowu  stacjonarnym  stanem  sprę ż ystym,
który  moż na  wyznaczyć  bezpoś rednio  z  warunków  począ tkowych  i  danych
powierzchniowych.
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Rozpatrzymy  obecnie  tezę  wynikają cą   z  rezultatów  podanych21 w  p.  3.
Zmiana  obję toś ci. Niech  układ  [w;, ei},  a^]  spełnia  warunek  (5.15)  i  przy-

puś ć my,  ż e

(6.6)  G2  =  3Kh  na  (—  oo, oo),

gdzie  K  jest  stał ą   (modułem sprę ż ystoś ci obję toś ciowej).  Wtedy  zmiana obję toś ci
dana jest  wzorami  (3.17)  i  (3.19).

Niż ej podany wynik został  wyprowadzony  w  [6]  i stanowi uogólnienie  wcześ-
niejszego  spostrzeż enia  H. H. HILTON A  [9].

Pola historii temperatury wolne od naprą ż eń . Przyjmijmy, ż e  (5.15) jest spełnione
i  przypuś ć my,  ż e  S[ =   0  na  Bx  [0, oo)  oraz  Ft  =   0  na  Rx  [0,  co).  Równoś ć
a}J  =s 0 zachodzi  na Rx(—  co, oo) wtedy i  tylko wtedy, gdy

(6.7)  0(X,  t) =   aa(t)+a t(t)xt  dla  (x,  t)  w  Rx(Q,  oo),

gdzie  a0,  at  są  funkcjami  cią głymi na  [0, oo).
Pokrewne  twierdzenia  dotyczą ce  pól  temperaturowych  wolnych  od naprę ż eń

i  zastosowane  do  płaskiego  stanu  odkształcenia  oraz  uogólnionego  płaskiego
stanu  naprę ż enia znaleźć moż na w  [6], gdzie  zbadano szczegółowo  dwuwymia-
rową   teorię   termo- reologicznie  prostych  ciał   lepkosprę ż ystych.  Rozważ ania
dotyczą ce  przypadków  dwuwymiarowych  w  [6] prowadzą   również  do  zwią zków
pomię dzy  rozwią zaniami  dla  płaskiego  stanu  odkształcenia  i  uogólnionego
płaskiego  stanu  naprę ż enia  zwią zanymi  z  tym samym zagadnieniem22. pł askim.

Poważ ne  trudnoś ci  analityczne wynikają ce  wskutek  wprowadzenia  zależ noś ci
zachowania  się   materiału  lepkosprę ż ystego  od  temperatury  powstają   przy
rozwią zywaniu  rzeczywistych  zagadnień  brzegowych.  Niestety,  teorii  całkowa-
nia  przedstawionej  w  p.  4  nie  moż na  przenieść  na  przypadek  termo- reolo-
gicznie  prostych  oś rodków  lepkosprę ż ystych.  W  szczególnoś ci  dotyczy  to
waż nej  zasady  odpowiednioś ci  rozpatrzonej  w  koń cu  p.  4,  zasady,  za  pomocą
której  zagadnienie  lepkosprę ż ystoś ci  (dla  ciał  z własnoś ciami zależ nymi  od tem-
peratury)  sprowadzić  moż na  do  ustalonego  zagadnienia  termosprę ż ystoś ci.

W  celu  wykazania  trudnoś ci,  z  jakimi  mamy  tu  do  czynienia,  zauważ my
najpierw,  że  całki  wystę pują ce  w  zmodyfikowanym  prawie  relaksacji  (5.5)
nie są  już  całkami typu splotu. Tym samym zastosowanie transformacji  Laplace'a
(wzglę dem  czasu  fizykalnego)  do równań  (5.5) nie  doprowadzi już  do  zwią zków
algebraicznych  pomię dzy  transformatami  naprę ż eń  i  odkształ ceń.

Druga wersja  zmodyfikowanego  prawa  relaksacji  (5.9) o wymaganej  budowie
w postaci splotów sugeruje  moż liwość sprowadzenia  za  pomocą   nowych  zmien-
nych niezależ nych  (x, I ) również  i pozostałych równań pól oraz warunków  brze-
gowych  do  takiej  postaci,  z  której  —•  dzię ki  transformacji  Laplace'a —  moż na
bę dzie  wyeliminować  czas  zredukowany.  W  ogólnoś ci  tego  rodzaju  tok  po-
stę powania  nie  powoduje  godnego  uwagi  uproszczenia  zagadnienia.  Istotnie,

21  Por.  odnoś nik  za  wzorem  (3.19).
za  Analogiczne  zwią zki  w  przypadku  dwuwymiarowej  teorii  termosprę ż ystoś ci  znaleźć  moż na

w  ksią ż ce  Mindlina  i  Salvadori  [43],  s.  762.
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zastosujmy  do  (5.6)  i  (5.8)  proponowaną  zmianę zmiennych i  oznaczmy przez
fyi  i /•  odpowiednio  pochodną przestrzenną  i pochodną wzglę dem  czasu zredu-
kowanego  funkcji  / .  Wtedy  zwią zki  pomię dzy  przemieszczeniami  i  odkształ-
ceniami  (2.1)  przyjmą  postać

(6.8)  Bij =   2 - ( + ) +   ( i

a  równania  równowagi  (2.2)  postać

(6.9)  aUiJ+  aljQj+Fi   =   0 ,  a]t  =  atJ.

Z  powodu  wystę powania  czł onów  zawierają cych  g>(,  transformacje  (6.8)
i  (6.9) (wzię te wzglę dem  czasu zredukowanego) nie zachowują  poż ą danej budowy
(2.1)  i  (2.2),  chyba  że  Q>t znika.  Ze  wzoru  (5.6)  wynika,  że  bę dzie  to  miała
miejsce  wtedy,  gdy  T jest  wył ą cznie funkcją  czasu. Wobec  tego w  tym  szczegól-
nym  przypadku  otrzymujemy  waż ne  uogólnienie  zasady  odpowiednioś ci.

W  celu  uniknię cia  zbytecznie  zawił ej  notacji  wprowadzimy  nastę pują ce
oznaczenie

(6.10)  f(x,  V) =  {  f(x,  £) exp  (- r,£)d£
o

na  transformację  Laplace'a  funkcji  / (x,  £) wzglę dem  czasu  zredukowanego.
Zasada  odpowiednioś ci  dla historii  temperatury zależ nych  wył ą cznie od  czasu.

Przypuś ć my,  ż e

(6.11)  [«„  ey, a^]en[G1}  G2,  a,  To,  v ,  Fu  T]  na  i?X( - oo,  co),

gdzie  T jest  funkcją  tylko  czasu;  nastą pnie  niech

(6.12)  w, =   u\  na  5 x x  (—00,00),  St  =  Sb

t  na  JB2X(—00,  00).

Przyjmijmy,  ż e  Gp  ( |)  (0 =  1, 2), «,(x,  £), sy(x,  f), P,(x,  f)  oraz  f( f )  są rzą du
wykł adniczego  0 (exp (s0 f))  dla każ dego x  w R gdy  |  —*•  00, przy  czym s0  jest  sta-
ł ą  (rzeczywistą ).  Wtedy dla każ dego r/ ,  speł niają cego  warunek  Re(?j)  >  s0, mamy

(6.13)  [«, (., ij) ,  iu(;fj),   »!/ (- , 1?)]«fl[Kij) ,  2C(i|), a, / ,(- ,»?)],  0(V)  nz  R,

gdzie

(6.14)  M ) ^ ) 1  X ( ) Ą

(6.15)  «*(- ,  17)  * -

Analogia  ta  staje  się  trywialna,  gdy  B  =  B%,  Ft  =  0  na  i?x(—00,  00)
oraz  St  =  0  na  5  x(—  00, 00).  W  tym  przypadku  analogia  po  prostu  po-
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twierdza  nasz  poprzedni  wniosek23,  że  ai}  — 0  na  i?X (— oo, oo)  zgodnie
z  dobrze  znanym  twierdzeniem  o  polach  temperatury  wolnych  od naprę ż eń
w  teorii  termosprę ż ystoś ci  ([3], p.  3.9).

Przypuś ć my  nastę pnie, że dla  czasów  nieujemnych  temperatura T jest  funkcją
tylko  miejsca. W tym  drugim  zdegenerowanym  przypadku  zmodyfikowane  cał-
kowe  prawo  relaksacji  (5.5)  moż na znowu  zapisać  w postaci  splotów  wzglę dem
czasu  fizykalnego,  jak to widać z (5.6). Mamy obecnie

(6.16)  stj =  # i * dei},  akk =  # 2 * d(ekk~  3a0),

pod  warunkiem, że

(6.17)  Hp{x,  t) =   Gp(tcp(T(x)))  dla  (x, t) w Rx  [0, oo).

Po  wykonaniu  transformacji  Laplace'a  na  (6.16)  otrzymujemy

, ,  Ą  0.  StJ(X, 7)) =  2/«(x, J?)Fy(X, 7]) ,
(O.lo)  _  _

akk{x,  7]) =   3K(x,  7j)[skk(x,  ??)- 3a0(x,  7])] .

Wzory  te są   waż ne  dla każ dego  ustalonego  r) o  dostatecznie  duż ej  czę ś ci
rzeczywistej  i dla wszystkich  x w R,  jeż eli

(6.19)  / x(x,  rj)  = y ^ ( x ,  7j),  K(x,V)=~7jII 2{x,V).

Zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami i odkształ ceniami w postaci  (6.18)  odpowia-
dają   niejednorodnemu  liniowemu  ciału  sprę ż ystemu. W takim  razie jeż eli  tempe-
ratura zależ y  tylko  od miejsca,  to pierwotne zagadnienie brzegowe w teorii  termo—
lepkosprą ż ystoś ci  moż na  sprowadzić do ustalonego zagadnienia termosprą ż ystego
dla  oś rodka  niejednorodnego. To  uogólnienie  zasady  odpowiednioś ci  posiada
niestety  bardzo  ograniczone  znaczenie  praktyczne  z powodu  złoż onoś ci  zagad-
nienia  sprowadzonego,  którego  trudność jest  porównywalna  z trudnoś cią  pro-
blemu  pierwotnego.

Analogiczne  rozszerzenie zasady  odpowiednioś ci  na przypadek materiał ów za-
leż nych  od temperatury  dla operatorowych  praw  róż niczkowych  zostało roz-
patrzone wcześ niej  przez  H. H.  HILTON A  i H. G.  RUSSELA  W pracy  [44]  opartej
na  poprzednim  komunikacie z H. A.  HASSANEM  [20].  Analiza  przeprowadzona
w  pracy  [44]  ogranicza się  do operatorowych  praw  róż niczkowych  dla  materia-
łów  o parametrach zależ nych  od temperatry  i zakłada  oś rodek  o  skoń czonym
widmie  czasów  relaksacji  i  opóź nienia.

Analogia  wyprowadzona  w  [44]  dla rozkładów  temperatury  zależ nych  tylko
od  czasu  jest  ograniczona  do  ciał   mechanicznie  nieś ciś liwych  (aczkolwiek
uwzglę dnia  rozszerzalność  cieplną) i jest uogólnieniem24 zasady  T. Alfreya  [15].

M  Zauważ my, że 0 spełnia (6.7), ponieważ  T nie  zależ y  obecnie od  miejsca.
14  W  zwią zku  z tym rozszerzeniem  analogii  Alfreya  autorzy  uważ ają,  że moż na  wyznaczyć

oddzielnie  wpływ  sił  masowych  i sił  powierzchniowych,  a nastę pnie  nałoż yć je na otrzymane
naprę ż enia  i  odkształcenia termiczne.  Tego  rodzaju  superpozycja  dla materiałów zależ nych, od
temperatury  nie jest w rzeczywistoś ci  dopuszczalna.  Jak już  wykazano,  pole temperatuty  zależ ne
tylko  od czasu przy  braku  obcią ż eń zawsze  wywołuje  zanikają ce  naprę ż enia cieplne.
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Z  drugiej  strony,  w  pracy  [44]  nie  nakłada się   ż adnych  ograniczeń  na  liniowa
lepkosprę ż yste  prawo  zmiany  obję toś ci  w  przypadku,  gdy  pole  temperatury
zależy  wył ą cznie  od  miejsca;  zasada  odpowiednioś ci  otrzymana  dla  tego  przy-
padku  jest  elementarnym  uogólnieniem  pracy  W.  T.  READA  [17]  dla  teorii
izotermicznej.  Wreszcie  w  pracy  [44]  podano  szkic  przybliż onego  podejś cia
do przypadku  ogólnego,  gdy  historia  pola temperatury zależy  od czasu  i  miejsca,
oparty  na  założ eniu,  że  materiał   jest  odcinkami  niezależ ny  od  temperatury
(w  czasie).  Zakres,  w  którym  taki  przybliż ony  schemat jest  rachunkowo wyko-
nalny,  pozostaje  do  oszacowania.

Obecnie  rozpatrzymy  dostę pne  zastosowania  quasi- statycznej  liniowej  teorii
termo- reologicznie  prostych  ciał  lepkosprę ż ystych.  Jak wspomnieliś my  poprzed-
nio,  wszystkie  (z  wyją tkiem  jednego)  przykłady  wymienione  na  począ tku
p.  5  dotyczą   modeli  lepkosprę ż ystych  zależ nych  od  temperatury  i  należą   do
omawianej  tu  kategorii,  mimo że nie zostały one specjalnie  dobrane dla  ilustracji
rozpatrywanej  teorii  ogólnej.

Postulat  równoważ noś ci  temperaturowo- czasowej  został   zastosowany  przez
L .  W.  MORLANDA  i  E. H.  LEE  [35]  do  analizy  płaskiego  stanu  odkształcenia
w  nieś ciś liwym,  wydrą ż onym  walcu  kołowym,  poddanym  działaniu  promie-
niowego  rozkładu  temperatury  oraz  nagle  przyłoż onego, równomiernego  ciś nie-
nia  wewnę trznego.

W  pracy  [40]  rozpatrzono  rozkład  temperatury  zależ ny  zarówno  od  miejsca
jak  i  czasu;  podano  tam  ś cisłe  rozwią zania  dwóch  zagadnień  przestrzennych
tego  rodzaju.  Pierwsze  z  nich  dotyczy  swobodnych  drgań  poprzecznych  nie-
skoń czonej  pł yty  przy  założ eniu,  że  historia  pola  temperatury  wywołują cego
naprę ż enia  w  płycie zmienia  się   dowolnie  ze  współ rzę dną   gruboś ci  i  z  czasem.
Drugie  zagadnienie  dotyczy  naprę ż eń  i  odkształceń  termicznych  wywołanych
w  kuli  dowolnym,  chwilowym,  promieniowym  rozkładem  temperatury.  Oba
rozwią zania  zakładają   dowolną   (termo- reologicznie  prostą)  zależ ność  materiału
od  temperatury  i stosują   się   do  ciał  o cią głych widmach  relaksacji  z  tym  wyją t-
kiem,  że  w  przypadku  drugiego  zagadnienia  przyję to  sprę ż yste  prawo  zmiany
obję toś ci25.

Powrócimy  tu  krótko  do  przykładu  płyty  rozpatrzonej  w  [40],  ponieważ
pewne  aspekty  tego  zagadnienia  posiadają   szersze  znaczenie.  Rozpatrzmy
wię c  nieskoń czoną   pł ytę   o stałej  gruboś ci  2a  i  dobierzmy  w  ten  sposób  układ
współ rzę dnych,  aby  płaszczyzna  xa  =   0  pokrywała  się   z  płaszczyzną   ś rodkową
pł yty.  Wtedy  R  bę dzie  obszarem  okreś lonym  nierównoś cią   — a  < * 3  <  a,
a  B  stanowić  bę dą   dwie  ograniczają ce  płaszczyzny xs  =  i  a.

Poszukujemy  obecnie  termo- reologicznie  prostego  stanu  lepkosprę ż ystego  26

[«;, Sjj, CT.- J] na  i?X(—  oo, oo)  odpowiadają cego  danym  Glt  G%, a, To,  cp,  Fit  T

2 5  Chociaż  założ enie  to  bardzo  rozpowszechnione  w  analizie  naprę ż eń  ciał   lepkosprę ż ystych
•w ogólnoś ci  zgadza  się   z  doś wiadczeniami,  to jednak wstę pne jakoś ciowe  dane  dotyczą ce  efektów
lepkoś ci  obję toś ciowej  wydają   się   niewystarczają ce.

2 6  Zauważ my,  ż e  w  przeciwień stwie  do  poprzedniego  założ enia  R  w  tym  przykładzie  nie  jest
ograniczone.
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i  speł niają cego  warunki  brzegowe

(6.20)  a3t = 0  na  Bx(— co, co).

Przyjmiemy  dalej, że T i u3 są funkcjami  tylko  (xz, t) oraz że

(6.21)  Fi =  u1 =  u2==0   na  i?X(— 00,00).

Wprowadzone  wyż ej  zał oż enia  ograniczają ce  są  zgodne  z  równaniami  pola
i  warunkami  brzegowymi,  co—jak  moż na  obecnie  ł atwo  stwierdzić27 — po-
woduje  zależ ność  historii  pola  tylko  od (xa,  ł ), natomiast

(6.22)  eu =  £22 =  0,  £ jj= O,  i^j  na  Rx(—  00,  co)

(6.23)  <xu =  ff i!2l  #33 = 0,  crlV =  O,  * = £/   na  i?X(— co,  00) .

oraz

(6.24)  o=—8*dGlt  2G = (e- 3a0)*dG2  na  i?X(- oo, co),

gdzie  dla uł atwienia napisaliś my  odpowiednio a i e zamiast alx i e33.
Po  eliminacji  B Z pary  równań  cał kowych  (6.24)  i wykorzystaniu  wł asnoś ci

splotów  Stieltjesa  (p. 1 w  [1]) otrzymamy

(6.25)  ff= —  3aA*dŚ  na  9ex(—  00,  00),

gdzie A  jest  funkcją  pomocniczą  zdefiniowaną  nastę pują co:

(6.26)28  A  ==  Gx * dG2 * Ą ZG^ G^1  na  ( -   00,  00).

Biorąc pod uwagę  (2.7),  (5.6),  (5.7), (5.8) i podstawiając xa =x  dochodzimy
na  podstawie  (6.25)  do wniosku,  że poszukiwane  naprę ż enia  a =  <ru =  a2i

przedstawić  moż na za pomocą  cał ki

(6.27)  o(x,t)=—Za  J  A(£—C')d0(x,t')  dla (*,/ )  w  Rx(—  00, 00),
I'm.   —00

gdzie

y\ j,&Qj  c — cv ) /  —

o

Oprócz tego stosując  twierdzenia 1.2, 1.3 [1] dla t z przedziału [0, co)  stwier-
dzamy, że wzór  (6.26)  jest  równoważ ny  nastę pują cemu  wzorowi:

t

( 6 .29)2 B  GA(t)+  J G{t—t')A(t')dt' =  L{t),
o

gdzie

G(t)
(6.30)

ą t)  =  G&M+   J Gx{t- ?)Gi<t')df.

2 7  Szczegó ły  m o ż na  zn a leźć  w  p r a cy  [40].
2 8  Ta sama funkcja  gra decydują cą  rolę w zagadnieniu tu li [40].
29 Przypominamy  wzór  (2.13).
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Widać  stą d,  że  A  spełnia liniowe  równanie  całkowe typu  Volterry.  Wreszcie,
jeż eli  odpowiednia  transformacja  Laplace'a  istnieje,  to  otrzymujemy  z  (6.29)
i  (6.30)  zależ ność

(6.31)

Wzór  (6.27) otrzymano w pracy  [40] przez zastosowanie  transformacji  Lapla-
ce'a  do  pary  równań  całkowych  (6.24),  a  nastę pnie  odwrócenie  otrzymanej
w  wyniku  pary  równań  algebraicznych.  Jak  póź niej  zauważ yli  LEE  i  ROGERS

[41]  i  co jest  jasne  z poprzednich rozważ ań,  nie  ma tu potrzeby  wprowadzania
transformacji  całkowych.

Podobna  uwaga  odnosi  się   do  obliczeń  numerycznych  w  rozpatrywanym
rozwią zaniu,  które  wykonano  w  pracy  [40]  dla  handlowego  polimetakrylanu
metylowego  opierając  się   na  dostę pnych  danych  dotyczą cych  relaksacji  i  na
pomiarach  funkcji  przesunię cia  q>.  W  zwią zku  z  tym  funkcja  pomocnicza A
została  wyznaczona  z  (6.31).

Rozwią zanie  liczbowe oparte
bezpoś rednio na danych doś wiad-
czalnych  (Lee i Rogers)

t....godz.

Rozwią zanie  analityczne oparte
na transformacji Laplace's iasym-
ptotycznych  odwróceniach  transformacji

O  A  2.  3  4

Rys.  1  A(f)  dla  polimetakrylanu

"logt

Wymagają cy  duż ej  pracy  tok postę powania zastosowany  w pracy  [40]  polega,
po  pierwsze,  na dobraniu odpowiedniego  przybliż enia  analitycznego  dla  funkcji
relaksacji  umoż liwiają cych  analityczne  obliczenie  A,  a nastę pnie na znalezieniu
poszukiwanych  wartoś ci  A  za  pomocą   dwóch  wzorów  asymptotycznych  na
transformacje  odwrotne:  jednego  dla  duż ych,  drugiego  dla  małych  wartoś ci

czasu.
Inaczej  postą pili  E. H .  LEE i  T.  G.  ROGERS  [41]  obliczając  A  przez  rozwią -

zanie  równania  całkowego  (6.29)  wprost  na  matematycznej  maszynie  elektro-
nowej.  Ich  sposób  postę powania  jest  bardziej  bezpoś redni  i  okazał  się   dokład-
niejszy.
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Wartoś ci  A  otrzymane  za  pomocą   przedstawionych  wyż ej  dwóch  sposobów
porównano na rys.  1, na którym przez E oznaczono moduł  Younga  odpowiadają cy
sprę ż ystej  reakcji  ciała  w  chwili  począ tkowej.  Rysunek  2  zaczerpnię to  z  pracy
[40]  i przedstawiono  na nim zależ ność  naprę ż enia normalnego  a w  płaszczyź nie
ś rodkowej  od czasu  dla pł yty wykonanej  z polimetakrylanu  metylowego.  W  obli-
czeniach  przyję to,  że  a2/ k =  1 godz.,  k jest  termiczną   dyfuzyjnoś cią   materiał u;
takie  założ enie odpowiada  płycie  o gruboś ci  2a  równej  w  przybliż eniu  5,7  cm.
W  zadaniu  tym  historia  pola  temperatury  jest  rozwią zaniem  elementarnego
zagadnienia  przewodnictwa  cieplnego:  cała płyta znajdowała  się  w stanie  począ t-
kowym  w równomiernej  temperaturze  To =  80 °C;  w chwili  t  =   0  powierzchnie
płyty  zostały  nagle  poddane  działaniu  temperatury,  2\  =  110 °C,  i  nastę pnie
utrzymane  w  tej  temperaturze.

Krzywa  1  na  rys.  2  podaje  wartoś ci  naprę ż eń  otrzymane  ze  wzoru  (6.27).
Krzywa  2  przedstawia  zachowanie  się   materiału  w  przypadku  pominię cia  za-

Rys.  2.  Zagadnienie  pł yty.  Zależ ność  a  od  czasu  w  płaszczyź nie
ś rodk owej  dla  polimetakrynu,

1.  Własnoś ci  materiał owe  zależ ne  od  temperatury  To  = SO^C,
T i= 110°C.  2.  Własnoś ci  materiałowe  niezależ ne  od  temperatury
oparte  na  zachowaniu  się   w  temperaturze  95°C.  3.  Własnoś ci

sprę ż yste  oparte  na  zachowaniu  się   począ tkowym.

leż noś ci  parametrów  fizycznych  ciała  od  temperatury,  a  cała  analiza  oparta
jest  na  danych  dotyczą cych  relaksacji  dla  ś redniej  temperatury  powierzchni
wynoszą cej  95 °C.  Wreszcie  krzywa 3 podaje  wyniki  w  przypadku,  gdy  pominie
się   wpływ  lepkoś ci  i  wyznaczy  naprę ż enia  a zakładając  czysto  sprę ż yste  zacho-
wanie  się   materiału  i  przyjmując  stałe  sprę ż ystoś ci  odpowiadają ce  stanowi
począ tkowemu  ciała  lepkosprę ż ystego.  Widać  z  rysunków,  że  te  trzy  krzywe
prawie  pokrywają   się   w  okresie  począ tkowym  wynoszą cym  około  10  minut,
to  znaczy  wtedy,  gdy  «rzeczywiste»  własnoś ci  materiału są   bliskie  sprę ż ystym
i  dzię ki  temu  są   niezależ ne  od  temperatury.  W  przybliż eniu  przez  pierwszych
20  minut  krzywa  2  daje  wartoś ci  naprę ż eń  nieco  niż sze  od  przewidzianych

7 Mechanika Teoretyczna  i  Stosowana
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krzywą   1,  ponieważ  w  tym  okresie  temperatura  płaszczyzny  ś rodkowej  jest
niż sza  od  ś redniej  temperatury  95°, a  co za  tym idzie •— rzeczywisty  proces
relaksacji  jest  wolniejszy  od nakreś lonego  krzywą   2. Natomiast póź niej  krzywa
2  daje  wartoś ci  naprę ż eń  stopniowo  wię ksze  od  podanych  krzywą   1,  aż po
upływie  2  godzin  naprę ż enia  rzeczywiste  stają   się   o  15  procent  mniejsze od
odpowiednich  wartoś ci  danych krzywą   2. Wyniki  te wykazują   raz jeszcze nie-
realny  charakter  takich  teorii  naprę ż eń  cieplnych  ciała  lepkosprę ż ystego,  które
nie  uwzglę dniają   zależ noś ci  własnoś ci  materiału  od  temperatury.

Wzglę dne  zalety bezpoś redniego  numerycznego całkowania równań całkowych
w  stosunku  do techniki  transformacji  całkowych w analizie naprę ż eń  lepkosprę-
ż ystych  zostały dalej  przedyskutowane  i zilustrowane w pracy  E. H.  LEE i T. G.
ROGERSA  [45]. Poza tym, że podejś cie  takie lepiej wykorzystuje dane  doś wiadczaj
ne,  nie wymaga  ono duż ych  ekstrapolacji  czasowych  poza  przedziałem  czasu,
obejmują cym  poszukiwane  rozwią zanie  zagadnienia.  Tego  rodzaju  podejś cie
rozszerza  ponadto  zakres  analizy  na  zagadnienia,  do których  transformacja
Laplace'a  nie daje  się   zastosować.  Do takich  problemów  należą   zagadnienia
mieszane,  w  których  siły  powierzchniowe  i  przemieszczenia  są   dane  na  pod-
zbiorach  brzegu  zależ nych  od  czasu,  oraz  zagadnienia,  w  których  sam  brzeg
jest  funkcją   czasu  (powierzchniowe  topnienie).

Przykł ad  liczbowy  zagadnienia  tego  ostatniego  rodzaju  podaje  praca  [45],
gdzie  rozwią zanie  zagadnienia  kuli  otrzymane w  [40] uogólniono na przypadek
topnieją cego  ciała  kulistego.  Oprócz  tego  w  [45]  podano  formalne  rozwią za-
nie  zagadnienia  topnieją cej  powłoki  kulistej;  dla  brzegów  utwierdzonych
zagadnienie  to  rozpatrzono  uprzednio  [6].

Chociaż  dopiero  co  opisane  rozważ ania  są   obiecują ce,  to  warto  zauważ yć ,,
że zagadnienia  brzegowe  rozpatrywanej  teorii sprowadzają   się  do  rozwią zywania
niezależ nych  równań  całkowych  tylko  w  wyją tkowych  okolicznoś ciach.  Co
wię cej, wszystkie dostę pne dzisiaj  zastosowania zależ ą od moż liwoś ci  rozdzielenia
całkowania  wzglę dem  czasu  i  przestrzeni.  Mimo  faktu,  że  pewne  bardziej
ogólne  zagadnienia  rozwią zać  moż na obecnie  tylko  na drodze  czysto  liczbowej,
nie  powinno  to pomniejszać  potrzeby  systematycznego  rozwijania  teorii  całko-
wania.

7. Uwagi koń cowe

W  naszych  poprzednich  rozważ aniach  przyjmowaliś my,  że  materiał   jest
izotropowy,  zarówno) jeś li]  chodzi  o własnoś ci  mechaniczne, jak  i  termiczne.
W  przypadku  anizotropowego  liniowego  materiału  lepkosprę ż ystego  równania
stanu  (2.6) przyjmują   postać:

(7.1)  a,j  =  (ey—a,j)* dGijki,

gdzie  Gijkt  i ety są  odpowiednio składowymi  tensora  funkcji  relaksacji  i tensora
rozszerzenia  termicznego.  Poza  tym zachodzą   zwią zki  ety =  aJt  oraz

(7.2)  GljkJ  =   Gjiu  —  Giji k.
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Pierwsze  równanie  (7.2)  wynika  z  symetrii  tensora  naprę ż enia,  a  drugie  nie
pocią ga  za  sobą   zmniejszenia  ogólnoś ci,  gdyż  również  tensor  odkształceń  jest
symetryczny.  Poza  tym  zwykle  przyjmuje  się ,  że
(7.3)  Gm  =  Gknj .

Te  ostatnie  zwią zki  symetrii  wynikają   z  (7.2)  w  przypadku  szczególnym
izotropii  i wyraż ają   warunek  niezależ ny.  Dostę pny  teoretyczny  dowód  równoś ci
(7.3)  opiera  się   na  rozważ aniach  termodynamicznych i  na zastosowaniu  zasady
wzajemnoś ci  Onsagera  30.

Jeż eli  przyjmiemy,  że  warunki  (7.3)  są   spełnione, to  uogólnienie  wię kszoś ci
wyników  teoretycznych  rozpatrywanych  w  naszej  pracy  na  przypadek  jedno-
rodnych  ciał   anizotropowych  nie  przedstawia  trudnoś ci.  Odnosi się   to w  szcze-
gólnoś ci  do  zasady  odpowiednioś ci  rozpatrzonej  w  pp.  4  i  6,  która  w  takim
przypadku  prowadzi  zgodnie  z  rozważ aniami  M. A.  Biota  [49]  do  zwią zków
pomię dzy  liniowymi  teoriami  ciał   lepkosprę ż ystych  i sprę ż ystych.  Rozszerzenie
tej  zasady  na  przypadek  niejednorodnych  (izotropowych  lub  anizotropowych)
ciał   lepkosprę ż ystych  jest zupełnie  elementarne 31,  choć ma niewielkie  znaczenie
praktyczne.

Dotychczas  rozpatrywaliś my  tylko  quasi- statyczne  naprę ż enia  termiczne
w  ciałach  lepkosprę ż ystych.  Wpływ  bezwładnoś ci  w  termo- lepkosprę ż ystoś ci
był   w  ostatnich  czasach  przedmiotem  wielu  badań  specjalnych.  Spoś ród  nich
zacytujemy  publikacje  A.  M .  Katasonowa  [51],  W.  Nowackiego  [23,  52,
53, 54]  i M. Ż órawskiego  [55, 56, 57, 58]. Trudno tu  ocenić  fizykalne  znacze-
nie  tych  prac,  gdyż  niezmiennie  zakłada  się   w  nich,  ż e.wł asnoś ci  materiału
są   niezależ ne  od  temperatury,  nie  podaje  się   iloś ciowej  analizy  wyników  oraz
zwykle  dotyczą   one tylko  nagłych zmian temperatury  3 2.

Dotychczas  nie  rozpatrywano  jeszcze  efektów  sprzę ż enia  termo- mechanicz-
nego,  które  jak  dotąd  są   konsekwentnie  pomijane.  Interesują ce  studium  tych
efektów  podał   S. C.  HUNTER  [60],  którego  analiza  dotyczy  termo- reologicznie
prostych  ciał   lepkosprę ż ystych.  Jak  sugeruje  bezpretensjonalny  tytuł   pracy
[60],  temat  ten  wymaga  dalszych  badań.

Należy wreszcie  jeszcze  raz podkreś lić, że praca nasza ogranicza się   w  zasadzie
do  analizy  liniowych  naprę ż eń  termicznych  w  ciałach  lepkosprę ż ystych.  N ie
poś wię ciliś my  wię c  w  niej  uwagi  wpływowi  nieliniowych  efektów  lepkoś ci  ani
odkształceniom  skoń czonym, które należy  brać pod uwagę  przy  realnym  podej-
ś ciu  do  naprę ż eń  termicznych  w  metalach  w  podwyż szonej  temperaturze.

P odzię kowan ie.  Autor jest zobowią zany  Panu M . E. GURTINOWI, który prze-
czytał   rę kopis  pracy  i  zgłosił  szereg uwag  krytycznych  oraz  pomocnych wska-
zówek.

ł 0  Por.  np.  M . A.  BIOT  [46  i  47].  Rozważ ania  tego  rodzaju  moż na  znaleźć  w  komunikacie
T .  G. Rogersa  i  A. C.  Pipkina  [48]  oraz  pracy  [5]. Zauważ ymy,  że  odpowiednik  warunku  (7.3)
w  teorii sprę ż ystoś ci  wynika  z  istnienia  potencjału  sprę ż ystego.

81  W  zwią zku  z tym  wymienimy  [20i 44]  oraz  pracę  H. W.  Hiltona i  S. B. Donga  [50].
M  Pokrewne  badania  w  teorii  termosprę ż ystoś ci  (por.  np.  [59])  wykazują,  że  rozmiar  takich

wpływów inercyjnych niepomiernie maleje, gdy zarzuci się  fikcję   nagłego  przyłoż enia  temperatury.
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P  e  3  IO  M e

TEPMH*IECKHE HAITODKEHIM B Bfl3K0- ynpyTHX  TEJIAX

H acToaman  pa6oTa3  3aHHMaiomaHCH  HCKJiKmnTejibHO  TejiaMH,  KOToptie  B

yCJIOBHHX  H flJIH  HBKpHHHTe3HMajIbHbIX fledpOpMaiyiH oSjiaflaiOT  CBOHCTBaMH  JIHHeHHOfi  BH3KO-

ynpyrocTŁ K)j  npecnenyeT  flBe  Vfina.  Bo  n ep st ix  flaeTCH  CHCTeiwaTirieccKHH  3CKH3  pa3BHTHH

.ą ocTHi- HyroBO B nocjieflHee  Bpeiaa,  B TeopiiHj a BO BTopbix  03HaK0iwjmeT  ^m aiejro  c

BonpocaMH  H c  cooTBexcTByioineH:

B  oflHopoflHBix  n30TponHLix  Tejiax,  ogjiaflaKHUHX  nH H eteon  Bfl3KO- ynpyrocTBio.

B  nepBoń  qacTH pa6oTBi  (§ 23 33 4)  H3JiaraeTCH Teopun  TepMO — BH3i<o- ynpyrocTH Teji n pn npe,n-

nono>KeHHH  He3aBHCHMOCTH  JHX MexaroraecKnx  CBOSCTB  OT TeMnepaTypŁ i.  I Iaparpa4)Łi  5  H  6

KacaioxcH  BH3Ko- ynpyrHX  Teji,  cBoftcTBa  KOTOPBIX  3aBHCHT OT TeMnepaTypbij  oSpaman

BHHMaHHe Ha TeopHio  TepMO- peojiornqecKH  npocThix  MaTepHaJiOB.

Pe3yjn>TaTBi3  nojry^eHHBie  B pa6oTe  onapaioTCH, B 3HaqHTenBHOH creneHH Ha  oflHy H3

Oymnx  pafSoTj  KacaioiUHXCH  MaoMeTpn'qecKOKi  TeopHH  [1] . lUnpoKoe  ncnonb3OBaHHe  CBOIICTB

CBepTKH CTejitTHeca,  oSjierqaeT  MaHHnyjiHił mo c npeptiBHtiMH cbyHKiiHHMH BpeiweHH.  HeKOTopbie

TeopeTH^ecKKe  pe3ynŁ TaTbi  npHBefleHHtie  B TeKcre  pa6oTBi,  He  CMOTPH  Ha HX SHeMeHTapHbiii

xapaKTep,  BepostTHO  etqe  He H3BecTHbi.

S u m m a ry

ON  THE ANALYSI S  OF THERMAL  STRESSES  IN VISCOELASTIC  SOLIDS

The  present  paper,  which  is  devoted  exclusively  to solids  that  under  isothermal  conditions

and  for  infinitesimal  strains  exhibit  linear  viscoelastic  behaviour,  is  intended to serve  a  dual

purpose.
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First, an attempt is made to sketch a systematic  account  of  relevant  recent theoretical  develop-
ments,  second,  it  supplies  a  guide  to  available  specific  results  and  to  the literature  en  the
subject  at  hand.

The  present  treatment  is  mainly  confined  to  the quasi — static  analysis  of  thermal  stresses  in
homogeneous and isotropic linear viscoelastic  bodies.  Sections  5,  6  of  the  paper  deal  with  tem-
peratuie —  dependent viscoelastic  solids, particular emphasis  being placed  on the theory of termo-
rheologically  simple  materials.
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