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i.  Wprowadzenie

Wobec  rozszerzają cego  się   zakresu  zastosowań  konstrukcji  ł upinowych  we
współczesnej  technice klasyczna  teoria  powłok, postulują ca  fizykalną   liniowość
i  niezależ ność  mechanicznych  własnoś ci  materiałów  od  czasu,  przestaje  być
wystarczają ca  dla celów  racjonalnego  projektowania  tych konstrukcji.  Z tego po-
wodu  obserwuje  się   obecnie intensywny  rozwój  badań teoretycznych  i  doś wiad-
czalnych,  dotyczą cych  problemów  niesprę ż ystego  zachowywania  się   powłok.

Aby  matematycznie  przewidzieć  niesprę ż yste  zachowanie  się   konstrukcji,
wymagana  jest  znajomość  równania  stanu  (zwią zku  fizycznego)  materiał u,
z  którego  konstrukcja  jest  wykonana.  To  równanie  stanu  powinno  być  przed-
stawione  w  takiej  postaci,  która  bę dąc  fizykalnie  poprawna jest  równocześ nie
matematycznie  łatwa  do operowania. Fizykalna  poprawność  zwią zków  podsta-
wowych  dla  materiału  polega  na  takim  uogólnieniu  doś wiadczalnych  zjawisk
niesprę ż ystych  (jak  np.  pełzanie,  relaksacja  czy  plastyczne  płynię cie),  które
ł ą czy  rzeczywiś cie  wielkoś ci  dynamiczne z niezmienniczymi wielkoś ciami  kine-
matycznymi  w  sposób  odzwierciedlają cy  zjawiska  rzeczywiste.

Procesom  odkształceń  niesprę ż ystych  towarzyszy  rozpraszanie  energii.
Przyczyna  tej  dysypacji  energii  mechanicznej  może  stanowić  podstawę   do
pewnej  uż ytecznej  klasyfikacji  oś rodków  niesprę ż ystych  na  oś rodki  sprą ż ysto-
łepkie  i  sprę ż ysta—plastyczne.  W  przypadku  lepko- sprę ż ystoś ci  rozpraszanie
energii  nastę puje  wskutek  lepkiego  płynię cia, podczas  gdy  dysypacja  w  oś rod-
kach  plastycznych  może  być  wymodelowana  przez  suche  tarcie. Każ da  z  tych
grup  materiałów  wymaga  wię c  odmiennych  metod  analizy.

Teoria  powłok  dla  scharakteryzowania  stanu  naprę ż enia  i  odkształ cenia
posługuje  się   siłami  wewnę trznymi  i  odkształceniami  powierzchni  ś rodkowej.
Wskutek  tego  również  zwią zki  fizyczne  dla  powłok  niesprę ż ystych  wymagają
przedstawienia  ich w postaci  zależ noś ci  mię dzy siłami wewnę trznymi  i odkształ-
ceniami  powierzchni  ś rodkowej.  Spełnienie  tego  ż ą dania  zwią zane  jest  z  od-
powiednią   transformacją   równań  fizycznych  materiału do  własnej  przestrzeni
powłoki.  W  niniejszej  pracy  przedstawione  zostaną   takie  transformacje.

1  Tekst  referatu  generalnego  «Inelastic  shell  problems*)  ra  Ś wiatowej  Konferencj
Konstrukcji  Powłokowych,  San  Francisco,  1-5  paź dziernika  1962  r„   opublikowanego
W skróconej  wersji w «Prcceedings»  tej  konferencji.
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Celem  pracy  jest  dokonanie  przeglą du  aktualnego  stanu  badań  z  zakresu
powłok  niesprą ż ystych.  Z uwagi  na wielorakość  problemów  ukrytych  pod  nazwą
powłoki  niesprę ż yste,  przedstawienie  przeglą du  wyczerpują cego  zagadnienie nie
było  uważ ane  za właś ciwy  cel.  Zdecydowano  się   skoncentrować  uwagę   na za-
gadnieniach  formułowania  podstawowych  zwią zków  fizycznych  oraz  na  scha-
rakteryzowaniu  metod  analizy  głównych  typów  powłok niesprę ż ystych  z poda-
niem  informacji  o waż niejszych  rozwią zaniach  problemów szczegółowych. Takie
podejś cie  pozwala  zwrócić  uwagę   na  analogie  i  róż nice  w  stosunku  do  kla-
sycznej  (liniowo- sprę ż ystej)  teorii  powłok.

Obecny  przegląd  nie  obejmuje  takich  zagadnień,  jak  nieliniowość  geome-
tryczna,  wyboczenie  sprę ż yste—plastyczne  i  procesy  technologiczne  kształ to-
wania  powłok.  Nie  są   również  uwzglę dnione  zagadnienia  drgań  i  rozprzestrze-
niania  się   fal  w  powłokach niesprę ż ystych.  Rozważ ania  prowadzone są   w  zało-
ż eniu,  że  odkształ cenia  są   małe,  a  wię c  wszystkie  zwią zki  mogą  być  zapisane
w  ukł adzie  odniesienia  dotyczą cego  nieodkształcanej  powłoki.  Jeś li  chodzi
o  równania  fizyczne,  to  praca  ogranicza  się   do  czysto  fenomenologicznego
opisu  bez  wchodzenia  w  przyczyny  zjawisk  niesprę ż ystych  i  termodynamikę
procesów  nieodwracalnych  odkształ ceń.

2.  Zwią zki  fizyczne

1.2. Zachowywanie  się  materiału  w  procesie jego obcią ż ania zależy  od mecha-
nicznych  własnoś ci  tego  oś rodka. D la opisania jakiegokolwiek  procesu odkształ-
cenia  niezbę dna jest  znajomość  aktualnego prawa fizycznego  (równania  stanu)
materiał u,  a  wię c  równania  tensorowego

(2.1)  / ( ffy,  atJ,  ć fy,  ..., eiJ>  ś y,  eu,  ...,  T, t) =   0,  / ,/  =  1, 2, 3,

wią ż ą cego  naprę ż enia  ffy,   odkształcenia  ey,  ich  pochodne  czasowe,  tempera-
turę   T  oraz czas  t,  jeś li  wymagane  jest uwzglę dnienie  historii procesu explicite
(por.  A.  M .  FREUDENTHAL i  H .  GEIRINGER  [36a],  I .  I .  GOLDENBLAT  [42a],

Podstawowe  modele  matematyczne  opisują ce  odkształcenie  oś rodków  nie-
sprę ż ystych  moż na  podzielić  na  dwie  grupy  dotyczą ce  odpowiednio lepkiego
bą dź  plastycznego  zachowywania  się   materiału.  W  przypadku  materiału  lepko -
sprę ż ystego  współ czynniki  wystę pują ce  w  (2.1)  przy  składowych  tensorów
dynamicznych  i  kinematycznych  są   stałymi  materiałowymi,  tzn.  są   niezmien-
nicze wzglę dem  zmian intensywnoś ci  wielkoś ci  dynamicznych i kinematycznych.
Oznacza  to,  że  dowolnie  małemu  naprę ż eniu oś rodka  towarzyszą   zawsze  zja-
wiska  lepko- sprę ż yste.

Zachowanie  się   materiału  sprę ż ysto- plastycznego jest  odmienne.  Może  on
przenieść  naprę ż enie  o pewnej  intensywnoś ci  bez  wystą pienia  odkształceń nie-
odwracalnych  (plastycznych).  Warunkiem  koniecznym  do pojawienia  się   nie-
odwracalnych  odkształ ceń jest  spełnienie  warunku plastycznoś ci

<P(ffy)  «  k,
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bę dą cego  dla  materiał ów  izotropowych  funkcją  skalarną  tensora  naprę ż enia.
Wystę pują ca  w  (2.2)  stała k jest  moduł em plastycznoś ci oś rodka  i  definiuje  jego
(skalarną)  cechę  plastycznoś ci.  D la materiał ów  idealnie  plastycznych  zachodzi
ponadto  0  = 0,  podczas  gdy  materiały  charakteryzują ce  się  wzmocnieniem
plastycznym mają  <Ż>  > 0. Skoro  dla materiału plastycznego  speł niony być  musi
warunek  (2.2),  to  staje  się  oczywiste,  że współ czynniki  pojawiają ce  się  przy
skł adowych  tensorów  wchodzą cych  do prawa  fizykalnego  (2.1) nie mogą już
być  stał ymi  materiał owymi.

2.2. W zagadnieniach  lepko- sprę ż ystoś ci wyróż nia  się teorie liniowe i nieliniowe
w  zależ noś ci  od  tego,  czy  skł adowe  odpowiednich  tensorów  wystę pują cych
w  (2.1)  pojawiają  się tam w  liniowej  czy też  nieliniowej  postaci.  Za  ogólnie
obowią zują cą  zasadę  przyjmuje  się  «lepką»  nieś ciś liwość  oś rodka,  a więc  brak
zjawiska  lepkoś ci  obję toś ciowej,  tzn.  e£ = 0.

Ogólna  postać  prawa  fizykalnego  dla liniowej lepko- sprę ż ystoś ci  zapisywana
jest w nastę pują cej  postaci [36a]

(2.3)  Poy = 2G Q ey + y (ZKP- 2GQ)ekk6iJ- 3aKP  Tdijt

gdzie  P  oraz Q są  liniowymi  operatorami  róż niczkowymi:

8  8"  8  8'"

?  + + +   Q  b + b + + b
(2.4) _ + . . . + _
Współ czynniki a;,  bt wystę pują ce  w (2.4) są okreś lonymi  kombinacjami  rzeczy-
wistych  stał ych materiał owych, G oraz K z równania  (2.3) przedstawiają  moduły
ś cinania  i  odkształ cenia  obję toś ciowego,  T  oznacza,  przyrost  temperatury
wzglę dem  temperatury  odniesienia,  a  natomiast  jest  współ czynnikiem roz-
szerzalnoś ci  cieplnej.

Ograniczając  się do  szczególnych  form  operatorów  (2.4) uzyskuje  się  od-
powiednie  prostsze  modele  ciał   liniowo- lepko- sprę ż ystych.  Najprostszymi
modelami  są  te,  które  zawierają  jedynie  tensory  naprę ż enia  i  odkształ cenia
oraz  ich pierwsze  pochodne wzglę dem  czasu.  Tak np. gdy

(2.5)  P =  l ,

otrzymuje  się  najprostszy  model  ciała  charakteryzują cego  się  opóź nieniem
sprę ż ystym (model Kelvina). Wystę pują ca  w  (2.5) wielkość  y\ jest cechą materia-
ł ową,  mianowicie  moduł em  lepkoś ci  postaciowej  (ś cinania).  Analogicznie
najprostszy  model  ciała  wykazują cego  peł zanie  liniowe  i  relaksację  (model
Maxwella)  otrzymuje  się przy  nastę pują cej  postaci  operatorów (2.4)

(2.6)  P

2.3.  Zwią zki  liniowej  lepko- sprę ż ystoś ci  pozwalają  na uwzglę dnienie w  aktu-
alnie  rozpatrywanym  procesie  odkształ cenia tych  zjawisk,  których  konstrukcja
była poddana w przeszł oś ci. Jeś li  np.  w chwili r  obcią ż enie  wywoł ało okreś lone
odkształ cenie,  to  w  chwili  t > r  konstrukcja  wchodzi  do  nowego  procesu
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odkształ cenia  «pamię tając » proces poprzedni. Tak wię c  dla  opisania  aktualnego
procesu  odkształ cenia należy  znać  funkcję   okreś lają cą   pamięć  materiału, która
może  być  odmienna  dla  ś cinania  i  ciś nienia  hydrostatycznego.  Stan odkształ-
cenia  lub  naprę ż enia  w  czasie  t,  wywołany  nagłymi, niezależ nymi  oddziały-
waniami  w  chwilach  r,  może  być  przedstawiony  w  postaci  całki  obejmują cej
wszystkie  chwilowe  przyrosty.  Otrzymuje  się   wówczas  tzw.  zwią zki  Boltz-
manna,  które  dla  odkształ ceń  (pełzania) mają   postać

(2.7)  2GeiJ  =   JqtjUt- Aeyth+ it,  jq>2(t—r)akkdr,

gdzie  (px,  <p2 oznaczają   funkcje  pamię ci  (dziedziczenia).  Analogiczne  zwią zki
otrzymuje  się   dla  naprę ż eń  (relaksacji)  (por. Ju. N.  RABOTNOW  [99a],  A. M.
FREUDENTHAL  [36a],  R.  BLAN D  [12a]).  Zależ noś ci  typu  (2.7)  są   równoważ ne
przedstawieniu  ciała  lepko- sprę ż ystego  w postaci (2.3). Funkcje pamię ci są  w tym
przypadku  odpowiednio  zależ ne  od  współczynników  w  operatorach  (2.4).

Zależ noś ci  typu  (2.7)  mogą   być  traktowane jako  zwią zki  definiują ce  pełzanie
i  relaksację   również  dla  zjawisk  nieliniowych.

Istnieje  kilka  uproszczonych  teorii  pełzania  wykorzystują cych  koncepcję
funkcji  pamię ci.  Uproszczenia  dotyczą   głównie  matematycznej  postaci  funkcji
<px,  cp2 i  ich  liczby.  W  teorii,  której  prawo  fizykalne  ma postać

(2 8)  e  = i+ ^- cr  &   a  & -   [a  — (K +K)8x + d  ('—*
E(t)  ^(f)   *   dx  lJ  J  8x

ta  t„

gdzie

1  - jj-.

K I { T ,  t)  =  —  - \ - q>(T,  i),  K^z,  t)  =  - =  - H v p ( T,  t),vi>   "a s^  z aś  współczynnikami Poissona odpowiednio dla odkształceń sprę ż ystych
i  odkształ ceń  peł zania, E  jest  modułem  Younga;  tylko  jedna  funkcja  pamię ci
(p  okreś la odkształ cenie oś rodka  (N.  C H. ARUTUNIAN   [6a].) Funkcję  tę  dla betonu
przyjmuje  się   zwykle  w  nastę pują cej  postaci:

<p(r,t)   -   (C0+Alr)[l- en<*- %

gdzie  Co,  A  oraz  y  są   stał ymi  materiałowymi,  okreś lonymi  na  podstawie  od-
powiednich  doś wiadczeń  (por. N. C H. ARUTUNIAN   [6a], A.  R. RŻ ANICYN   [106a],
I .  I .  GOLDENBLAT [42a]),

Rozwią zywanie  konkretnych problemów  brzegowych  w  teorii  liniowej  lepko-
sprę ż ystoś ci jest uł atwione przez moż liwość wyeliminowania  zależ noś ci  zwią zków
(2.3) od czasu  na drodze  transformacji Laplace'a.  Rozwią zanie  problemu  lepko-
sprę ż ystego  otrzymuje  się   wówczas  w  zależ noś ci  od  rozwią zania  analogicznego
problemu  brzegowego  liniowej  sprę ż ystoś ci  (por.  T.  ALFREY  [4a],  E. H.  LEE
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[70a]).  Analogia  spreż ysto- lepko- spr czysta  prowadzi  ponadto  do  praktycznie
waż nego  wniosku,  że  naprę ż enia  lepko- sprę ż yste  są  równe  zeru  tam, gdzie  są
one  równe  zeru  w  zadaniu  liniowo- sprę ż ystym.  Analogiczny  wniosek  odnosi
się  również  do  pól  przemieszczeń.  Oznacza  to, że  w  konstrukcji  liniowo- lepko-
sprę ż ystej  (przy  ustalonym  obcią ż eniu)  nie  zachodzi  redystrybucja  naprę ż eń .
Ten oczywisty wniosek  wynikają cy  zresztą  bezpoś rednio z  (2.3) jest  szczególnie
waż ny  dla zastosowań.

2.4.JfPonieważ  wię kszość  materiał ów konstrukcyjnych  nie  speł nia  postulatów
liniowej  teorii  lepko- sprę ż ystoś ci,  zostały  sformuł owane teorie nieliniowej lepko-
sprę ż ystoś ci.  Najprostsze  z  tych  teorii  zachowują  w  równaniu  (2.1)  tylko  na-
prę ż enia i szybkoś ci  odkształ ceń, tzn. przedstawiają  peł zanie materiału  w postaci

(2- 9)  Ę =f{ou),  *„ «*$+ * &
i  są  teoriami pł ynię cia, ponieważ  zawierają  explicit e  tylko  naprę ż enia  i  prę dkość
odkształ cenia.  W  wię kszoś ci  zagadnień  praktycznych  odkształ cenia  sprę ż yste
mogą być uważ ane za małe w porównaniu z cał kowitymi odkształ ceniami peł zania.

W  zależ noś ci  od  szybkoś ci  narastania  odkształ ceń peł zania w  czasie  wyróż-
nia  się  procesy  peł zania  nieustalonego,  ustalonego  (stacjonarnego) i  peł zania
przyś pieszonego,  zakoń czonego  zniszczeniem  elementu.  Jeś li  niezmienniczą
wielkość  0  =   e,j £,-j  przyjąć  jako  charakterystyczną  wielkość  dla  peł zania
w  zał oż onym procesie  naprę ż enia, to wymienione  trzy  typy  peł zania zdefinio-
wane  są  kolejno  zależ noś ciami

(2.10)  - TaieuBiM—  0,  Ę  =  O,  eg  SJ 0.

Skalarna  funkcja  0  — ey ey  okreś lana jest  doś wiadczalnie  (por. R.  W.  BAILE Y

[9a],  F. K. G.  ODQVIST  [8la, b],  I .  F IN N IE  [33a], F. K.  G. ODQVIST  i  J.  H U LT

[82a]).
2.5. Wię kszość  studiów  analitycznych  odnoszą cych się do  nieliniowej  lepko-

sprę ż ystoś ci  dotyczy  zagadnień peł zania  ustalonego.  Wobec  zał oż enia o  lepkiej
nieś ciś liwoś ci  prawo  fizyczne  stacjonarnego  peł zania  (por.  F. K. G.  ODQVIST

[81 a])  moż emy  zapisać  w  nastę pują cej  postaci:

(2.11)  Ś y=  / (ffy)  S,j,  S;j  =  (Ty -   (1 / 3) akk  ó,j,

gdzie  /(ffy)  jest  skalarną  funkcją  skł adowych  stanu  naprę ż enia.  Wś ród  teorii
stacjonarnego  peł zania  dużą  popularność  zdobyła  wykł adnicza  zależ ność  e  =
=   kan

a  (w  jednowymiarowym  stanie  naprę ż enia).  Najprostszą  niezmienniczą
postacią  tej  zależ noś ci  uogólnionej  na  zł oż one stany  naprę ż enia  jest  zwią zek

(2.12)  (ey Sijfl  =   B(su  Sij)'^,  en  =  0.

Przy  takiej  zależ noś ci  niezmienniczej  mię dzy  dewiatorami  prawo  fizyczne
(2.11)  przybiera  nastę pują cą  postać:

(2.13)  Śy  =   B(SiiiSki)
  2*   S;j,

gdzie  B  oraz  n  są  stał ymi  materiał owymi,  przy  czym  n  jest  dodatnią  liczbą
cał kowita,  a  B  może  zależ eć  od  czasu.  Mię dzy  zwią zkami  teorii  ustalonego
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peł zania  a zależ noś ciami  nieliniowej  sprę ż ystoś ci  wystę puje  oczywista  analogia.
Ta  analogia speł zanie — nieliniowa sprę ż ystoś ć )) (N. J. H OFF  [54a]) jest przydatna
przy  poszukiwaniu  przybliż onych  rozwią zań,  ponieważ  udostę pnia do  stosowa-
nia  odpowiednio  zmodyfikowane  twierdzenia  wariacyjne  nieliniowej  sprę ż y-
stoś ci.

N ieliniowość zwią zków  fizykalnych  (2.13) stanowi  poważ ną przeszkodę w uzy-
skiwaniu  zamknię tych rozwią zań zagadnień peł zania. Aby czę ś ciowo te trudnoś ci
obejś ć, zaproponowano prawa  fizyczne  w postaci zwią zków  mię dzy  najwię kszymi
naprę ż eniami  stycznymi  a  przyrostami  odkształ ceń  postaciowych.  Otrzymuje
się  wówczas  zależ noś ci  typu  śj — kj  =  f(jxl—cr/ )(ff;  — <Xj) n,  (i,j  =  1,2,3),  co
pozwala  na korzystanie  z  metod  odcinkowo- liniowej  plastycznoś ci  do  zagad-
nień  stacjonarnego  peł zania  (por. A. M. W. WAH L  [124a], W. I .  ROZENBLUM
[102b]).

2.6. Z problemami  nieliniowego  peł zania zwią zane  jest  zjawisko wyboczenia
{peł zają cego». Charakteryzuje  się ono  tym,  że w  skoń czonym  czasie  prę dkoś ci
odkształ ceń wzrastają  nieograniczenie (przy ustalonym obcią ż eniu). Odpowiednia
wartość  czasu  okreś lana jest jako  czas krytyczny.  Omawiane zjawisko wyboczenia
jest  odmienne od klasycznych  zjawisk  utraty  statecznoś ci.  N ie  może  ono wy-
stą pić  w  przypadku  lepko- sprę ż ystoś ci  liniowej,  gdyż  speł nienie  warunku
E,j —•   oo nie jest  moż liwe w skoń czonym  okresie  czasu.

2.7.  Wś ród  nieliniowych  teorii  lepko- sprę ż ystoś ci  wyróż nić  moż na  również
takie, które postulują  bezpoś rednią  zależ ność mię dzy naprę ż eniami i odkształ ce-
niami a czasem  explicite,  tzn. £y = e5+ / y(cfy,  i), przy  czym zwykle  przyjmuje
się / (cry,  t) asa Fty^SijSij)".  Poważ nym  zastrzeż eniem  teoretycznym w stosunku
do  tych  proporcji jest  wł aś nie  ich jawna  zależ ność od czasu,  wzglę dem  którego
zwią zki  fizykalne  powinny  być niezmiennicze.

N .  C H.  ARUTUNIAN  [6a] rozwinął   nieliniową teorią dziedziczenia,  analogiczną
do  przedstawionej  równaniem  (2.8),  lecz  uwzglę dniają cą  dodatkowo  okreś lone
niezmiennicze  zwią zki  mię dzy  dewiatorami  naprę ż enia  i odkształ cenia.

2.8.  W grupie  teorii  dotyczą cych plastycznego  zachowywania  się materiał ów
rozróż nić  należy  dwie  gł ówne  tendencje. W jednej  z nich prawo  fizyczne  sfor-
muł owane jest  jako  bezpoś rednia  zależ ność  mię dzy  naprę ż eniami a  odkształ ce-
niami.  Teorie  posł ugują ce  się  zależ noś ciami  tego  typu  znane  są  jako  teorie
(mał ych)  odkształ ceń  spreż ysto- plastycznych  («teorie odkształ ceniowe*).  Druga
tendencja  zapisywania  prawa  fizykalnego  oś rodka  plastycznego  w  postaci
zależ noś ci  mię dzy  naprę ż eniami  a  przyrostami  odkształ ceń  uwidacznia  się
w  teoriach plastycznego pł ynię cia  («teorie przyrostowe »). W obydwu  przypadkach
musi  być speł niony  dodatkowo  warunek  (2.2), jeś li  ma się pojawić  nieodwra-
calne  odkształ cenie  efj  (por.  R.  H I LL ,  [47a], W.  PRAGER  i P. G.  HODGE  [97a]).

2.9.  Równanie  fizyczne  teorii  mał ych  odkształ ceń  sprę ż ysto- plastycznych
wią że  bezpoś rednio  dewiatory  naprę ż enia  i  odkształ cenia.  Dla  procesu  obcią-
ż ania  odpowiednie  zależ noś ci  mają  postać  (por.  A. A.  ILIUSZI N [58d]

(2- 14)  su  =   2G(l- ę l2G)etJ,  atl =
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a  odcią ż anie  odbywa  się  czysto  liniowo- sprę ż yś cie.  Wystę pują ce  w  (2.14)
<p  oznacza skalarną  funkcję  współ rzę dnych fizycznych,  przy  czym <p  >  0 w pro-
cesie  obcią ż ania  oraz  cp = 0 przy  odcią ż aniu.  Postać  tej  funkcji  zależy  od aktu-
alnie obowią zują cego  warunku  plastycznoś ci  (2.2). Poprzez ę  warunek  plastycz-
noś ci  wchodzi  do prawa  odkształ cenia. Tak wię c,  gdy  <£(%) = %,  % =  2k?
(gdzie  k  oznacza  granicę  plastycznoś ci  przy  czystym  ś cinaniu),  to  cp =   2G—
— Ikjeij  e^y12.  Ponieważ  ę  jest  funkcją  skalarną,  równanie  tensorowe  (2.14)
narzuca  wspólosiowość  dewiatorów  naprę ż enia  i  odkształ cenia w  cią gu  cał ego
procesu  odkształ ceń  plastycznych.  Stąd  wniosek,  że  posł ugując  się  prawem
fizycznym  (2.14)  (równania Hencky'ego- Uiuszina), otrzymać moż na  rozwią zanie
problemu brzegowego,  jeś li  proces obcią ż enia  zapewnia niezmienność kierunków
gł ównych. W zagadnieniach powł ok warunek ten może być speł niony tylko  w wy-
ją tkowych  przypadkach, gdyż dopuszcza  on tylko  taką  redystrybucję  sił  wewnę-
trznych, która nie zmienia kierunków  gł ównych naprę ż eń i odkształ ceń.

2.10.  Równanie  fizyczne  teorii  plastycznego  pł ynię cia  wią że  bezpoś rednio
skł adowe  tensora  naprę ż enia  i  tensora  przyrostów  (prę dkoś ci)  odkształ ceń,
a  mianowicie

(2.15)  k,j =  &y+ i t f/ 2<7,  efi = 0,  att  =   3Ksh.

Wystę pują ca  w  (2.15)  1 jest  funkcją  skalarną  podlegają cą  wyznaczeniu  z wa-
runku  plastycznoś ci  (2.2).  Jeś li  rozpatrywać  materiał   sztywno- pł astycznyr,  tzn.
gdy  odkształ cenia sprę ż yste  mogą  być uważ ane  za  małe  w  porównaniu  z pla-
stycznymi,  to  zachodzi  eu  = 0,  a  odpowiednie  prawo  fizyczne  nazywane
prawem  pł ynię cia  przyjmuje  postać

(2.16)  si] =  hu,

okreś laną  jako  zwią zki  Levy'ego- Misesa.  Formalnie przypominają  one równania
nieliniowego  peł zania,  przedstawione  zwią zkami  (2.13).  Reprezentują  one  je-
dnak  zupeł nie  odmienne  zjawiska,  ponieważ  dla  materiału  plastycznego
dodatkowo  zachodzi  warunek  plastycznoś ci  (2.2).  Jeś li  np.  0  =   SySy =   2fta,
to  X =   (e,- j- efJ- /2&2)1/a,  a  tym  samym  róż nica  pomię dzy  zależ noś ciami  (2.13)
i  (2.16)  jest  widoczna.

2.11.  Zwią zki  teorii  plastycznego  pł ynię cia  stanowią  podstawę  teorii  noś -
noś ci granicznej  konstrukcji  (por. W.  PEAGER  [96  a,  b], P. G.  H OD GE  [49 f]

oraz  [111 a]) i  teorii  optymalnego  kształ towania  konstrukcji  plastycznych.
Przez  odpowiednie  kombinacje  zwią zków  fizycznych  dla  oś rodków  sprę ż ys-

tych,  lepkich  i plastycznych  otrzymuje  się bardziej  zł oż one  modele  ciał   niesprę-
ż ystych.  Takie zł oż one  modele  nie  były  jednak  jeszcze  stosowane  do  analizy
zagadnień  naprę ż enia  i  odkształ cenia  powł ok.

3.  Zał oż enia  teorii  powł ok

3.1.  D la  kompletnoś ci  przedstawienia  omawianych  zagadnień  wydaje  się
niezbę dne  przytoczenie  podstawowych  zał oż eń  teorii  cienkich  powł ok (por.
[34a]).  Przypuś ć my,  że  począ tek  prostoką tnego  ukł adu  współ rzę dnych  Xt
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(i  =   1, 2, 3)  umieszczony  jest  na  ś rodkowej  powierzchni  powł oki w  ten  spo-
sób,  że  * 3  jest  skierowana  wzdł uż  zewnę trznej  normalnej  do  tej  powierzchni.
Przy  zał oż eniu aaa =   0, stan naprę ż enia w powł oce zostaje  jednoznacznie  okreś-
lony  przez pięć skł adowych tensora naprę ż enia, mianowicie a  ̂ i <r ai  (a/S =  1,2).
Jeś li  grubość  1H  powł oki  jest  mała  w  porównaniu  do  jej  gł ównych  promieni
krzywizny  (tzn.  2H[Q'X  <4 1),  to  stan  naprę ż enia  może  być  okreś lony  w  zależ-
noś ci  od  naprą ż eń  wypadkowych,  zdefiniowanych  nastę pują co:

H  H  H

(3.1)  NxP =  J  asfidxs,  Mxfi  =   J  o*i,xadxs,  Q*=   J  aaidx3.
- H  - H  - H

Przedstawiają  one  odpowiedni  tensor  sil  bł onowych iVa/J,  tensor  momentów
Map  oraz wektor  sił  poprzecznych  O;.  W  ten sposób  stan naprę ż enia w powł oce
o  okreś lonej  gruboś ci  został  sprowadzony  do stanu wypadkowego,  odniesionego
do  ś rodkowej  powierzchni  powł oki  nicodkształ conej.

3.2.  Jeś li  wydł uż enia  i  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej  oznaczyć  odpo-
wiednio  przez  Xap i  aaP,  to  stosowane  w  teorii  powł ok  zał oż enie  o prostych nor-

malnych  pozwala  okreś lić  stan  odkształ cenia  dowolnej  warstwy  w  zależ noś ci
od  Xaji  i  tcap. Odpowiednie  zwią zki  mają  postać

(3.2)  Bap  =   Aap- \ - x3xap,  £33  =  0.

Wielkoś ci  lap  i  xap wyraż ają  się  z kolei  przez  przemieszczenia  stosownie  do zna-
nych  zwią zków  mię dzy  przemieszczeniami  a odkształ ceniami. Warunek  ea3 = 0
oznacza,  że  nie  są  dopuszczone  odkształ cenia  wywoł ane sił ami poprzecznymi.
Ponieważ  ukł ad  odniesienia  jest  zwią zany  z  nieodkształ coną  powierzchnią
ś rodkową,  a  więc  niezmienny  w  czasie,  to  przez  odpowiednie  róż niczkowanie
wzglę dem  czasu  z  równania  (3.2)  otrzymuje  się  analogiczne  zwią zki  również
mię dzy  prę dkoś ciami.  Stosownie  do  przytoczonych  zał oż eń teorii  cienkich  po-
wł ok  wyraż enie  na  energię  odkształ cenia  redukuje  się  do  nastę pują cej  postaci:

HH

\   C  1
(3.3)'  F =  y  J  ff,jeiJdx3  =  - j

r

J
rr

Podobnie  jednostkowe  rozpraszanie  energii  wyraża  się  w  zależ noś ci  od  sił
wewnę trznych  i  prę dkoś ci  odkształ cenia  powierzchni  ś rodkowej  powł oki.

3.3.  Wobec  posł ugiwania  się  wielkoś ciami  (3.1)  również  zwią zek  fizykalny
dla  powł ok  powinien  wyraż ać  się w zależ noś ci  od  Map, Nxp, Qa  oraz  xap, Xap,  s„3

i  ich  pochodnych  wzglę dem  czasu.  Odpowiednia  dla  powł ok  postać  zwią zku
(2.1)  jest  więc  nastę pują ca:

(3.4)  f{Nap,Ńap,  ...,Mxp,...,^p,  . . . , * , „ ,  . . . , T ,  0  =  0.

D la  materiał ów wykazują cych  cechę  plastycznoś ci  należy  również  odpowied-

nio  przekształ cić równania plastycznoś ci  (2.2)  do postaci

(3.5)  F(Nxp,  Map)  =   const,
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jeś li  pominąć  wpływ  sił   poprzecznych  na  uplastycznienie  elementu powłoki.
Jak widać z porównania zależ noś ci  (2.2) i  (3.1), sprowadzenie  warunku  plastycz-
noś ci  do postaci  (3.5) nastę puje  na drodze pewnej  transformacji  całkowej, zwią -
zanej  ze  zmianą   wymiarów  przestrzeni.

4.  Liniowa  lepko- sprę ż ystość

4.1.  W  zwią zku  z  założ eniem o  płaskim  stanie  naprę ż enia  warstw  powłoki
i  wobec ff33 =  0  równanie  fizykalne  (2.3)  przy  pominię ciu  członu  termicznego
sprowadza  się   do  nastę pują cej  postaci

(4.1.)  Ptf̂  =  2 f? Q [ ^ + - |g~ g^ - e „ ^ ],  o, j8 -   1, 2,

gdzie  operatory P  i Q  są   okreś lone  zależ noś ciami  (2.4).  Wykorzystując  w  (4.1)
założ enie  o  prostych  normalnych  otrzymuje  się

(4.2)  P aaP =  2GQ [KP+

gdzie  A  =  (3?«P  — 2G Q)/ (3*P +  4G Q).  Jeś li  ponadto  wprowadzić  de-
finicję   sił   wewnę trznych  (3.1)  oraz  wzią ć  pod  uwagę   niezależ ność  operatorów
P  i Q od współ rzę dnych przestrzeni  fizycznej,  to otrzymuje  się   nastę pują cą   po-
stać  zwią zków  mię dzy  siłami  wewnę trznymi  a  odkształ ceniami  powierzchni
ś rodkowej  powłoki'-

(4.3)

(4.4)  y

Z  powyż szych  zależ noś ci  widać,  że  siły  błonowe  powodują   w  materiale  li-
niowo  lepko- sprę ż ystym  tylko  wydłuż enia  powierzchni  ś rodkowej,  a momenty
wywołują   tylko  jej  zakrzywienia.  Tak  wię c  rozkład naprę ż eń po gruboś ci  ulega
jedynie  zmianie w  czasie,  nie nastę puje  natomiast ż adna  redystrybucja sil pomię -
dzy  momentami  i  siłami błonowymi.

4.2. Zależ ność  zwią zków  (4.3)  i  (4.4)  od  czasu  może  być  usunię ta  poprzez
zastosowani•?  transformacji  Laplace'a.

co

u*(x,s)=  f  e- "u(x,t)dt,  (por.  np.  [36a],  [12a]).
b

Wówczas  otrzymuje  się

(4.5)  N*p  =  4HGQ(s)  P - 1 (i) [K*„+A(s)X* n ó^],

(4.6) f
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pod  warunkiem,  że  dla  t  =  0  powłoka  znajduje  się   w  spoczynku.  Zwią zki
(4.5)  i  (4.6)  są   formalnie  identyczne z odpowiednimi  zależ noś ciami  dla powłok
liniowo  sprę ż ystych.  Róż nica  sprowadza  się   do  «stałych»  materiałowych, które
w  przypadku  lepko- sprę ż ystoś ci  zostają   sprowadzone  do  tzw. ^stowarzyszonych
modułów»  (por.  P.  M.  NAGHDI   i  W.  C.  ORTHWEIN   [77a]).

Jeś li  poddać  transformacji  również  pozostałe  równania  (tzn.  dynamiczne
i  kinematyczne oraz warunki  brzegowe),  to zagadnienie analizy  rozpatrywanych
powłok  lepko- sprę ż ystych  sprowadza  się   do  rozwią zania  odpowiedniego
problemu  sprę ż ystoś ci  liniowej.  Tak  wię c  gdziekolwiek  znane  jest  rozwią zanie
stowarzyszonego  zadania  sprę ż ystego,  wynika  tylko  problem  dokonania  trans-
formacji  odwrotnej,  co  jednak  na  ogół   nie  jest  ł atwe.

Liczba  dotychczas  dostę pnych  rozwią zań  konkretnych  zagadnień  teorii
powłok  lepko- sprę ż ystych  jest  niewielka.  P. M .  NAG HDI   i  W.  C.  ORTHWEIN

[77a]  analizowali  zachowanie  się   płaskiej  powłoki  kulistej  poddanej  działaniu
obrotowo  symetrycznego  obcią ż enia  dowolnie  zmieniają cego  się   w  czasie.
D la uzyskania  rozwią zań odnoszą cych się  zarówno do powłok wykazują cych  opóź-
nienie  sprę ż yste,  jak  i wykazują cych  liniowe  pełzanie zastosowali  oni  podwójną
transformację   (tzn.  Laplace'a  z  nastę pują cą   po  niej  transformacją   Hankela),
co  pozwoliło  na  odwrócenie  otrzymanych  zwią zków.  Podano szczegółowe  wy-
niki  odnoszą ce  się   do  obcią ż enia  impulsem  ciś nienia.

4.3.  Analiza  traktują ca  o  zagadnieniach  powłok  dla  ogólnego  modelu  ciała
nie  może  być  na  ogół  przedstawiona  w  takiej  postaci,  która  pozwoliłaby  inż y-
nierowi  na  iloś ciową   ocenę   zjawisk.  Dla  tych  celów  warto  przeprowadzić
rozważ ania  odnoszą ce  się   do  najprostszych  modeli  ciał   liniowo- lepko- sprę ż y-
stych.

Rozpatrzmy  powłokę   wykonaną   z  materiału  wykazują cego  opóź nienie  sprę -
ż yste, a poddaną   dział aniu ustalonego  obcią ż enia.  D la takiego  oś rodka operatory
P, Q  mają   postać  (2.5).  Przy  ustalonym  obcią ż eniu  prowadzi  to  do  zwią zku
fizykalnego  stj  =  2G ey+ 2?7el7, podczas gdy  zmiana obję toś ci  jest  natychmiasto-
wa  i  czysto  sprę ż ysta,  ei(  =  aitj3K.  Całkowanie  prawa  odkształcenia  przy
zerowych  warunkach  począ tkowych  dla  dewiatorów  odkształcenia  prowadzi
do  wyniku  eu-  =  (1—e~''"G)(sijl2G).  Jeś li  tę   zależ ność  przedstawić  w  postaci
właś ciwej  powłokom,  otrzymuje  się   zwią zek

(4.7)  eafl = _ ( l_e- «' / G ) |f f a / I _  y c r ^ J  +  ^ e r , , ^,

a  po  wykorzystaniu  definicji  sił  wewnę trznych  (3.1)  nastę pują cą   postać  zależ-
noś ci  fizycznej:

(4.8)  2maP  = - L ( l -e- W )( # „ , -   I jV w3„ ) +  ~Nr/   ba,

i  analogiczną   ł ą czą cą   tensory  momentów  i  krzywizn.
Jest  widoczne,  że  z  wyją tkiem  czysto  sprę ż ystego  odkształcenia  obję toś cio-

wego  wszystkie  składowe  tensora  odkształcenia  wzrastają   dą ż ąc  do  wartoś ci
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odpowiadają cych  powłokom  sprę ż ystym.  Dla  materiałów  nieś ciś liwych  a  wy-
kazują cych  opóź nienia sprę ż yste  na ś cinanie otrzymuje  się  nastę pują ce  wyraż enia
na  składową   promieniową   i  składowe  styczne  wektora  przemieszczeń:

Analogicznie  dla  powłok z  nieś ciś liwego  materiału wykazują cego  liniowe peł -
zanie  otrzymuje  się   odpowiednio

przy  czym  wE,  lĘ   oznaczają   czę ść  sprę ż ystą   przemieszczenia.  Zależ noś ci  typu
(4.10)  posłuż yły  do  sformułowania  przybliż onych  teorii  pełzania  konstrukcji
betonowych  i  ż elbetowych  (W. H.  GLANVILL E  [41a]).  Teorie  te  zakładają,
że  czasowo  zależ na  czę ść  pól  naprę ż eń  i  odkształceń ma  tę   samą   konfigurację
przestrzenną   co  i  odpowiednie  wielkoś ci  sprę ż yste,  tzn.  w  przypadku  powłok
otrzymuje  się   zależ noś ci  Map  =   M^<p(t), ua  — u%cp(t)  itd  (por.  H.  MUGURUMA

[76a]);

Ogólne  zależ noś ci  mię dzy  wielkoś ciami  dynamicznymi  a  kinematycznymi
dla  powłok lepko- sprę ż ystych  analizowali  I .  I .  GOLDENBŁAT i  N. A.  N IKOŁA-

JENKO  [43a, b],  W.  NOWACKI   [80a], a dla  ortotropii I . E.  PROKOPOWICZ  [98a].
E.  TUN GL  [122a]  rozpatrzyła  problem  «przeskoku»  dla płaskiej  powłoki  lepko-
sprę ż ystej  wykazują cej  peł zanie i opóź nienie  sprę ż yste  (model  «standardowy»).
Uwzglę dnienie geometrycznej nieliniowoś ci zwią zków  pomię dzy  odkształ ceniami
a  przemieszczeniami  prowadzi  do  efektu  przeskoku,  który  dla  materiału o  ce-
chach lepkich pojawia  się  przy  mniejszych  intensywnoś ciach  nagle przyłoż onego
ciś nienia  niż  dla  powłoki  idealnie  sprę ż ystej.  Problem przeskoku  dla  elementu
powłoki  walcowej  rozpatrywał   Z.  BYCHAWSKI   [14a].

4.4.  Wś ród  teorii  postulują cych  prawo  fizyczne  w  postaci  (2.7)  najszersze
zastosowanie  znalazła  teoria  posługują ca  się   funkcją   pamię ci  q> —  (C0- \ - A/ r)x
x  [1 — e~y)t~T)'\ ,  postulują ca  ponadto  liniową   proporcjonalność  pomię dzy  od-
kształceniami  podłuż nymi  i  poprzecznymi  w  całym  procesie  peł zania  (N. Ch.
ARUTUNIAN   [6a]).

W  przypadku  teorii dziedziczenia  zwią zek  mię dzy  naprę ż eniami  a  odkształ-
ceniami  w  każ dej  warstwie  powłoki  przyjmuje  nastę pują cą   postać:

(4.11)  etp  =  ^- JLandall-   f  K { t > r ) ^ ± ^ ^ a y y d

— oo

gdzie K  = —dKx\dt,  co w konsekwencji  założ eń teorii powłok prowadzi  do  rów-
nania

2  VS  ''M«l>  " ^ 7  X  f  VI*  \ [Mafi  M

m  ^ f 5  J  K{t)\^f
(4.12)  - mx ̂ = - ^.- v- f- 5at- ~  J  K{t,
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Analogiczną   zależ ność  do wią ż ą cej  momenty z krzywiznami  otrzymuje się
dla  sił  bł onowych  i  wydłuż eń.  W  przypadku  niezmiennych  obcią ż eń,  jeś li
ponadto  E =  const,  v —  const, pełzanie okreś lone  jest  przez  proste  zależ noś ci

(4- 13)  l

przy  czym  q>(t,  T)  jest  funkcją   pamię ci  danego  materiał u.
Jeś li  posługiwać  się   zwią zkami  (2.8)  bez  upraszczają cego  założ enia, że K2 =

=   vK±,  to  zawarta  w (4.13)  analogia  pomię dzy  pełzaniem a odkształceniami
sprę ż ystymi  nie obowią zuje.  Dla takiego  ogólnego  przypadku  odpowiedni
ukł ad  równań  róż niczkowo- całkowych  problemu  pełzania  przytoczony  jest
w  pracy  [43a]. Dotychczas jednak  nie są  znane ż adne  rozwią zania  problemów
spełniają cych  takie  zwią zki  fizykalne.

Zależ ność  (4.13)  może  służ yć  do przybliż onego  okreś lania  odkształceń
peł zania,  jeś li  znana jest  funkcja  pamię ci  dla  jednoosiowego  stanu  naprę ż enia
oraz znane jest rozwią zanie  problemu sprę ż ystego.  Tego  typu wyniki odnoszą ce
się   do  powłok walcowych  znaleźć  moż na w  pracach  I . I .  GOLDENBLATA i N. A.
NIKOŁAJENKI   [43b]  oraz  E. A.  DAVISA  [20a].

Zachowanie  się   mało  wyniosłej  powłoki  kulistej  analizował   M. R.  FELDMAN

[3la].  Przypadek  nieliniowoś ci  zwią zków  kinematycznych  dla  tego  typu  kon-
strukcji  studiowany  jest  w  pracy  M .  I .  ESTRINA  [29a];  G. S.  GRIGORIAN  [44a]
rozpatrywał   peł zanie  powłoki  ż elbetowej  w  dą ż eniu  do  uzyskania  zwią zków
okreś lają cych  redystrybucję   sił   mię dzy  betonem  i  stalą   w procesie  pełzania.
Mim o  rozpowszechnienia  teorii  dziedziczenia  liczba  opracowań  dotyczą cych
powłok  jest  niewielka.

4- 5.  Ponieważ  temperatura  wpływa  zarówno  na  stałe  materiałowe, jak  i na
zwią zki  pomię dzy  naprę ż eniami  a  odkształceniami,  współcześ nie  obserwuje
się   tendencję   do  analizy  konstrukcji  powierzchniowych  z  uwzglę dnieniem
zjawisk  termo- lepko- sprę ż ystych  dla procesów  statycznych  i dynamicznych.
M .  Ż ÓRAWSKI   [128a] rozpatrywał  zamknię tą  powłokę  kulistą   poddaną  obcią ż eniu
impulsem  cieplnym.  Inne  prace z  tego  zakresu  dotyczą   efektów  termicznych
w  powłokach  gruboś ciennych  [la],  [7a, b],  [48a],  [103a, b].  M. A.  ZADOJAN

[125a]  rozpatrywał  pełzanie walca w  sformułowaniu liniowej  teorii dziedziczenia
traktują c  ją dro  odpowiedniego  równania  całkowego  problemu  jako  zależ ne
od  temperatury w  nastę pują cy  sposób:

K(t,r,T)=  Eoey- J^[9(r,t)e^]

(y,  fi oznaczają  stałe  materiałowe, Eo  moduł   sprę ż ystoś ci  w temperaturze odnie-
sienia).

5.  Peł zanie  ustalone

5.1. W zakresie  zagadnień  nieliniowej  lepko- sprę ż ystoś ci  uwaga  koncentruje
się   dotychczas głównie na problemach pełzania stacjonarnego. Daje ono bowiem
moż liwość  zbadania  takich  specyficznych  cech  niesprę ż ystego  zachowywania
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się  konstrukcji  jak redystrybucja  naprę ż eń  w  stosunku  do  stanu  sprę ż ystego
oraz  wybaczenie  speł zają ce».

Liczba  proponowanych  zwią zków  mię dzy  naprę ż eniami  a  prę dkoś ciami
odkształ ceń  peł zania  jest  znaczna.  Istnieje  szereg  opracowań  przeglą dowych
traktują cych  o tych  zwią zkach  fizycznych  (F. K. G. ODQVIST  [8la],  I .  F IN N I E
[33a]),  o  wyboczeniu  przy  peł zaniu  (N . J.  H OFF  [54b])  oraz  monografie
(L .  M .  KACZANÓW  [63C],  F. K.  G.  ODQVIST  i  J.  H U LT  [82a]),  omawiają ce

zagadnienia  od strony  postaci  funkcji  (2.2) dla  peł zania,  a  zależ noś ci  (2.11)
dla  stacjonarnego  peł zania.

Dla  celów  analizy  peł zania powł ok  niezbę dne  jest  okreś lenie  bezpoś rednich
zwią zków  mię dzy  wielkoś ciami  dynamicznymi  a  kinematycznymi.  Najbardziej
rozpowszechnione  prawo  peł zania e =   k(e)a",  uogólnione na przestrzenny  stan
naprę ż enia,  przyjmuje  w  zadaniu  pł askim  nastę pują cą  postać:

(5.1)  ą ,/i =  B(s

Po  odwróceniu  zwią zków  (5.1) otrzymuje  się  zależ noś ci

(5.2)  aap =   ( Ć B S +  kyy  &„) / J3"(«tf  «„)"• » .

Wobec  zał oż onej  nieś ciś liwoś ci  e„  = 0,  kwadratowy  niezmiennik  stanu  od-
kształ cenia  wystę pują cy  w  (5.2)  może  być  przedstawiony  jako  ś yśy  =
—Kffiae- \ - K*£pp, a po wyprowadzeniu  zał oż enia o prostych normalnych  przyjmuje
on  nastę pują cą  postać:

(5.3.)  SySy =   ?MpXap +  kmkpil  +  ^Xs(XxpKp+X^I)l))+xl(>Cali>Cap+>Caa.Xpp)  =

=   PL+2xsPKL+xtPK  = P.

W  powyż szym  wzorze  przez PL, PKL, PK  oznaczono odpowiednie  niezmiennicze
wielkoś ci  tensorów  kinematycznych  powierzchni  ś rodkowej.  Wykorzystując
zwią zki  (5.3) w  zależ noś ciach  (3.1) otrzymuje  się  nastę pują ce  wyraż enia  na
sił y wewnę trzne:

(5.4)  Ntf

(5- 5)  Maf

gdzie
H

(5- 6)  / , = —  /   p g ^ f a a,  , =  1,2,3,
- H

które  to wielkoś ci  moż na  interpretować  kolejno  jako  uogólnione  pole,  moment
statyczny  i  moment  bezwł adnoś ci  przekroju  powł oki.

Jest  bezpoś rednio  widoczne  z powyż szych  zależ noś ci,  że wszystkie wielkoś ci
dynamiczne  i kinematyczne  są zv ustalonym peł zaniu  wzajemnie zwią zane.  Zależ-
noś ci  te są  bardziej  zł oż one,  niż by to wynikało  z  prostej  superpozycji  stanu
bł onowego  i  gię tnego.  Siły  bł onowe  są  poł ą czone  zarówno  z  wydł uż eniami

4  Mechanika  teoretyczna
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jak  i zakrzywieniami  powierzchni ś rodkowej.  Nie istnieje wię c moż liwość oddziel-
nego  rozpatrywania  stanów  membranowego  i zgię ciowego  z wyją tkiem  bardzo
szczególnych  problemów  brzegowych.

Z  uwagi  na postać  zwią zków  (5.4)- (5.6)  rozwią zanie  problemów  brzegowych
peł zania  w  zamknię tej  postaci  jest  moż liwe  tylko  w  nielicznych  szczególnych
przypadkach.  Na  ogół   stosuje  się   metody  numeryczne  i  wariacyjne.

N ieliniowość  zwią zków  (5.1)  powoduje  istotne  róż nice  w  polu  sił   pomię dzy
rozwią zaniem  dla  liniowej  sprę ż ystoś ci  a  rozwią zaniem  zagadnienia  pełzania.
Róż nice  są   tym  bardziej  wyraź ne,  im  <<wyż sza»  jest  nieliniowość  równania
fizycznego.  Róż nice  obejmują   również,  co  jest  zrozumiałe,  zależ ność  mię dzy
obcią ż eniem  a  przemieszczeniem  powłoki.

5.2.  Badaniu  wpływu  nieliniowoś ci  zwią zku  fizycznego  na pole sił  wewnę trz-
nych  w  powłoce poś wię cona  jest  praca  M. P.  BIEŃ KA  i  A.  M. FREUDENTHALA

[ l la ] .  Analiza  przebiegu  sił  wewnę trznych  w  pobliżu  brzegu  powłoki  walcowej
wykazała,  że  szczyt  momentu  zostaje  (w  porównaniu  do  rozwią zania  liniowo-
sprę ż ystego)  znacznie  zmniejszony  i  zmienia  się   charakter  współpracy  sił
bł onowych  i  momentów przy  przenoszeniu  obcią ż eń.  W.  I .  ROZENBLUM   [102a]
zastosował   metodę   wariacyjną   do  badania  zależ noś ci  pomię dzy  ciś nieniem
a  przemieszczeniem  promieniowym  dla  powłoki  walcowej.  C. R.  CALLADIN E

[lSa]  wyznaczył   dla  pół - nieskoń czonej powłoki walcowej  na drodze całkowania
numerycznego  zasięg  i  przebieg  «efektu  brzegowego».  Zagadnieniom  redy-
strybucji  sił  w  powłokach poś wię cona jest  praca H. PORITSKY'EGO  [95a].

Wyznaczeniem  przemieszczeń  powłok  walcowych  znajdują cych  się   w  stanie
ustalonego peł zania zajmował   się  A.  E.  GEMMA [37a, b], a dla powłok obrotowo-
symetrycznych  L.  M.  KACZANÓW  [63b,  c].  A.  E.  GEMMA  i  J.  T.  WARFIELD

[38a]  wyznaczyli  zależ ność  mię dzy  ciś nieniem  a  przemieszczeniem promienio-
wym  dla  zamknię tej  elipsoidy.

5.3.  Zamknię tą   postać  rozwią zań  problemów  pełzania  moż na  uzyskać  przez
zastosowanie  prawa  fizycznego  w  ((zlinearyzowanej»  postaci.  Linearyzacja  jest
t u  jednak  dosyć  szczególna  i  polega  w  zasadzie  na  uogólnieniu  zwią zku
e =   ka"  na złoż ony stan naprę ż enia nie w  postaci e;j- ey =   B2(SIJSJJ)",  lecz  w  po-
staci  e,-— kj =   B{at  — Oj)"  (i, j  =  1, 2,  3).  Róż nica  tych  podejść  tł umaczy  się
tak, jak  róż nica pomię dzy warunkiem plastycznoś ci Hubera- Misesa a warunkiem
najwię kszego  naprę ż enia  stycznego  (por.  A.  M .  WAH L  [124a],  W.  I .  ROZEN-

BLU M   [102c],  por.  również  C. R.  CALLADIN E  i  D. C.  DRUCKER  [16a]).
Tego  typu  podejś cie  zastosowali  E. T.  ONAT  i  H. YUKSEL  [87a]  do  analizy

peł zania  powłok walcowych,  uzyskując  zamknię tą   postać zwią zku  na przemiesz-
czenia,  oraz  W.  I .  ROZENBLUM   [102e]  przy  rozpatrywaniu  pełzania  powłok
znajdują cych  się   w  błonowym  stanie  naprę ż enia.

5.4.  Zależ ność  (5.1)  moż na  wykorzystać  do  poszukiwania  gruboś ci  powłok
znajdują cych  się   w  stanie  błonowym,  a  charakteryzują cych  się   jednakową
prę dkoś cią   peł zania  we  wszystkich  punktach  powłoki  (tzw.  powłoki  {(równo-
miernego  pelzania»  por.  [63c]).  Wówczas  zachodzić  musi  ê - ey  =  const,
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co  z  kolei  stosownie  do  (2.12)  jest  równoważ ne  warunkowi  Jy% — const.
Wykorzystując  definicję  sił   bł onowych  otrzymuje  się  zależ ność

(5.7)  N^N.,-  (4/9)  JV„JVW  =   Ą HH,

gdzie  c jest  daną stał ą. Ponieważ w stanie bł onowym Naji  jest okreś lone z równań
równowagi,  zależ ność  (5.7)  podaje  zmianę  gruboś ci  powł oki.

5.5.  Jedną  z  charakterystycznych  cech  nieliniowej  lepko- sprę ż ystoś ci  jest
zjawisko  wybaczenia  speł zają cego». Okazuje  się,  że  po  upł ywie  dostatecznie
dł ugiego  okresu  czasu prę dkoś ci odkształ ceń nieograniczenie  wzrastają ,  a  tym  sa-
mym  proces  odkształ cenia staje  się  niestateczny  dla  każ dej  wartoś ci  obcią ż enia
(por.  N.  J.  H OFF  [56b,  c],  Ju.  N.  RABOTNOW  [99C],  S.  A.  SZESTERIKOW [120a]).

Tak  np. dla prę ta ś ciskanego  osiowo, a charakteryzują cego  się odchył ką od stanu
idealnego,  istnieje  czas  krytyczny  rkr  skoń czony  taki,  przy  którym  prę dkość
narastania  odkształ ceń  staje  się  nieskoń czona.  Zagadnienia  niestatecznoś ci
peł zania — podstawy  i  analiza  wyboczenia  prostych  konstrukcji  omawiane
są  w  pracach  przeglą dowych  N.  J.  HOFFA  [54b],  Ju.  N .  RABOTNOWA  i  S.  A.

SZESTERIKOWA  [100a],  B.  F.  DE VEUBECKE  [123a]  oraz  w  monografii  [82a]
(por.  też  [39a]).

Niestateczność  procesu  peł zania  powł ok  walcowych  poddanych  dział aniu
osiowego  ś ciskania  i  ciś nienia  wewnę trznego  pierwszy  analizował  E,  SUN D-
STRÓM  [118a].  N .  J.  H OF F,  W.  E.  JASHMAN  i  W.  NACHBAR  [55a]  rozpatrzyli

stateczność  walcowej  powł oki  sandwiczowej  przy  poprzecznym  ciś nieniu
(por.  też.  A.  P.  KUZNIECOW  i  L.  M.  KURSZIN  [69a]).  Zagadnień  z  pogranicza

wyboczenia  przy  peł zaniu  dotyczy  praca  C. R.  CALLADINE'A  [15b],  rozpatru-
ją ca  rozprzestrzenianie  się  fał dy  w  powł oce  walcowej.

5.6. Nieliniowe peł zanie  zamknię tej  kuli  na gruncie  nieliniowej  teorii  dziedzi-
czenia rozpatrywali  N .  CH.  ARUTUNIAN i M .  M.  MANUKIAN  [7b]. Wpł yw  tempe-
ratury  na  stateczność  i  zniszczenie  powł ok analizowany  jest  przez  WAH  TE IN
i  R.  KIRKA  [121a].  Praca  ta  zawiera  dane  doś wiadczalne  odnoszą ce  się  do
przyś pieszonego  peł zania powł ok walcowych. J. P.  ELLINGTON [27a] rozpatrywał
peł zanie  powł oki  walcowej  stosując  prawo  fizyczne  zawierają ce  czas  explicite.
Stosując  zależ noś ci  nieliniowej  toerii  dziedziczenia  i  nieliniowe  zwią zki  kine-
matyczne M.  I . ROZOWSKI  [103b] analizował  peł zanie powł oki kulistej. Zagadnień
zbliż onych  do  stacjonarnego  peł zania  powł ok  dotyczą  ponadto  prace  [33b],
[9a],  [127a].

6.  Teoria  mał ych  odkształ ceń  sprę ż ysto- plastycznych

6.1.  Stosownie  do  zał oż eń  «odkształ ceniowej»  teorii  plastycznoś ci  odkształ-
cenie  obję toś ciowe  jest  czysto  sprę ż yste,  a  prawo  odkształ cenia  postaciowego
postuluje  proporcjonalność  dewiatorów  naprę ż enia  i  cał kowitego  odkształ ce-
nia.  W  przypadku  powł ok  odpowiedni  zwią zek  przybiera  postać

(6.1)  aaf  =   A(eaf+eyydaf),  a,  £ = 1 , 2,

gdzie  A  =  [stjSijfetjeijf9,  i,j=   1, 2, 3,
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Jak  to  było już  podkreś lane  uprzednio, do analizy  procesów  małych odkształ-
ceń  plastycznych  niezbę dna  jest  znajomość  również  warunku  plastycznoś ci.
Załóż my,  że  warunek  plastycznoś ci  podany  jest  w  postaci  regularnej  funkcji
niezmienników  stanu  naprę ż enia. Najprostszą   postacią,  takiej  funkcji  (niezależ-
nej  od  ciś nienia  hydrostatycznego)  jest  warunek  plastycznoś ci  Hubera- Misesa,
reprezentują cy  krytyczną   (dla  danego  materiału  izotropowego):  wartość
jednostkowej  energii  odkształcenia  postaciowego.  Ponieważ  gę stość  energii
odkształ cenia  postaciowego  okreś lona  jest  kwadratowym  niezmiennikiem  de-

2
wiatora  naprę ż enia,  omawiany  warunek  ma  postać  0  =   %% =   - .-  <Ą , gdzie

cr0 oznacza granicę   plastycznoś ci  w jednoosiowym  stanie naprę ż enia. W płaskim
stanie naprę ż enia otrzymuje  się  odpowiednio 0(ff^)  =   3ffa/jcra/)—cr^a^—2ffo  =  0.
D la  materiału  idealnie plastycznego  zachodzi  0  =   0,  a wię c warunek  plastycz-
noś ci  nie  zmienia  się   w  procesie  odkształcenia  plastycznego,  podczas  gdy  dla
materiału  wykazują cego  wzmocnienie  plastyczne  0  >  0.  Przypadek  0  <  0
odpowiada  odcią ż eniu,  które w  myśl  założ eń  teorii  odkształceniowej jest  czysto
sprę ż yste.

6.2.  Prawo  fizyczne  teorii  małych  odkształceń  sprę ż ysto- plastycznych  dla
omówionego  warunku  plastycznoś ci  przyjmuje  nastę pują cą   postać:

(6.2)  aap=  cro(2/ 3eije,7)
1/2(e^+e),),(5ct/,),

a  wię c  naprę ż enia  są   jednoznacznie  okreś lone  przez  odkształcenia  i  moduł
plastycznoś ci  materiału CT0. Na podstawie  zależ noś ci  (3.1)  i  (3.2)  otrzymuje  się
bezpoś rednie  zwią zki  mię dzy  siłami wewnę trznymi a odkształceniami powierzchni
ś rodkowej,  mianowicie

(6- 3)  Naf—  (^aP + ^VVSl,i,)I 1+(xap  +  Hyydafi)l2,

(6.4)  Ma,  =  {* a,+l„d ap)I i+(xaii+>t n8af)h,

gdzie

(6.5)  / , =   ffo(2/ 3)  /   (xs

s-
l)/ (eueuy<*dx3,  . =   1 , 2 , 3.

- H

Dla  materiału  ze  wzmocnieniem  oczywiś cie  a0  wystę puje  pod  znakiem  całki.
Wyraż enia  (6.5)  moż na  interpretować kolejno  jako  zredukowane  pole, moment
statyczny  i  moment  bezwładnoś ci  przekroju  powłoki.  Ponieważ  eyey  dla
powł ok  wyraża  się   poprzez  niezmiennik  expeap- \ - eyyepp,  który  wobec  założ enia
(3.2)  jest  wielomianem  drugiego  stopnia  wzglę dem  »0,  to  całki  (6.5)  dają   się
wyznaczyć  i  zwią zki  (6.3) oraz  (6.4)  otrzymuje  się  w  postaci zamknię tej.

6.3.  Wyraż enia  (6.3)  do  (6.5)  wraz  z  warunkami  równowagi  i  zwią zkami
geometrycznymi,  ł ą czą cymi  Xah  xap  ze  składowymi  w, ua  (a =  1, 2)  wektora
przemieszczenia,  przedstawiają   układ  równań teorii powłok  sprę ż ysto- plastycz-
nych,  który  wymaga  rozwią zania  dla  aktualnych  warunków  brzegowych.
Z  zależ noś ci  tych  widać,  że  elementy  stanu  zgię ciowego  i  błonowego  wcho-
dzą   do  obydwu  równań  definiują cych  siły  wewnę trzne.  Wynika  stąd  wniosek,
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że  w  ogólnym  przypadku  nie  jest  moż liwe  rozdzielenie  równań  teorii  powłok
plastycznych  na  grupy  dotyczą ce  odpowiednio  stanu  zgieciowego  i  stanu  bło-
nowego,  jak  to  ma  miejsce  w  teorii  powł ok  sprę ż ystych  (por.  [34a]).  F akt  t en
wskazuje  na  odmienność  zagadnień  powł ok  plastycznych  w  porównan iu  ze
sprę ż ystymi.  Rozdzielenie  stanu  momentowego  od  stanu  bł onowego  nast ę-
puje  jedynie  dla  szczególnych  przypadków  odkształ cenia,  takich  mianowicie
gdy  J2  =  0  (co  oznacza,  że  wyraż enie  eueu  jest  symetryczne  wzglę dem  po-
wierzchni  ś rodkowej).

Bezpoś rednie  cał kowanie  równań  teorii  powł ok  sprę ż ysto—plastycznych
nie  jest  w  ogólnym  przypadku  moż liwe.  W  dą ż eniu  do  rozwią zania  problemów
brzegowych  stosuje  się   wię c  metody  przybliż one,  które  moż na  podzielić  na
metody  wariacyjne  i  metodę,  rozwią zań  sprę ż ystych  (A.  A.  I L I U SZ I N  [58a]).

6.4.  W  metodzie  rozwią zań  sprę ż ystych  stosuje  się   drogę   kolejnych  przy-
bliż eń.  Jako  zerowe  przybliż enie  traktuje  się   rozwią zanie  lin iowo- sprę ż yste
danego  problemu  brzegowego.  Znając  pole  przemieszczeń  wyznacza  się   e^- ,
co  z kolei  pozwala  na  obliczenie  wielkoś ci  (6.5), a  tym  samym  na  przedstawien ie
sił   wewnę trznych  w  zależ noś ci  od  przemieszczeń.  Podstawienie  tych  zwią zków
do  równań  równowagi  prowadzi  do  zależ noś ci  róż niczkowych  na  przemiesz-
czenia.  Z  uwagi  na  nieliniowość  prawa  fizycznego  tak  otrzymane  równan ia
róż nią   się   od  zwią zków  dla  powł ok  sprę ż ystych  o  pewne  dodatkowe  czł ony,
które  mogą   być  in terpretowane  jako  odpowiednia  zmiana  obcią ż eń  (n p.  jako
specyficzne  pole  sił   cię ż koś ci).  Równania  przemieszczeniowe  wymagają   teraz
rozwią zania  dla  «zmodyfikowanych»  obcią ż eń  przy  n iezmien ionych  warunkach
brzegowych.  W  rezultacie  tego  kroku  otrzymuje  się   nowe  pole  przemieszczeń ..
Postę powanie  powtarza  się   aż  do  chwili,  kiedy  róż nice  pomię dzy  rezultatami
dwóch  kolejnych  przybliż eń  mogą   być  uznane za  dostatecznie  małe  (por.  [58d]).
Jak  widać,  sposób  postę powania  może  być  ucią ż liwy.  Zbież ność  m etody  roz-
wią zań  sprę ż ystych  badał   W.  M .  PAN FEROW  [90a], jednak  przedstawiony  dowód
zbież noś ci  nie  może  być  uważ any  za  dostateczny  (por.  [8a]).

Omówioną   metodę   kolejnych  przybliż eń  zastosowano  do  rozwią zania  kilku
prostszych  przypadków  powł ok. Odkształ cenia powł oki walcowej  pod dział an iem
obrotowo  symetrycznych  obcią ż eń  rozpatrywane  są   w  pracach  A.  A.  ILIU SZ IN A
[58b,  c,  d]  i  innych  [5a], [92a]. I . S.  CU RKOW  analizował  tą  metodą  odkształ cen ie
mało  wyniosł ej  powł oki  kulistej  [18b]  oraz  przypadek  «efektu  brzegowe-
go*  w  powł oce  walcowej  [18a, d, e]  również  dla  powł oki  ortotropowej  [18c],
R.  A.  M IEŻ ŁU M IAN  podał   równania  sprę ż ysto- plastycznych  odkształ ceń  cienko-
ś ciennych  profili  otwartych  [72a- d].

6.5.  M etody  wariacyjne  stosowane  w  teorii  mał ych  odkształ ceń  spr ę ż ysto-
plastycznych  oparte są   na zał oż eniu, że wariacja  cał kowitej  energii  odkształ cen ia
W  jest  równa  pracy  L  wykonanej  przez  obcią ż enia  zewnę trzne  na  przyrostach
przemieszczeń  dut  spowodowanych  zgodną   z  wię zami  wariacją   stanu  odkształ-
cenia,  a  wię c

(6.6)  b JWdV=:  J Tt&uids,
V  s
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jeś li  pominąć siły masowe.  Na wielkość  W  składa się   zarówno energia odkształ-
cenia  obję toś ciowego,  proporcjonalna  do  niezmiennika  %,  jak  i  energia  od-
kształ cenia  postaciowego,  która  dla  prawa  fizycznego  (2.14)  zależy  od  wyraż e-

eu
nia J  Aeijdeu,  gdzie  A  jest  odpowiednią   dla  przyję tego  warunku  plastycznoś ci

o
skalarną   funkcją   okreś lają cą   moduł   odkształcenia  [podobnie jak  w  (6.1)].  Tego
typu  podejś cie  stosował   A. A.  ILIUSZIN  [58b],  zaś  W.  M.  PANFEROW  [90b]
rozpatrywał   problem  doboru  najwłaś ciwszych  funkcji  na  przemieszczenia.
I .  S.  GERASIMOW [40a] zastosował  metodę   wariacyjną   do analizy  współdziałania
sprę ż ysto- plastycznej  płyty  ze  sprę ż ystą   powłoką   w  naczyniu  ciś nieniowym.

6.7  Metody  teorii  małych  odkształceń  sprę ż ysto- plastycznych,  głównie
metoda  rozwią zań  sprę ż ysto- plastycznych  mają   praktyczne  znaczenie  dla
studiowania  począ tku  procesu  odkształceń  plastycznych.  W  szczególnoś ci  ta
teoria  może  dostarczyć  interesują cych  ze  stanowiska  technicznego  informacji
na  temat  odkształ ceń  w  pierwszej  fazie  procesu  nieodwracalnego.  Wówczas
założ enie  o  niezmiennoś ci  kierunków  głównych  tensorów  odkształcenia  i  na-
prę ż enia może być zaakceptowane  (jeś li  rozpatryw ać problem ze stanowiska tech-
nicznego,  nie matematycznego). Jeś li  natomiast  chodzi  o wyznaczenie  stopnia
bezpieczeń stwa  konstrukcji  na  zniszczenie,  to  metoda  rozwią zań  sprę ż ystych
przedstawia  niewielką   wartość  z  uwagi  na  pracochłonność obliczeń.  Ponadto
otrzymane  rozwią zania  są   przybliż one  bez  moż liwoś ci  okreś lenia  bezwzglę dnego
stopnia  dokładnoś ci wyznaczenia  np. obcią ż enia  granicznego  dla powłok. Z tych
wzglę dów obserwuje  się   obecnie spadek  zainteresowania  teorią   małych odkształ-
ceń sprę ż ysto- plastycznych,  szczególnie w zastosowaniu  do zagadnień teorii kon-
strukcji.  Wypierana jest ona w zagadnieniach noś noś ci granicznej  przez formalnie
poprawniejszą   i  technicznie  bardziej  efektywną   teorię   plastycznego  płynię cia.

7.  Noś ność  graniczna

7.1-  W  zachowaniu  się   konstrukcji  wykonanej  z materiału idealnie  sprę ż ysto-
plastycznego  (bez  wzmocnienia)  moż na w  procesie  jej  obcią ż ania  wyodrę bnić
dwie fazy, mianowicie: a) stan uż ytkowy,  b) stan wyczerpania  noś noś ci. W  pierw-
szym  przypadku  zachodzi  przy  narastają cych  obcią ż eniach  wzajemnie  jedno-
znaczna  zależ ność  mię dzy  naprę ż eniami  a  odkształceniami, podczas  gdy  dru-
giemu  spoś ród  wymienionych  stanów  odpowiada  niekontrolowany  przyrost
odkształ ceń  przy  ustalonej  intensywnoś ci  obcią ż enia.  Odpowiednia  wielkość
obcią ż enia  jest  definiowana  jako  obcią ż enie graniczne  (noś noś ć graniczna)  kon-
strukcji,  któremu  towarzyszy  przekształcenie  konstrukcji  w  mechanizm  o  jed-
nym co najmniej  stopniu  swobody  (mechanizm  zniszczenia).  Przekształcenie
się   konstrukcji  w  mechanizm  zwią zane  jest  z  osią gnię ciem  przez  naprę ż enia
warunku  plastycznoś ci  w  okreś lonej  liczbie  obszarów,  kontynuacja  zaś  procesu
odkształ cenia  się   plastycznego  nastę puje  bez  zmiany  liczby  i  geometrii  tych
uplastycznionych  obszarów.  Wielkość  obcią ż enia  granicznego  może  być  wy-
znaczona  na  drodze  ś ledzenia  całego procesu  obcią ż enia  konstrukcji  od  stanu
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sprę ż ystego  poprzez  sprę ż ysto- plastyczny  aż  do  stanu  granicznego.  Istnieje
też  moż liwość  bezpoś redniego  wyznaczenia  intensywnoś ci  obcią ż enia  granicz-
nego  przez  zastosowanie  takich  metod  analizy,  które  ograniczają   się   do  roz-
patrzenia  wył ą cznie  stanu  wyczerpania  noś noś ci.  W  tym  drugim  przypadku
podstawą   analizy  jest  sztywno- plastyczny  model  odkształcania  się   materiał u.
Obcią ż enie  graniczne  zwią zane  jest  przy  tym  podejś ciu  z  rozpoczę ciem  się
procesu  odkształceń  plastycznych  (por.  A.  A.  GWOZDIEW  [45a,b],  R.  H I L L

[47b],  W.  PRAGER  [96a]).
7.2.  Analiza  stanu  granicznej  noś noś ci  konstrukcji  wymaga  wyspecyfikowa-

nia  warunku  plastycznoś ci,  który  należy  przedstawić  w  zależ noś ci  od  sił   we-
wnę trznych,  a  wię c  dla  powłok  w  postaci  F(Nap,  M^)  =  0,  jak  to  podaje
zależ ność  (3.5). Warunek  plastycznoś ci  tworzy  w  przestrzeni  sił   wewnę trznych
Nxp,  M*p  zamknię tą   hiperpowierzchnię, zawierają cą   począ tek  przyję tego  (karte-
zjań skiego)  układu  odniesienia.  Ta  hiperpowierzchnia  definiowana  jest  jako
powierzchnia graniczna  (powierzchnia  plastycznoś ci).  D la  okreś lenia  ruchu
mechanizmu zniszczenia,  oprócz  wyspecyfikowania  warunku  (3.5),  potrzebna
jest  znajomość  odpowiedniego prawa  ruchu,  a wię c  zwią zku  fizykalnego  (3.4).
Ruch  oś rodka  (niesztywny)  jest  okreś lony,  jeś li  znany  jest  zwią zek  mię dzy
naprę ż eniami  a  prę dkoś ciami  odkształceń. Ponieważ  takimi  relacjami  posługuje
się   teoria  plastycznego  płynię cia,  stanowi  ona  podstawę   teorii  noś noś ci  gra-
nicznej.  Teoria  plastycznego  płynię cia posługuje  się   poję ciem  stowarzyszonego
prawa  płynię cia śy  =   X80jdo;j\ przyjmuje  się ,że  warunek  plastycznoś ci  0  jest
potencjałem  dla  prę dkoś ci  odkształceń  plastycznych  lub  w  przypadku  nie-
regularnej  powierzchni  granicznej  tzw.  uogólnionym  potencjałem  (W.  KOITER

[68a]).
Moż na wykazać  (por. A.  SAWCZUK,  J.  RYCHLEWSKI   [114a], M.  SAVE  [108a]),

że  o  ile  zachodzi  stowarzyszone prawo płynię cia  w  przestrzeni  naprę ż eń,  to
zależ noś ci

(7i)  L  ^  *  > 0

opisują   chwilowy  ruch  tych  punktów  powierzchni  ś rodkowej,  w  których
F(Nap,  MaP)  =   0. Wielkoś ci  dynamiczne  wystę pują ce  w  równaniu  powierzchni
granicznej  oraz  wielkoś ci  kinematyczne  j^p, xae  okreś lają   prę dkoś ć  rozprasza-
nia  energii wewnę trznej  (ogólnie  wyraż ają cej  się   skalarem  d =  Gy e^),  miano-
wicie  d =   McLpXap+NapXatt  na  jednostkę   powierzchni  ś rodkowej  powłoki.
Ponieważ  proces  plastycznego  płynię cia  jest  nieodwracalny,  zachodzi  d  >  0.
Przy  wypukłoś ci  powierzchni  granicznej  fakt  ten  ł ą cznie  z  postulatem  sta-
tecznoś ci  dyśy  >  0  służy  do  uzasadnienia  słusznoś ci  stowarzyszonego  prawa
płynię cia  (por.  [21 b],  [96c]).

7.3.  Sprecyzowanie  równania  powierzchni  granicznej  jest  jednym  z  podsta-
wowych  problemów teorii noś noś ci granicznej, gdyż znając  je  okreś lamy  równo-
cześ nie  kryterium  uplastycznienia,  jak  i  na  podstawie  (7.1)  ruch  tworzą cego
się   (w  stanie  wyczerpania  noś noś ci)  mechanizmu  zniszczenia.  W  zakresie
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formułowania  równań powierzchni granicznej wyodrę bnić  moż na dwa  podejś cia.
Jedno  z  nich  polega  na  transformacji warunku plastycznoś ci .F(a'y) =  0  z  prze-
strzeni  naprę ż eń  do  przestrzeni  sił   wewnę trznych  (3.1),  drugie  natomiast
formułuje  bezpoś rednio zależ noś ć  F(Nxp,  Mxp)  =  0,  nie  troszcząc  się   o  postać
warunku plastycznoś ci «w naprę ż eniach ». Przewagę  ma jednak podejś cie  pierwsze.

D la  zilustrowania  tej  metody  otrzymywania  równania  powierzchni  gra-
nicznej  dla  powłok dokonajmy  wymaganej  transformacji  w  przypadku  warunku
plastycznoś ci  Hubera- Misesa,  tzn.

(7.2)  0  =   3axpatn- amaPp~2c[l  =   0.

Stowarzyszone  prawo  płynię cia  zastosowane  do  (7.2)  prowadzi  dla  materiału
nieś ciś liwego  do  nastę pują cych  zwią zków  mię dzy  naprę ż eniami a  prę dkoś ciami
odkształ ceń  plastycznych:

(7.3)  °afi  = - ^ • ( źe cp - \ - k yy ó a p ) ,  e a 3 = — e „ .

(7.4)  v =   j=   (ea/, e
c}/ 6

Podstawienie  (7.3)  do  (7.2)  dostarcza  zwią zku  okreś lają cego  parametr  v,
mianowicie:

j=

Z  porównania  zależ noś ci  (7.3)  i  (7.4)  wynika,  że  dla  warunku  plastycznoś ci
Hubera- Misesa  prę dkość  odkształcenia  plastycznego  jednoznacznie  okreś la
stan naprę ż enia. W teorii małych odkształceń sprę ż ysto- plastycznych zachodziły
odpowiednie  zwią zki  (6.2)  mię dzy  naprę ż eniami  a  odkształceniami.  Jeś li  za-
leż noś ci  (7.2)  i  (7.3)  wykorzystać  w  równaniach  definiują cych  sił y  wewnę trzne,
otrzymuje  się   nastę pują cy  układ  równań:

(7.5)  Nxp  =

(7- 6)  Map  =
gdzie

S

(7.7)  / J =   (l/ 3<r0)  f  (xl- *lv)dx3,  5 =   1 , 2 , 3.
- H

Ponieważ  z  (3.2)  i  (7.4)  wynika,  że  v  jest  wielomianem  drugiego  stopnia
wzglę dem  x3,  to  całki  (7.7)  moż na wyznaczyć.  Równania  (7.4)  i  (7.5)  przed-
stawiają   parametryczną  postać  hiperpowierzchni granicznej  w  przestrzeni  sił
wewnę trznych  N„p,  M*p-   Eliminują c  niezależ ne  parametry  dochodzi  się
do  bezpoś redniego  zwią zku  F(Nap,  Map)  — 0, który  jednak  w  ogólnym  przy-
padku  nie  daje  się   przedstawić  w  postaci  zamknię tej.  Natomiast  dla  powłok
sandwiczowych  otrzymuje  się   nastę pują cy  układ  równań:

(7.8)  3 nxp nxp+3  mxp mxp ~  mm  nipp—nm nfp  =  2,

(7.9)  ^mapnap~mxanpp  =   0,

gdzie  map, nxp  oznaczają   odpowiednie  bezwymiarowe  wielkoś ci  momentów
i  sił   bł onowych  (por.  [114a]).
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Równanie  powierzchni  granicznej  typu  (7.5)- (7.6)  podał   A. A.  ILIUSZI N

[58c]  wychodząc  ze  zwią zków  teorii  odkształceniowej,  a  w  nieco  innej  para-
metryzacji  zależ noś ci  te  uzyskał   nastę pnie  P. G.  HODGE  [49k],  (por.  też  prace:
W. W.  ROŻ DZIESTWIENSKI   [104a],  W.  I.  JERCHOW  [28a,  c],  a  dla  przypadku
uwzglę dnienia  ś cinania  G. S.  SHAPIRO  [115a]).  A.  SAWCZUK  i  J.  RYCHLEWSIU

[114a]  oprócz  podania  zwią zków  (7.4)- (7.5)  badali  geometryczną   strukturę
hiperpowierzchni  plastycznoś ci  wykazują c,  że  powierzchnie  graniczne  dla
szczególnych  przypadków  geometrii  powłok  i  kinematyki  ich  plastycznego
odkształcenia  otrzymuje  się   bą dź  przez  odpowiednie  przecię cia,  bą dź  przez
rzutowanie  ogólnej  hiperpowierzchni  do  odpowiednich  podprzestrzeni.

7.4. W  przypadku  odcinkowo- liniowych  warunków plastycznoś ci  bezpoś rednie
otrzymanie  równania  powierzchni  granicznej  w  podany  wyż ej  sposób  nie  jest
moż liwe. Ponadto dla liniowych warunków  plastycznoś ci powierzchnie graniczne
nie  koniecznie  są   liniowe  (w  przestrzeni  sił   wewnę trznych).  D la  warunku
Coulomba- Treski  równania  powierzchni  granicznej  w  przypadku  obrotowo-
symetrycznych  powłok  podali  E. T.  ONAT  i  W.  PRAGER  [86a],  E. T.  ONAT

[85a] oraz P. G.  HODGE  [49 a, b],  a dla  szczególnego  przypadku  powłoki  walco-
wej  D. C.  DRUCKER  W  pionierskiej  pracy  z  zakresu  teorii  noś noś ci  granicznej
powłok  [21a], (por. też  [49d,  e,  f,]).  Dla  powłok  sandwiczowych  równania  po-
wierzchni  granicznej  są   odcinkowo  liniowe  (por.  P.  G.  HODGE  [44a,  i,  1]),
W.  PRAGER  [96d]).

Nieliniowość  zwią zków  F(Nap,  Map)  =  0  prowadzi  w  konsekwencji  do
nieliniowych  róż niczkowych  równań  problemów  noś noś ci  granicznej  powłok,
a  tym  samym  ogranicza  poważ nie  klasę   zamknię tych  rozwią zań.  Linearyzację
równań  moż na  uzyskać  przez  linearyzację   powierzchni  granicznej,  co  osią ga
się   np.  przez  zastą pienie  rzeczywistej  powłoki  odpowiednim modelem sandwi-
czowym  (por.  Ju.  N.  RABOTNOW  [99b],  W.  I .  ROZENBLUM   [102b]).

7.5-   W  dą ż eniu  do  uzyskania  zamknię tej  postaci  rozwią zań  problemów
brzegowych  stosowaną   praktyką   jest  uż ywanie  zamiast  «dokładnych»  równań
hiperpowierzchni  granicznych  (otrzymywanych  przez  transformację   aktualnie
stosowanego  warunku  plastycznoś ci)  pewnych  ich  przybliż eń.  Nastę puje  to
np.  bą dź  przez pominię cie  wpływu niektórych  sił  wewnę trznych  (D . C.  DRUCKER

i  R. T. SHIELD  [24a],  [117a]), bą dź  rozdzielenie w  warunku plastycznoś ci wpływu
zginania  i  stanu  błonowego  (tzn.  zamiast  np.  F(Nxp,  Map)  =  1  stosuje  się
F^Naf)  =  Cl,  F2(M*p)  =  CŁ,  Cf,+Cf,  =  1).  (W.  I .  ROZENBLUM   [102b,d]).
Do  tej  ostaniej  grupy  należy  propozycja  P. G.  HODGE'A  [49j],  przyjmują ca
CJV =   CM  =  1,  a  wię c  postulują ca  brak  współdziałania  momentów  i  sił  bł o-
nowych,  podobnie  jak  dla  szczególnego  przypadku  powłoki  walcowej  przyją ł
to  D. C.  DRUCKER  [21a].

Odrę bną   grupę   powierzchni  granicznych  stanowią   zależ noś ci  odnoszą ce
się   do stanu granicznego powłok ż elbetowych (por. Z.  MRÓZ  [75a], A.  SAWCZUK

i W.  OLSZAK  [113a], a również  [109d] i  [112a]). Traktowane  one mogą   być  jako
powierzchnie  graniczne  dla  warunków  najwię kszego  naprę ż enia  normalnego,
a  tym  samym  jako  przybliż enia  (z  nadmiarem)  odpowiednich  zależ noś ci
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granicznych  dla  warunku  Coulomba- Treski.  D la  powłok  z  materiałów  o  od-
miennych granicach plastycznoś ci na rozcią ganie i ś ciskanie  zagadnienie  powierz-
chni  granicznych  studiowali  W.  PRAGER  [96d]  oraz  R.  SANKARANARAYANAN
i  W.  OLSZAK  [107a]  (por.  też  M.  Ź YCZKOWSKI  [129a],  jeś li  chodzi  o  ogólne
kryteria  wytę ż enia  konstrukcji,  w  tym  i  powłok).

Należy  zaznaczyć,  że  stosowanie  przybliż onych  powierzchni  granicznych
w  dą ż eniu  do  uzyskania  zamknię tej  postaci  rozwią zań  problemów  noś noś ci
granicznej  ma  swoje  teoretyczne  uzasadnienie  w  podstawowych  twierdzeniach
omawianej  tu  teorii,  które  zostaną   przytoczone  dalej.

7.6.  Znając  podstawowe zwią zki  teorii noś noś ci granicznej, a  wię c powierzchnią
graniczną ,  prawo  płynię cia,  równania  statyczne  i  kinematyczne  moż na  starać
się   rozwią zywać  konkretne  problemy  brzegowe.  Na  zupełne  rozwią zanie  pro-
blemu  brzegowego  składa  się   okreś lenie  intensywnoś ci  obcią ż enia  granicznego,
stowarzyszonego  z  nim  pola  sił   wewnę trznych  oraz  ruchu  konstrukcji  towa-
rzyszą cego  granicznej  intensywnoś ci  obcią ż enia.  Uzyskano  dotychczas  szereg
rozwią zań  zupeł nych  dotyczą cych  powłok  obrotowo- symetrycznych,  przy
czym  odnoszą   się   one  prawie  wył ą cznie  do  przybliż onych  powierzchni  gra-
nicznych  i  stowarzyszonego  z  nimi  prawa  odkształ cenia.

7.7.  Zagadnienia  brzegowe  dla  powłok  walcowych  obcią ż onych  poprzecznie
był y  pierwszymi  rozwią zywanymi  problemami  noś noś ci  granicznej  powłok.
Równania  dynamiczne  i  kinematyczne  są   tu  rozdzielone,  a  wię c  zagadnienie
jest  ((statycznie wyznaczalne  », jeś li chodzi o wyznaczenie  obcią ż enia  granicznego
i  pola  sił  wewnę trznych.  Rozdzielenie zwią zków  ułatwia uzyskanie  efektywnych
rozwią zań  (A.  A.  ILIUSZI N  [58a],  D .  C.  DRUCKER  [21a],  E.  T.  ONAT  [85a],

P.  G.  H OD GE  [49a,b].  G.  EASON  [25a],  G.  EASON  i  R.  T.  SHIELD  [26a],  A.  R.

RŻ ANICYN  [106c]).  Porównanie  warunków  plastycznoś ci  dla  tego  typu  kon-
strukcji  i wynikają ce  stąd  wnioski  odnoszą ce się   do klasycznego  w  teorii powłok
sprę ż ystych  «efektu  brzegowego»  podali  A.  SAWCZUK  i  P. G.  HODGE  [110a].
W.  OLSZAK  i  A.  SAWCZUK  [83b]  przeprowadzili  analizę   wpływu  warunku  pla-
stycznoś ci  na  noś ność  powłok  walcowych  obcią ż onych  liniowo  zmieniają cym
się  ciś nieniem. Analizie  odkształ ceń tego typu konstrukcji  sprę ż ysto- plastycznych
poś wię conych  jest  szereg  prac  (m.  in.  A. A.  ILIUSZI N  [58d],  A.  N.  ANANIN A
[Sa],  P.  G.  HODGE  [49b],  P.  KLEMEN T  [66a],  J.  A.  KON I G  [67a]).  Zagadnienia

jednoczesnego  dział ania  obcią ż eń  podł uż nych  i  poprzecznych  analizowali
E.  T.  ON AT  i  W.  PRAGER  [86a],  P.  G.  HODGE  [49a,  i,  1],  H.  COHEN  i  R.  T.

SH IELD  [17a],  P.  G.  HODGE  i  J.  PANARELLI  [52a],  a  uwzglę dniając  zjawiska

statecznoś ci  B.  PAUL  [9la],  B.  PAUL  i  P.  G.  HODGE  [92a].

Dla  powłok  obrotowo symetrycznych  równania  ł ą czą ce  siły  i  te  wią ż ą ce  wiel-
koś ci  kinematyczne  są,  ogólnie  biorą c,  sprzę ż one.  Pierwsze  rozwią zanie  odno-
szą ce  się   do płaskiej  powłoki kulistej  podał   S. M .  FEJNBERG [30b]. P. G.  HODGE
uzyskał   rozwią zania  dla  powłok  kulistych  rozprzę gając  te  równania  przez
uproszczenie  warunku  plastycznoś ci  [49g].  E. T.  ON AT  [85C]  i  P. G.  HODGE
[49h]  podali  rozwią zanie  dla  powłoki  stoż kowej  obcią ż onej  siłą   skupioną.
T .  NAKAMUR A  [78a]  uzyskał  szereg rozwią zań  odnoszą cych się  do powłok stoż ko-
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wych  i  kulistych.  Wszystkie  rozwią zania  korzystają   z  powierzchni  granicznej
dla  materiału  Coulomba- Treski,  ewentualnie  z  jej  przybliż eń.

7.8.  Z  inż ynierskiego  stanowiska  najbardziej  interesują cą   wielkoś cią,  której
dostarcza  analiza  noś noś ci  granicznej,  jest  obcią ż enie graniczne.  Znajomość
obcią ż enia  granicznego  pozwala  ocenić  stopień bezpieczeń stwa konstrukcji  na
zniszczenie, stąd  też jego szczególne  znaczenie, podczas  gdy  pole sił   wewnę trz-
nych i mechanizm zniszczenia konstrukcji są  dla tego celu mniej istotne. Ponadto,
jak  to wynika z uzyskanych  dotychczas  rozwią zań  i  analiz  ([491],  [78a],  [HOa]),
równanie powierzchni granicznej nie wpływa na wielkość obcią ż enia  granicznego
w  sposób  istotny,  mimo  iż  róż nice  w  polu  sił   i  szybkoś ciach  przemieszczeń
mogą   być  zasadnicze.  Oszacowanie  intensywnoś ci  obcią ż enia  granicznego
bez  koniecznoś ci  podawania  zupełnego  rozwią zania  problemu  brzegowego
teorii  noś noś ci  granicznej  jest  moż liwe  dzię ki  dwu  podstawowym twierdzeniotn
noś noś ci  granicznej.  Znaczenie  tych  twierdzeń  polega  na  dostarczeniu  metod
okreś lania  granic  przedziału,  w  którym  zawiera  się   rzeczywista  noś ność  kon-
strukcji.  Te  twierdzenia o  ^granicach obcią ż enia niszczą cego))  zostały  sformuło-
wane  przez  A.  A.  GWOZDIEWA  [45a]  i  nastę pnie  udowodnione  przez
D .  C. DRUCKERA, W.  PRAGERA  i  H. J.  GREENBERGA  [22a],  [23a]  dla materiałów
sprę ż ysto- plastycznych  oraz  R.  H ILL A  [47b]  (por.  też. W.  KOITER  [68b]V

Twierdzenie o  dolnej granicy  noś noś ci.  Konstrukcja  sztywno- plastyczna  nie
ulega  zniszczeniu,  co  najwyż ej  znajduje  się   w  stanie  równowagi  granicznej
pod  działaniem obcią ż enia  ps,  jeś li  może  być  znalezione  jakiekolwiek  pole  sił
wewnę trznych,  bę dą ce  w  równowadze  z  działają cym  obcią ż eniem,  a  nie  pro-
wadzą ce  do  przekroczenia  równania  powierzchni  granicznej.

Twierdzenie o górnej granicy noś noś ci.  Konstrukcja  sztywno- płastyczna  ulega
niszczeniu pod działaniem obcią ż enia  pk,  jeś li  może być  znaleziony  taki mecha-
nizm  zniszczenia,  dla  którego  prę dkoś ć  wprowadzania  energii  zewnę trznej
nie  jest  mniejsza  od  prę dkoś ci  rozpraszania  energii  wewnę trznej.

Przy  obcią ż eniach  p  =  [xpa narastają cych  proporcjonalnie  do  jednego  para-
metru  fJ.(po  oznacza  obcią ż enia jednostkowe)  oszacowanie  noś noś ci  konstrukcji
od  dołu  odpowiada  wyznaczeniu  statycznie  dopuszczalnego  mnoż nika  fis,
przy  czym ps  = / j.sp0. Aby  wyznaczyć  fj.s,  należy  znaleźć takie pole sił  wewnę trz-
nych  Ma/ si^sPo)! Nai)(fA.sp0),  które  czyni  zadość  róż niczkowym  równaniom
równowagi  i statycznym  warunkom  brzegowym  zadania, a równocześ nie spełnia
postulat  F(N°p, MSfi) ̂ K,  tzn.  nie  przekracza  warunku  plastycznoś ci.  Jeś li
F  jest  jednorodną   funkcją   (stopnia  a)  składowych  stanu  naprę ż enia,  to  wobec
liniowoś ci  Map, Nxp  wzglę dem  / j,p0  warunek  nieprzekroczenia  powierzchni
plastycznoś ci  ma  postać

(7.10)

Najlepszą   dolną  granicę  noś noś ci  daje
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Warto  zaznaczyć,  że  wprowadzenie  do  (7.10)  pola sił  wewnę trznych,  wynikają -
cego  z  rozwią zania  problemu brzegowego teorii sprę ż ystoś ci,  prowadzi do okre-
ś lenia  jednego  ze statycznie  dopuszczalnych mnoż nika  obcią ż enia  / j,s.  Problemy
zwią zane  z  wyznaczeniem  najlepszych  statycznie  dopuszczalnych  mnoż ników
obcią ż enia  granicznego  analizował   S. M.  FEJNBERG  [30a].

Oszacowanie  noś noś ci  granicznej  od  góry,  tzn.  wyznaczenie  kinematycznie
dopuszczalnego  mnoż nika  obcią ż enia  / j,k (przy  jednoparametrowych  obcią ż e-
niach  pk  =   ftkpo),  nastę puje  przez  rozpatrzenie  bilansu  wprowadzonej  do
ukł adu  i  rozproszonej  tam  energii.  Ponieważ  każ dy  wirtualny  mechanizm
speł nia  warunki  kinematyczne  nałoż one  na  mechanizm  zniszczenia,  to  zasada
przygotowanych  prę dkoś ci staje  się   narzę dziem do oceny górnych granic noś no-
ś ci.  Jeś li  wię c  u*  jest  wirtualnym  polem  prę dkoś ci  przemieszczania  się   (nie-
sztywnego) konstrukcji,  to z odpowiednich zwią zków mię dzy przemieszczeniami
a  odkształ ceniami otrzymuje  się   l*p oraz  u*p. Drugie twierdzenie  teorii noś noś ci
granicznej  daje  zależ ność

(7.12)  H  J p„ufdA  > J  (M^*p+N* pi* p)dA,
A

przy  czym  całkowanie obejmuje  cały  obszar  A  powierzchni  ś rodkowej  powłoki.
W  obszarach,  gdzie  nastę puje  rozpraszanie  energii  wewnę trznej,  M*p  i  iV* /(

spełniają   odpowiednie  równanie  powierzchni  granicznej.  Najlepszą   ocenę
noś noś ci powłoki  od  góry  okreś la  nastę pują ce  wyraż enie:

(7.13)  nk  =  min -   .

Jpuifś A
A

Konieczność  znajomoś ci  aktualnych  zwią zków  F(N*fi, M*p)  = f  w  obszarach
odkształcają cych  się   plastycznie  utrudnia  bezpoś rednie  korzystanie  z  zależ noś ci
(7.13)  w  praktycznych  obliczeniach.  Jeś li  natomiast  dla  konstrukcji  izotro-
powej  składowe  tensorów  sił   wewnę trznych  zastą pić  wielkoś ciami  Map  =
=   Modai!,   Nap  =   Ncozp,  to  dla  wyznaczenia  kinematycznego  mnoż nika  obcią-
ż enia  otrzymujemy  zależ ność

(7.14)  /** =   [ M 0 J  \ x \ o j  \ \ l h
A  A A

W  zasadzie  Ma  i  iV0  powinny  być  tak  dobrane,  aby  równania  Moda/ s i  Noóap
opisywały  rzeczywistą   powierzchnię   graniczną,  a  wówczas  (7.14)  prowadzi
do  oceny  noś noś ci  granicznej  od  góry.

Powyż sza  zależ ność  stanowi  podstawę   kinematycznej  {energetycznej)  metody
wyznaczania  obcią ż enia granicznego.  Jeś li  wirtualny  mechanizm  zniszczenia
konstrukcji  składa się   ze sztywnych  ogniw poł ą czonych obszarami uplastycznio-
nymi  (np. liniowe  przeguby  plastyczne),  to wartość  licznika w  (7.4)  otrzymuje
się   przez  całkowanie  dotyczą ce  tych  obszarów.

Jeż eli wielkoś ci ^ i ^ z n a ne  sąz  (7.11)  i (7.13), to z twierdzeń o noś noś ci grani-
cznej  wynika,  że  rzeczywiste  obcią ż enie  graniczne pG  =   / J,Gp0,  scharakteryzo-
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wane przez  mnoż nik  obcią ż enia  / J,G, zawarte jest w przedziale okreś lonym  przez

(7.15)  fis  <,«o <H- k-

7.9.  Twierdzenia  o  granicach  obcią ż enia  wykorzystane  zostały  do  oceny
obcią ż enia  granicznego  dla powłok  kulistych  po  raz  pierwszy  przez  E. T .  ONATA
i  W.  PRAGERA  [86a], P. G.  HODGE  [49e,  g]  zaś  uzyskał   na  tej  drodze  szereg
rozwią zań  odnoszą cych  się   do  kopuł   kulistych.  W.  I .  ROZENBLUM  [102b]  okre-
ś lił   granice  przedziału  noś noś ci  powłoki  stoż kowej  obcią ż onej  równomiernym
ciś nieniem.  Z.  MRÓZ  [75a],  D.  C.  DRUCKER  i  R.  T.  SHIELD  [24C, 117a],  P.  G.

HODGE  [49e,  f] ,  T.  NAKAMUR A  [78a]  oraz  P.  G.  HODGE  i  C.  LAKSHMIKANTHA M

[50a]  oszacowali  noś ność  w  kilku  innych  przypadkach  geometiii  i  obcią ż enia
powłok  obrotowo- symetrycznych (por.  też  [105a]).  Problem  noś noś ci  przekrycia
walcowego  studiował   na  tej  drodzeN. M .  FIALKOV  [32a];  K.  SZMODITS  [119a]
oraz T.  NAKAMUR A  [78b]  zajmowali  się   obcią ż eniem  granicznym  powłok  o ujem-
nej  krzywiź nie.

A.  R.  RŻ ANICYN  zaproponował  uproszczoną metodą oceny noś noś ci granicznej
powłok mało wyniosłych o dowolnej  geometrii  [106b]. Kilk a przykładów w oparciu
o  tę   metodę   posługują cą   się   poję ciem  «skupionych  odkształceń ))  (bę dą cych
w  zasadzie  niecią głoś ciami  w  krzywiznach  i wydłuż eniach  powierzchni  ś rodko-
wej  powłoki)  podano  w  pracach  [106d,  e, f,  g].

Uzyskanie  rozwią zań  zupełnych dla powłok przy  nieobrotowo- symetrycznych
warunkach  brzegowych  zwią zane  jest  z koniecznoś cią   rozpatrzenia  mieszanego
zagadnienia  dynamiczno- kinematycznego,  tzn.  zwią zki  odnoszą ce  się   do  pola
sił   nie  dają   się   odł ą czyć  od  zależ noś ci  dotyczą cych  mechanizmu  zniszczenia.
W  tych  warunkach  tylko  posługiwanie  się   metodami  przybliż onymi  wydaje
się   jedynie  właś ciwym  podejś ciem  do  oceny  noś noś ci  takich  konstrukcji.  D la
mechanizmów  zniszczenia  składają cych  się   ze  sztywnych  płatów  poł ą czonych
wzdłuż  uplastycznionych  lini i  A.  SAWCZUK  [109d]  podał   odpowiednią   postać
zależ noś ci  (7.14),  odnoszą cą   się   do  powłok  walcowych  o  dowolnej  wynio-
słoś ci.  W  tym  podejś ciu  rozpraszanie  energii  koncentruje  się   na  liniach uogól-
nionych przegubów plastycznych,  podobnie  jak  w  teorii  lini i  załomów  pł yt,
z  tym  że w przypadku  powłok przeguby  plastyczne  z  zasady  są   krzywoliniowe.
Noś ność  graniczną   przekrycia  walcowego  oszacował   na  tej  drodze  M .  JANAS
[61a].

7.10.  Odrę bną   grupę   stanowią   zagadnienia  noś noś ci  granicznej  powłok
ż elbetowych,  przy  czym  wyróż nić  tu  należy  dwie  tendencje.  Jedna  z  nich
charakteryzuje  się   dą ż eniem  do  uzyskania  rozwią zań  zupeł nych  w  oparciu
0  właś ciwe  dla  ż elbetu  równania  powierzchni  granicznej,  podczas  gdy  drugi
kierunek  ogranicza  się   wył ą cznie  do  analizy  energetycznej  według  zależ noś ci
(7.12).  Sformułowania  równań  powierzchni granicznej  dla  ż elbetowych  powłok
dotyczą   prace  Z.  MROZA  [75a],  A.  SAWCZUKA  i  W.  OLSZAKA  [113a]  oraz  A.
SAWCZUKA  i  J. A.  KÓN IGA  [112a].  W  pracach  [112a],  [113a]  podane  są   odpo-
wiednie  uzupełnienia  rozwią zania  problemów  noś noś ci  granicznej  zbiorników
1  silosów  walcowych.
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G rupa prsybliż onych  rozwią zań  odnoszą cych się  do powłok ż elbetowych  jest
znacznie  obszerniejsza.  I . MENYHARD [71a] podał   górną  granicę  noś noś ci  zbior-
nika  walcowego.  S.  KALISZK Y  [64a]  rozpatrywał   noś ność  stoż kowej  powłoki
ż elbetowej.  Szereg  rozwią zań  odnoszą cych  się   do  powłok  kulistych  podali
N .  W.  ACHWLEDIAN I [2a, b, c], N. W.  ACHWLEDIAN I i  W.  I .  SZAJSZMELASZWILI

[3a,  b],  G.  I .  CHAZALI A  [46a],  A. M .  OWIECZKIN  [89a,  b].  Cechą   charaktery-

styczną   wymienionej  tu  grupy  prac  jest  ich  eksperymentalno- teoretyczny
charakter.  Obcią ż enie  graniczne  oblicza  się  tu dla mechanizmów  zniszczenia
zaobserwowanych  doś wiadczalnie.  Szczególnie  dużą   liczbę   doś wiadczeń  z  za-
kresu  noś noś ci  granicznej  kopuł   ż elbetowych  zawiera  praca  [89b].  Doś wiadcze-
nia nad zachowaniem  sią  przekryć  walcowych opisują:  A. L. L.  BAKER  [10a, b],
P. B.  M ORICE  [74a], A. L. BOUMA  i  in. [13a,  101a],  K. HRUBAN  [56a], A. SAW-

CZUK  [109d].  Badania  te wskazują   na stosowalność  metod  analizy  granicznej
do  zagadnień  powłok  ż elbetowych  i  to nawet  w  uproszczonej  postaci (por.
[62a],  [65a]),  jeś li  nie ingerują   zjawiska  statecznoś ci.

7.11.  Wś ród  zagadnień  analizy  plastycznej  konstrukcji  wyodrę bnił   się   spe-
cjalny  kierunek  dotyczą cy  zasad  optymalnego projektowania.  Zastosowanie
teorii  projektowania  konstrukcji  plastycznych  na  minimum  cię ż aru  (D. C.
DRUCKER  i  R. T.  SHIELD  [24a, b],  R. T.  SHIELD  [116a],  Z.  MRÓZ  [75b])  do

zagadnień  powłok  walcowych  dotyczą   prace  E. T,  ONATA i W.  PRAGERA  [86b],
W.  FREIBERGERA  [35a,  b]  oraz  R. T.  SHIELDA  [116b]. W  tym podejś ciu  kry-

terium  minimum  cię ż aru  zwią zane  jest  z  ż ą daniem,  aby funkcja  okreś lają ca
jednostkowe  rozpraszanie  energii  przybierała  stałą   wartość  w  każ dym  punk-
cie  powierzchni  ś rodkowej  powłoki  tzn. D(Kap,  A^)  == const.  Zagadnienia
optymalnego  projektowania  powłok  plastycznych  dotyczą   prace  W. OLSZAKA
i A.  SAWCZUKA  [83a],  H .  ZIEGLERA  [126a] i H.  ISLERA [59a], traktują ce problem
optymalnego  projektowania  bą dź  od strony  doboru  niejednorodnoś ci,  bą dź —jak
to  ma miejsce  w dwóch  ostatnich pracach —  doboru  gruboś ci  zapewniają cych
zrealizowanie  się   wymaganego  stanu  naprę ż enia.

7.12.  Ponieważ  rzeczywiste  materiały  wykazują   wzmacnianie  się  w  miarę
narastania  odkształ ceń  plastycznych,  ocena  noś noś ci  granicznej,  przyjmują ca
za  punkt  wyjś cia  idealnie  plastyczny  model  odkształcenia,  nie zawsze  jest
wystarczają ca.  Jeś li  rozpatrywać  geometrycznie  wzmacnianie  sią  materiału,
to  oznacza  ono, ogólnie  biorą c,  zwię kszanie  się  i przemieszczanie  powierzchni
granicznej  w  przestrzeni  naprę ż eń  Nap,  Map,  tzn.  F(Nafi,  M ap) =  C(xa?,
• *W>  a>)  (a, p =  1, 2),  (i =  1, . . ., 8). W tym  ogólnym  zapisie  wyróż nić  moż na
dwa  najprostsze  typy  wzmocnienia:  izotropowe,  gdy  C = C(xap,  2.ap),  oraz
kinematyczne,  gdy  F =  C =   const.  W  pierszym  przypadku  powierzchnia
graniczna  równomiernie  się   zwię ksza.  Natomiast  wzmocnienie  kinematyczne
(W.  PRAGER  [96b], A.  Ju.  ISZLINSKI  [60a])  charakteryzuje  się   wył ą cznie  trans-
lacją   powierzchni  granicznej  w  przestrzeni  naprę ż eń  o  wektor  af.  Analizy
walcowych  powłok  plastycznych  po  przekroczeniu  obcią ż enia  powodują cego
plastyczne  pł ynię cie  dotyczą   prace  P. G.  HODE'A  [49C],  P.  G.  HODGE'A  i  S. V.

N ARD O,  [51a],  P. G.  HODG E'A  i  F. A.  ROMANO,  [53a],  N.  PERRONE'A  [93a],
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N .  PERRON E'A  i  P.  G.  H OD G E'A  [94a,  b].  Zachowywanie  się   powł ok  obro towo-

symetrycznych  przy  kinematycznym  modelu  wzmocnien ia  badał   E.  T .  O N AT
[85b].  Zagadnień  wzmocnienia  w  obecnoś ci  pola  temperatury  dotyczy  praca
C H .  H WAN G A  [57a],

7.13.  Odrę bną   grupę   mało  zbadanych  jeszcze  zagadnień  stanowią   problemy
noś noś ci  granicznej  przy  obecnoś ci  bł onowych  sił   ś ciskają cych,  a wię c  problemy
z  pogranicza  noś noś ci granicznej  i  wyboczenia.  W  przypadku  powł ok  walcowych
zagadnienie  noś noś ci  przy  jednoczesnym  zginaniu  i  ś ciskaniu  rozpatrywali
B.  PAUL  i  P.  G.  H OD GE  [92a]  oraz  B.  PAUL  [91a].  Systematyczne  przedstawien ie

omawianego  problemu  zawarte  jest  w  monografii  [49f].

7.14. Zjawiska anizotropii  plastycznej,  i to zarówno strukturalnej  (zwią zanej  z we-
wnę trzną   budową   materiał u),  jak  konstrukcyjnej  (wywoł anej  przez  odpowiedn ie
kombinacje  materiał ów  o  odmiennych wł asnoś ciach plastycznych),  znalazły  rów-
nież  odbicie  w  teorii  powł ok.  M .  Sz.  M IKEŁAD Z E  [73a,  - e]  rozpatrywał   powł oki
sandwiczowe  z  ortotropowego  materiału  M isesa  (por.  [47a]).  A.  SAWCZUK
w  oparciu  o  wprowadzony  odcinkowo- lin iowy  warunek  dla  ciał   an izotropowych
podał   równanie  powierzchni  granicznej  dla  powł ok  obrotowo  symetrycznych
[109a].  W  przypadku  anizotropowego  materiału  noś ność  gran iczna  konstrukcji
zależy  od  wzajemnej  orientacji  gł ównych  kierunków  anizotropii  i  gł ównych
kierunków  krzywizn  odkształ conej  powł oki.  Zwią zki  ogólnej  teorii  powł ok
anizotropowych  dla  warunku  plastycznoś ci  0  =   AiJklaijakl  — l  = 0  (W.  O L -
SZAK, W.  U RBAN OWSKI  [84a]) podał  A.  SAWCZUK  [109b,  c]. Równanie  powierzchni
granicznej  dla  powł ok  sandwiczowych,  odpowiadają ce  zwią zkom  (7.8)- (7.9),
ma  w  przypadku  anizotropii  postać

(7.16)  AxpyS(mxpm-/ d+nal)n./ S)  =  1,  A^y^m^n^Ą - n^ntyi)  =  0,

gdzie  Axpyd (a, fi, y,  6  =   1,2)  jest  tensorem  moduł ów  plastycznoś ci  o  sześ ciu
niezależ nych  skł adowych  (czterech  w  przypadku  pł askiej  ortotropii  por.  [47a]).
Z  (7.16)  widać,  w  jaki  sposób  anizotropia  deformuje  powierzchnię   gran iczną.
N oś ność  graniczną   ortotropowej  powł oki  walcowej  analizował   D . N I E P O ST YN
[79a],  a  W.  OLSZAK  i  A.  SAWCZUK  [83b,  c]  podali  rozwią zanie  odnoszą ce  się
do  czę ś ciowego  zniszczenia  zbiornika  ortotropowego.  Zagadn ien ie  «efektu
brzegowego»  dla  walcowych  powł ok  ortotropowych  rozpatrywał   M .  Sz. M I -
KEŁADZ E  [73b]  jak  też  zagadnienia  optymalnego  kształ towania  tego  t ypu  kon-
strukcji  [73e,  f] .

7.15. Ostatnio obserwuje  się   tendencję   do studiowania  wpływu  pola  temperatury
na  noś noś ć  graniczną  konstrukcji.  D otychczasowe  prace  dotyczą ce  powł ok
rozpatrują   jedyn ie  przypadki,  gdy  wł asnoś ci  plastyczne  materiału  są   n iezależ ne
od  temperatury,  która  tym  samym  ma  charakter  obcią ż enia.  W.  S.  CZERN INA
[19a]  podała  rozkł ad  sił   wewnę trznych  w  pobliżu  poł ą czenia  dwóch  powł ok
walcowych  z materiał ów o odmiennych wł asnoś ciach termicznych  i  plastycznych.
E.  T .  ON AT  i  S.  YAMANTUR K  analizowali  stan  graniczny  powł oki  walcowej
pod  dział aniem  duż ych  gradientów  temperatury  [88a].  Spoś ród  zagadn ień
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nieobję tych  niniejszym  omówieniem należy  wspomnieć o dynamicznej  noś noś ci
konstrukcji.

8.  U wagi  koń cowe

Niniejsza praca podając przegląd  rozwijają cych  się   dyscyplin  z zakresu powłok
niesprę ż ystych  wymaga  uzupełnienia  pewnego  rodzaju  syntezą,  wskazują cą
przewidywane  kierunki badań.  Oprócz  dostarczania  nowych  rozwią zań  proble-
mów  brzegowych  odnoszą cych  się   do zagadnień  bezpoś rednio  omówionych,
rozwój  badań  bę dzie  musiał   objąć  zagadnienia  dostosowywania  się  powłok sprę -
ż y sto- plastycsnych  do  zmiennych  programów  obcią ż ania.  Odejś cie  od  jedno-
parametrycznego  obcią ż enia  pocią ga  za sobą   konieczność  innego  zdefiniowania
noś noś ci  granicznej  konstrukcji.

Uwzglę dnienie  zmian  w  geometrii  konstrukcji  wskutek  odkształcenia się
plastycznego  prowadzi  do badania  statecznoś ci procesu odkształceń plastycznych.
Poję cie  statecznoś ci  zastą pi  w  przyszłoś ci  dotychczas  stosowane  poję cie ob-
cią ż enia  granicznego.  Noś ność  graniczna  zwią zana  z  pojawieniem  się   plas-
tycznego  ruchu  konstrukcji  nie może  stanowić  podstawy  do  oceny  stopnia
bezpieczeń stwa  konstrukcji  w przypadku  zaawansowanych  odkształceń  (w za-
kresie  w  jakim  konstrukcja  może  je  przenieś ć ).  Poję cie  statecznoś ci  procesu
odkształ cenia  pozwoli  prześ ledzić  współdziałanie  efektów  zmian  geometrii
powłoki  i  wzmocnienia  materiał u.

Odrę bną   grupę   zagadnień  w ramach  klasycznych  założ eń  sztywno- plastycz-
noś ci  stanowią   problemy dynamicznych obcią ż eń  ciś nieniem, masą  i  temperaturą.
Również  zagadnienia  niejednorodnoś ci  plastycznej  spowodowanej  zmianą  włas-
noś ci  materiałów  wskutek  działań  cieplnych,  strumienia  neutronów,  wymagają
analizy  na  konkretnych  przykładach.

Wreszcie  zagadnienia  zacho*A:ywania  się   powłok  wykonanych  z materiałów
sprę ż ysto- łepko- płastycznych  oczekuje  podję cia  badań  tak  teoretycznych,  jak
i  doś wiadczalnych.

Rozwój  tych  kierunków  obejmują cych  bardzo  złoż one problemy  jest z jednej
strony  pobudzany  przez  potrzeby  techniki,  z  drugiej  strony  ma doniosłe
znaczenie  poznawcze.
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P  e 3 IO M e

Bonpocti  HEynpyrHX  OBOJIO^EK

PaSoTa  HBHHe- rcfi  o63opoi«  raaBH t ix  HanpaBnemiH HccjieROBaHHH B oSnacTH H eynpyrux  060-
jicwei<.  IIpeflcTaBjiflH  OCHOBHBIC  ypaBHeHHH  # JIH  H eynpyrux  Teji,  aBTopBi npoBOfljrr flncKyccHK>,
KacaioinyiocH  rJiaBHblx  MOflejieii  BH 3KHX  H  iuiaerMecKHX  Ten.  PacciwaTpHBaioTcfl  nHHeimo-
BH 3K0- ynpyrne  O^OJIO^KH.  B  cjiyqae  HejiHHeHHoii  BH3KO- ynpyrocTH  pacowaTpHBaiOTCJi  cneqw-

Bon pocti  ciai(HonapHOH  noji3yqecTH.  B  flajibHeiiuieM aBiopbi o6cyH<flaiOT Teopaio  yn pyro-
fledpopMaunH.  B  3aKJiiOTeHne  paccMaipHBaMTca  saufmi,  Kacaiomnecn  Hecymeft

cnoco6HOCTH  H npoeKTiipoBaHHe  oSojioneK  Ha npeflejiBHyso  Harpy3Ky.
oBuiHpHbiii  nepe^eHL
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S u m m a ry

INELASTIC SHELL PROBLEMS

An  attempt is  made to survey  the main trends in the field  of  inelastic  shells.  After  the  funda-
mental equations for  inelastic solids  being  recalled,  the main types  of  viscous  and plastic  response
are analysed. Linearly viscoelastic  shells  are discussed.  I n  nonlinear visco- elasticity  special  atten-
tion  is paid  to steady  creep problems.  Further, the theory of  elastic- plastic deformation is discus-
sed.  Finally,  the  problems  of  limit  analysis  and  limit  design  of  shells  are  considered.  Relevant
reference  to  the  literature  is  given.
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