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Wiele materialdéw zachowujacych wlasnodci sprezyste réwniez przy duzych
odksztalceniach wykazuje bardzo nieznaczng $cisliwo$é odpowiadajgca wspél-
czynnikowi Poissona bliskiemu 0,5. Sg to przede wszystkim tzw. materialy
gumopodobne. Przy ich rozpatrywaniu wyprowadza si¢ zwykle zalozenie
o nieécidliwosci, co zresztg znacznie upraszcza obliczenia.

Wigkszo$¢ rozpatrzonych dotychczas zagadnien dotyczy przypadku, gdy
proces odksztalcenia jest izotermiczny. Przejécie do innych proceséw nie na-
strecza trudnosci, jesli przyjaé, ze rozpatrywany niesci$liwy material nie wy-
kazuje rozszerzalnoci termicznej. Jest to jednak zalozenie dodé sztuczne.
Jedli natomiast material wykazuje rozszerzalnosé termiczng, to zwiazki fizyczne
przyjmujg inng postaé i zachodzg istotne réznice miedzy procesem izoter-
micznym, a procesem nieizotermicznym.

W niniejszej pracy wskazemy na te réznice jak réwniez na pewne wynikajace
z nich konsekwencje.

&

1. Geometria odksztalcenia i zwigzki fizyczne

Oznaczmy przez P typowy punkt ciala nieodksztalconego B wW procesie
odksztatcenia cialo B przechodzi w ciato odksztatcone B, a typowy punkt P
w punkt P. Temperature punktu B oraz P oznaczymy odpow1edmo przez T
oraz T. Wprowadzmy ustalony kartezjanski uklad wspétrzednych oraz wspdt-
rze¢dne konwekcyjne 6. Oznaczajac przez x; oraz y; kartezjanskie wspéirzedne
punktu P oraz P mamy

o 0%,, OXpy c')y,,, (')y,,,
(1.1) 8y = apigpi’  BUT Tapf 35
. 1 o
(1.2) &y = 7(@1 "gu):

gdzie gy; oraz gy oznaczaja tensory metryczne w B oraz B, a gy jest tensorem
odksztalcenia. Symetryczny tensor drugiego rzedu e; ma 3 niezmienniki.
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Dla naszych celéw najdogodniejsze jest zdefiniowanie tych niezmiennikéw
zwigzkami

(1.3) I, =¢"gs, I,=¢sg"l, I,=¢glt.

Pierwiastek z niezmiennika I, jest stosunkiem gestosci p ciata B do gestosei I
ciala B.

Stan naprezenia ciata B scharakteryzowany jest tensorem naprezenia 7V
(odniesionym do jednostki powierzchni w ciele odksztalconym B). Wspél-
rzedne sily P dzialajgcej na jednostke powierzchni o normalnej n wyrazajg sie
przez tensor 7/ wzorem
(1.4) Pl =lip;.

Rozpatrujemy cialo sprezyste o dowolnej nieliniowej charakterystyce fi-
zycznej. Stan ciala sprezystego okres$la siedem niezaleznych parametréw stanu.
Jak pokazano np. w [1], parametry te moga by¢ wybrane w sposéb w zasadzie
dowolny sposréd 14 wielkosci: szesciu wspélrzednych tensora odksztalcenia
&y, sze§ciu wspdlrzednych tensora naprezenia 7V, temperatury bezwzglednej
T oraz odniesionej do jednostki masy ciata entropii S.

Do celéw niniejszej pracy najdogodniejsze jest przyjecie za niezalezne para-
metry stanu wspOirzednych tensora odksztalcenia &;; oraz temperatury 7.
Zpgodnie z pierwszg i drugg zasadg termodynamiki mamy tozsamo$¢ (por. np. [1])

oF i oF

(15) (?8,—]——?) dE,_,-I—(ﬁ—FS) dT—O, F-—F(EU, T),

gdzie funkcja F(ey, T) jest energia swobodng, odniesiong do jednostki masy
rozpatrywanego ciala.

Rézniczki de;;, dT moina formalnie traktowaé jako wektory siedmiowy-

miarowej przestrzeni wektorowej V,. W przypadku gdy rézniczki te s3 wzajemnie
niezalezne, z (1.5) wynika

7 oF oF
(16) ‘E‘ = agij_’ S = —3_T

Zwiazki (1.6) obowigzuja w przypadku, gdy kazda zmiana wielkosci &; oraz
T jest kinematycznie dopuszczalna, Wspélrzedne tensora naprezenia 77 oraz
entropia S sg wtedy jednoznacznie® okre§lone przez wspélrzedne tensora od-
ksztalcenia &;; i temperature 7". Tak jednak nie jest, jesli wspéirze¢dne te i tem-
peratura nie sg niezalezne.

Zalézmy, ze w rozpatrywanym ciele istniejg wiezy geometryczno-termiczne.
W szczegdblnych przypadkach moga one wyrazaé warunek niescisliwosci, ograni-
czenie odksztalcenia przez struny zanurzone w materiale itp. Przyjmiemy, ze
wiezy te wyrazaja si¢ zwigzkami '

feley, T,79,8) =0, K =0,1,2,...M, M<7,
fole, T, 74, 8) = 0.

(1.7)

o o .
! Pewnemu stanowi odniesienia, np. stanowi B, przypisujemy entropi¢ & = 0. W ten sposéb
przechodzimy do operowania tylko przyrostami entropii.
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Szes¢ wspolrzednych tensora odksztalcenia ei; oraz temperature T' traktujemy
jako zmienne niezaleine, a v/ oraz S jako ich funkcje. Zwiazki (1.7) stanowig
wiec pewne wiezy narzucone na &; oraz 1. To usprawiedliwia nazwe wigzy
geometryczno-termiczne. Obliczajgc rézniczke zupeing (1.7) mamy

(1.8)

o |
Jdey; 0T s 95 aS dei;

8fx o7 a_fKaS) . (afK ofx év° | 3fx 8S B
o T\G7 + s a7 T o5 a7 4T =0

W tym przypadku rézniczek dey;, dT nie mozna wigc traktowaé jako wektory
niezalezne, Rozwigzaniem (1.5) jest teraz?

1:” Z dfx dfx at™s dfx oS
8&‘” + (ae,, v G, T 08 dey)

M
_ 3F 0 af[( 3f,( BT” 3fK_3£ .
S=—r T pa pK(aT_{—ar” T35 T

(1.9)

Zwigzki (1.9) pozwalajg wyznaczy¢ wspdlrzedne tensora naprezenia 7'/ oraz
entropie S jako funkcje wspélrz¢dnych tensora odksztalcenia &;; oraz tempe-
ratury T. okreslone s3 z dokladnodciag do M skalarnych parametréw pg, ktére
mogg by¢ interpretowane jako mnozniki Lagrange’a. Dla M =0 zwiazki (1.9)
przechodza w zwigzki dla materialu bez wigzéw (1.6).

W nastepnych rozdzialach zostang rozpatrzone pewne przypadki szczegdlne
zwigzkéw (1.7) i wynikajacych z nich zwigzkéw fizycznych (1.9).

2. Przypadek szczegélny wigzéw geometfryczno-termicznych

Zajmiemy sie tutaj pewnym szczegdlnym przypadkiem wiezéw geometryczno-
termicznych (1.7). Zalozymy mianowicie, ze temperatura i odksztalcenie s3
zwigzane zwigzkiem jawnym, a nie za posrednictwem napreZenia i entropii.

2 Réwnanie wektorowe

Zxkrk =0, k=1,2.,n,

k
przy spelnionych N < # niezaleZnych zwigzkach

Zalfkrk:()) K=]’ 2)"') Nr
k

ma rozwigzanie
S 2 ,pK alfk)
K

gdzie p x $3 wzajemnie niezaleznymi skalarnymi mnoznikami.
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Podczas gdy wiezy (1.7) zalezaly od prawa fizycznego, wigzy rozpatrywane
w niniejszym rozdziale od tego prawa nie zaleza.

Dla uproszczenia rozwazan chw1lowo zalozymy, Ze konwekcyjny ukiad
wspéirzednych 6 pokrywa si¢ w B z ukladem x,. Zgodnie z (1.1) oraz (1.2) jest

. Ym IYm
(2.1) glj =iz 51'1’ g‘j = axi axj »
_ 1 aym aym .

(2.2) EU - E( 3x,~ axj o 6'1)

Powstaje pytanie, jaka postaé ma najogélniejszy zwigzek pomiedzy tempera-
turg a odksztalceniem. Ograniczajac si¢ do przypadku, gdy temparatura zalezy
tylko od odksztalcenia (a nie od predkosci odksztalcenia, przy$pieszenia itd.),
taka najogdlniejszg postacia jest

2.3) T = H(dy,/ox).

Zalezno$é (2.3) jest naturalnym uogélnieniem wprowadzanych czesto wiezéw
geometrycznych, ktérych najprostszym przykladem jest réwnanie niescidliwoéci.
W szczegblnym przypadku wigzy (2.3) moga wyrazaé rozszerzalno$¢ objgtodciows
zalezng tylko od _temperatury. Funkcja H moze w sposéb istotny zalezeé od
poiozema ciata B wzgledem ukladu x,. Tak jest np. w przypadku, gdy ciato
B wykazuje anizotropie.

Gradienty odksztalcenia zgodnie z (2.2) okreélaja catkowicie tensor odksztalce-
nia &y. Tensor odksztalcenia e;; nie okre§la jednak jednoznacznie gradientéw
odksztatcenia, Zdawaé by sie wigc moglo, Ze postulowana zalezno$é¢ (2.3) jest
ogdblniejsza od zaleznoéci T = T'(ey). Nizej wykazemy, ze tak nie jest.

Zalézmy, ze cialo B doznalo pewnego sztywnego obrotu okreslonego orto-
gonalng macierza a;; dokola poczatku ukladu. W ustalonym poprzednio orto-
gonalnym kartezjanskim ukladzie wspélrzednych punkt P po abrocie ciala B
ma wspélrzedne, ktére oznaczymy przez y;. Zachodzg zwigzki
(2.4) Vi =a;Y;,  Y|0w = ay 0y;[0xs,

(25) ai dj, = (3[_].

Podczas sztywnego obrotu temperatura punktu P nie ulega zmianie. Jest
wiec
(2.6) H(ayilom) = H(ay 03,0

Przedstawimy macierz dy;/dx jako iloczyn macierzy ortogonalnej gi; oraz
macierzy symetrycznej s;;. Takie przedstawienie jest zawsze mozliwe (por.
np. [3, 4]). Jest wiec
2.7) V[0xy == Qir Suks
(2.8)  Wil0xy = ayp Gpr Sk

Zawsze mozna tak wybraé obrét ciala B okreSlony ortogonalng macierzg
a;j, 7€ ay @ = 0. W tym przypadku gradlenty odksztalcenia Jy;/dn; tworzg
macierz symetryczng i jest
(2.9 Yo%), = six .
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Przyjmujac to polozenie ciala B za pbioienie wyjséciowe zgodnie z (2.3) oraz
(2.6) mamy

(2.10) T = H(sy) = H(aysi) -

Dla dowolnego materialu temperatura nie jest wiec funkcja niesymetrycznej
macierzy gradientow odksztalcenia dy;[/dxy, a funkcjg symetrycznej macierzy s;;.
Chociaz dalsze rozwazania mozna prowadzi¢é w oparciu o macierz s;;, wy-
godniejsze jest inne podejscie. Z (2.7) wynika mianowicie

(2.11) Sir Srk = 26€ix — Oix..

Kwadrat macierzy s;; jest wigc okreslony jednoznacznie przez macierz tensora
odksztalcenia ¢;;. Okreslone sg tez jednoznacznie kwadraty wartoéci wlasnych
macierzy §; (réwne wartoéciom wlasnym macierzy s%). Same wartosci wlasne
okreslone sg jednak tylko z doktadnoscia do znaku. Niejednoznacznosé ta
wynika stad, ze rozklad (2.7) nie jest rozkladem jedynym. Mozna jednak tak
dobraé obrét ciata B, aby macierz s;; byta dodatnio okreslona. W tym przypadku
wszystkie trzy warto$ci wlasne macierzy s;; s3 dodatnie i sama macierz s;; jest
okreslona jednoznacznie przez macierz tensora odksztalcenia g;. W dalszych
rozwazaniach bedziemy zakladali, Ze zachodzi ten wiasnie przypadek.

Zgodnie z powyzszymi uwagami nie zawezajgc ogélnodci mozna przyjaé

(2.12) T = T(e;).

Wiezy geometryczno-termiczne (2.12) réwnowazne sg wigzom postulowanym
w (2.3) dla wszystkich materialéw, w tym réwniez sprezystych anizotropowych.
Blizsze okreslenie postaci (2.12) mozliwe jest dopiero po okresleniu typu anizo-
tropii. W dalszych wzorach okre§limy (2.12) dla materialu izotropowego.

Ograniczamy si¢ teraz do rozpatrywania materialu izotropowego. Dla takiego
materiatu obrét ciala B wzgledem ustalonego uktadu x; nie moze spowodowaé
zmiany postaci zwigzku (2.12). Niech cialo B dozna obrotu sztywnego okreslo-
nego ortogonalng macierza d4;;. Nowe wspoélrzedne punktu P i nowe wspél-
rzgdne tensora g;; wyznaczone z (2.2) majg postaé

(2.13) X; =dy %,

(2.14) _ &y =di, djgtp,.
Zgodnie z przeprowadzona wyzej analizg mamy

(2.15) T(ey) = T(ey),

(2.16) T(ey) = T(dip diy £g)-

Funkcja T'(ey) jest wiec skalarowg funkcja macierzy e;, niezmienniczg
wzgledem przeksztalcenia ortogonalnego tej macierzy. Stad wynika, ze T
moze by¢ funkcja tylko niezmiennikédw macierzy &;. Skorzystamy teraz z nie-
zmiennikéw odksztalcenia Iy, I,, I, okreslonych zwigzkami (1.3). Dla ciala
izotropowego jest wiec ostatecznie

(2.17) T =T.(I1) I, Iy)
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lub po rozwigzaniu wzgledem I,

Zwigzek (2.18) bedziemy interpretowali jako uogdlnione prawo rozszerzal-
nosci termicznej. W ogélnym przypadku prawo to okresla objetose jako funkcje
temperatury i pierwszych dwéch niezmiennikéw stanu odksztatcenia. W szcze-
gélnym przypadku @Iy, I,, T) = ¢@(T) wzér (2.18) opisuje rozszerzalnosé
termiczng niezalezng od odksztalcenia. Dla procesu izotermicznego mamy
T=11 mezmlenmk I, okreélony jest przez czysto geometryczny zwigzek
VI, =¢ (I, I, T) ktéry w przypadku ¢ (14, I, T) = 1 przechodzi w warunek
niescisliwoéci. Poniewaz przy T = T, I, =I, =3 mamy I, =1 (cialo B),
musi byé

(2.19) | v(3,3,T) =1.

Ze wzgledu na swéj tensorowy charakter zwiazki (2.12) i (2.17) sg prawdziwe
w kazdym ukfadzie wspétrzednych.

3. Przypadki szczegblowe

3.1. Uogélnione prawo rozszerzalnoéci termicznej. Przejdziemy obecnie do rozpa-
trzenia zwigzkéw fizycznych dla ciala izotropowego w przypadku, gdy obo-
wigzuje uogdlnione prawo rozszerzalnodci termicznej (2.18). Zgodnie z (1.7)
mamy

(3.1) f=L—¢*{, L, T) =0.

W ogdlnym przypadku ciala sprezystego izotropowego energia swobodna F
jest funkcja trzech niezmiennikéw stanu odksztatcenia I,, I, Iy oraz tempera-
tury 7. W przypadku rozpatrywanym tutaj ze wzgledu na istnienie zwigzku
(3.1) mozna, nie zwezajgc ogélnosci, przyja¢é F=F(1I,, I,, T). Zgodnie z (1.9)
i (3.1) mamy wigc

y o 09\ o s & :
T = (Tl—“'P'Q 3—2)8" ‘F(l’p?—""?’@ %)bi] +p'¥g”,
(3.2)

. o
S =P+ 2y 50

gdzie p’ jest dowolng funkcjg skalarna, podczas gdy funkcje ¥,, ¥,, ¥;, ¥
oraz b okreslone s3 zwigzkami.

oF oF oF oF
il — 20— =20 =2
ey Lo Tar kg Ha=Zgn, Vi=Zgp

bij — (g°ljg°r.t _ °lrgjx)g



Z:WIAZKI FIZYCZNE 31

Oznaczajac p = 2gp’p mamy ostatecznie

o 2p 9y ) oy ' 2p dg ij
(3.4’) TJ—‘(EP]_ v a[) +(!p2_~(_j b"‘-“‘ng,

(3.5) =Y, + £

3.2. Rozszerzalno§é objetoSciowa niczalezna od odksztalcenia. Zaio’imy obecnie, ze
material wykazuje termiczng rozszerzalno$é objetosciows niezalezna od od-
ksztalcenia

(3.6) $lo =VI, =¢(T), ¢(T)=1.

Zwigzek ten przedstawia jedno réwnanie wigzéw. Zapisujgc je w postaci takiej
jak (3.1) mamy

(3.7) f=I,—gx(T) = 0.
Zwigzek (3.7) bedziemy traktowaé jako szczegdlny przypadek zwigzku (3.1).
Zgodnie z (3.2) jest wigc

338 o= WG LW 4 W S = Wy + 2 ii"’—
£ aT

Oznaczajgc p = ¥;p' mamy ostatecznie

(3.9) =W 4+ W bY + pe¥,
— 1 dp
(3.10) S =Y+ 5 g1

Przy ¢(T) = 1 réwnanie (3.7) przechodzi w warunek niesci$liwodci. W tym
przypadku dp/dT =0 i entropia S okre§lona jest przez (3.10) jednoznacznie.
Zaskakujgcy fakt, ze przy de/dT # 0 entropia ($ci$le] — przyrost entropii)
okreslona jest z dokladnoseia do pewnej funkcji skalarnej, mozna latwo wyjaénié
w przypadku, gdy do rozpatrywanego ciata o jednostkowej masie przylozone
jest tylko stale ciénienie hydrostatyczne ¢ = const. Przy wzroécie temperatury
o dT cialo wykonuje prace zalezng od ciénienia ¢, doprowadzone ciepto musi
wiec tez od tego ciénienia zaleze¢. Stad wynika, ze wzrost entropii spowodowany
wzrostem temperatury zalezy od ciénienia q.

Z faktem tym wiaze sie bezposérednio kwestia jednoznaczno$ci energii we-
wngtrznej U(I,, I,, I, S) oraz energii swobodnej F(I, I, I;, T). Obie te
funkcje s3 jednoznacznie okreslone przez parametry stanu [, I, I, oraz S
lub tez I, I,, I, oraz T. Jednak wtedy gdy energia swobodna F nie zalezy
od funkcji p, to energia wewnetrzna zalezy od funkcji p za posrednictwem
entropii S.

Sytuacja podobna do opisanej zachodzi w rozpatrzonym wyzej przypadku,
gdy obowigzuje uogélnione prawo rozszerzalnosci termiczne;.
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4. Inflacja i rozciggniecie rury walcowej

4.1. Zalozenia i zwiazki ogélne. Przejdziemy obecnie do rozww,zama przykladu
Rura walcowa o promieniu wewnetrznym 4, zewngtrznym bio dtugosci [,
okreslona dalej jako cialo B, wykonana jest z izotropowego 1Jednorodnego ma-
terialu sprezystego. O materiale tym zakladamy, ze jest niescisliwy i Ze wyka-
zuje objetodciowy rozszerzalnod¢ termiczng zaleing tylko od temperatury.

Rozpatrywana rura doznaje skoriczonego rozciggnigcia w kierunku swojej
osi oraz inflacji, tj. zwiekszenia promienia wewnetrznego i zewngtrznego.
Na skutek tego odksztalcenia przechodzi ona w rure o wymiarach odpowiednio
a, b oraz 1 okreslang dalej jako cialo B. Wprowadzmy parametry A oraz yu zde-
finiowane réwnos$ciami

(4.1) A =2/1°, u =ala.

W przypadku materialu niescidliwego (rozpatrzonym np. w [2]) parametry
) oraz p okreslaja calkowicie geometrie odksztalcenia niezaleznie od charakteru
procesu B — B i niezaleznie od zwiazkéw fizycznych. W przypadku materiatu
wykazujacego rozszerzalno$é termiczng parametry te nie okreflaja jednoznacz-
nie geometrii odksztalcenia. Przy rozpatrywaniu takiego materialu konieczna
jest znajomos$¢ charakteru procesu B —~ B, rozkiadu temperatur itp., jak réw-
niez znajomo$é zwigzkdéw fizycznych, W dalszym ciagu pracy przy przejsciu do
efektywnego rozwigzania okre$laé bedziemy zardwno charakter procesu jak
i zwigzki fizyczne.

W ciele B budujemy walcowy uklad wspéirzednych 0! = (7, &, 2). Wspéi-
rzedne te uwazaé bedziemy za wspdlrzedne konwekcyjne.

Tensor metryczny g, w B jest

100
(4.2) gy=070f,  g=|g =7
001
Zakladamy, Ze odksztalcenie jest osiowo-symetryczne i a) przemieszczenie
promieniowe typowego punktu P jest tylko funkcja 7, b) przemieszczenie osiowe
punktu P jest tylko funkcjg 2.
Zgodnie z powyzszymi zalozeniami mamy

(4.3) x, =rQcosd, x, =rQsind, x, =2/, O =0Q(),
przy czym
(4.4) Q@) = 1u,

gdzie Q(r) jest pewny na razie nieokreslony funkcjg zmiennej . -
Tensor metryczny g;; w ciele B okreslony jest zwigzkiem (1.1). Korzystajgc
z (4.3) mamy

Q+rQp 0 0

45) &y = 0 PO 0|, =3
0 0 1/»

= T QHO +0F.
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Tensory metryczne g;; oraz g;; okreslaja stan odksztalcenia ciala B. Tensor
odksztalcenia ¢;; i jego niezmienniki I, I,, I; majg postaé

. . 1 —(Q+70.p 0 0
(4-.()) &ij = 7(5';1 - éij) = 0 72(1 - QQ) 0 >
0 0 112

I, =§%gs = (0 +r0)*+ 072+ 2,
(4.7) Iy = &gl = B (Q +700)* - 2072 4+ 02(0 +70,)72,
Iy = glg = PQ2(Q +r0)7"

Przejdziemy teraz do ulozenia réwnania rézniczkowego, jakic spelnia funkcja
O(r) oraz do wyznaczenia stanu naprezenia w rozpatrywanym walcu. Zgodnie
z zalozeniem, ze material wykazuje rozszerzalno$é objetosciowa zalezna tylko
od temperatury 7T, mamy

(4.8) éle =@ (T).

Trzeci niezmiennik stanu odksztalcenia I, jest kwadratem stosunku gestosci
ciata B do gestosci ciala B. Wykorzystujac (4.7) oraz (4.8) mamy ostatecznie

(4.9) I, —¢*(T) =0 czyli Q(Q+70)p =2

Dla materiatu niedcisliwego ¢ = 1 i réwnanie (4.9) jest réwnaniem réznicz-
kowym zwyczajnym, ktére }gcznie z warunkiem brzegowym (4.4) okreéla calko-
wicie funkcje Q(r). Réwniez w przypadku, gdy dany jest rozkiad temperatury jako
funkcja r, czyli T' = T(r), zwiazek (4.9) tacznie z (4.4) okredla catkowicie funkcje
O(r). Jak dalej pokazemy, w ogélnym przypadku réwnanie (4.9) jest tylko jednym
z ukladu réwnan rézniczkowych, w ktérych niewiadomymi sg QO(r), T(r) oraz
ewentualnie inne funkcje zmiennej 7.

Zgodnie z (3.8), (3.9), (4.2) oraz (4.5) jest
T =W (Q 7007 A+ (@ 70N (B + Q7)) + o,
(4.10) P 0 W07 [ (Q 4107+,
=W, B+ W2 [ +(Q+70)"] 42,

728 — % — 12 — (),

733

Réwnania réwnowagi ciala B, majace postaé
(4.11) V19 =0,

gdzie V; oznacza rézniczkowanie kowariantne wzgledem 6' w B, ze wzgledu
na osiowg symetri¢ rozpatrywanego zagadnienia sprowadzajg si¢ do jednego
réwnania

d

(4.12) =

T —}:(r“ —r21%%) = 0.

3 Mechanika teoretyczna
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Podstawiajac (4.10) do (4.12) mamy

d
(413) S UQ+70) P[P+ + 0ot )+

Q700 — QW+ 22 W) = 0,

Przyjmiemy, Ze zewnegtrzna powierzchnia rozpatrywanego cylindra =15
jest wolna od obcigZzenia, a powierzchnia wewnetrzna r=a jest obcigzona
obcigzeniem ciaglym ¢ (ci$nieniem hydrostatycznym). Warunki brzegowe
sprowadzajg si¢ do

(4.14) M|, =—q, ., =0.

Podane w tym punkcie zwigzki pozwalajg wyznaczyé efektywnie stan od-
ksztalcenia i naprezenia, jezeli tylko okreslony jest termiczny charakter pro-
cesu B> B. W nastgpnych punktach skoncentrujemy uwage na dwu skrajnie
réznych przypadkach. W przypadku pierwszym zachodzi ustalony przeplyw
ciepla spowodowany réznicg temperatur na powierzchni v = a oraz powierzch-
ni r =b. W przypadku drugim proces B — B jest procesem adiabatycznym.

4.2. Ustalony przeplyw ciepla. Niech na powierzchniach r=a oraz r=»5 pa-
nujg state temperatury 7T, oraz Ty. Po dostatecznie diugim czasie wewnatrz
rozpatrywanego ciala ustali si¢ rozklad temperatury okre$lony réwnaniem
przewodnictwa

(4.15) ' v, R =0,
gdzie R' s3 wspllrzednymi wektora strumienia cieplnego odniesionego do

jednostki powierzchni ciala odksztalconego. Wektor ten, jak pokazano np.
w [3], dla ciala izotropowego mozna przedstawié¢ w nastepujgcej postaci:

(4.16) Rf = (Cy 8+ Cyei 4 Caele)ViT,
gdzie V/ oznacza rézniczkowanie kontrawariantne w B, a C;, C, oraz C; sa

funkcjami trzech niezmiennikéw (1.7) oraz trzech niezmiennikéw termiczno-
odksztalceniowych

(4.17) I, =VTVT, I, =&V\TVT, [, =sle'V;TV/IT.
Podstawiajac (4.16) do (4.15) otrzymujemy ostatecznie
(4.18) Vi[(C,6) + Cyoel + Cyelel) VVT] =0.

Réwnania (4.9), (4.13) oraz (4.18) tworzg uklad trzech réwnan rézniczkowych
z trzema niewiadomymi funkcjami T'(r), Q(r) oraz p(r). W celu rozwigzania te-
go ukladu najwygodniej jest korzystajac z (4.9) wyrazi¢ temperature 7(r) przez
funkcje Q(r), T = T(Q(¥), 7) i otrzymany wynik podstawi¢ do (4.18). Otrzy-
muje si¢ w ten sposéb réwnanie rézniczkowe zwyczajne z jedng tylko niewia-
doma Q(r). Po wyznaczeniu z tego réwnania funkcji O(r) mozna podstawiajgc
Q(r) do (4.13) wyznaczyé funkcje p(r).
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Réwnania rézniczkowe (4.9), (4.13) oraz (4.18) sg na ogd! nicliniowe. Z tego
powodu rozwigzaii mozna na ogét poszukiwaé tylko na drodze numerycznej.
Wskazemy tutaj na prosty przyklad, ktéry udaje si¢ rozwigzaé analitycznie.
Przyjmiemy mianowicie
(4.19) ¢(T) =exp W T—T),

(4.20) C, =const, (=03 =0,

gdzie » jest pewng stalg. Zalozenie (4.20) réwnowazne jest zalozeniu, ze roz-
ktadem temperatur rzadzi klasyczne réwnanie ustalonego przeplywu ciepta
VT =0.

Réwnanie (4.18) zawiera teraz jedng tylko niewiadoma T(r). Po przyjeciu,
ze temperatury na powierzchni v =a oraz v = b s3 odpowiednio réwne T,
oraz T,, mamy

(4.21) T —2ulnr+4,
T, —T, _ T,,Inb—;z:,?lna‘
(+.22) 2o = Tmb’ P T T TmaTing

Podstawiajgc (4.19) oraz (4.21) do (4.9) otrzymujemy réwnanie rézniczkowe,
w ktérym jedyng niewiadomsa jest Q(r):

(4.23) Q(Q+70)™ =2dexpy (T — B).

Postaé rozwiazania tego réwnania zaleiy od warto$ci wspélezynnika « cha-
rakteryzujgcego termiczne obcigZenie rozpatrywanego cylindra. Istniejg mia-
nowicie trzy rézne rozwigzania odpowiadajace przypadkom va =0, ya =1
oraz vaz 0;1. Dla »a # 0;1 mamy

(4.24) 0% = Ar~* + Br?,

gdzie

(4.25)
A4 = expv(f~—ﬂ) B=a i__ A a‘zv“expv(j"——ﬁ) .

1 —9a ’ w21l —a

Dla ya =1 jest

(4.26) Q* = Ar2Inr-+ Br2,

gdzie

(4.27) A =21 expu(T — B), B-——-%——Zlexpv(ff‘——ﬂ).
Dla va =0, » 0 jest

(4.28) Q* = A+ Br,

gdzie

(429) A=1expy(T—T,), B= aZ[PiZ~xexpv(T— T,,):\-

kid
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Ostatni przypadek odpowiada réwnomiernemu ogrzaniu rury 7 =T, = T,.
Przy T, = T, jak rowniez przy v =0, odpowiada on rozwigzaniu dla ciala
niescisliwego [2].

Dlakazdego zrozpatrzonych wyzej przypadkéw funkeja O(7) jest jednoznacznie
okreslona. Zgodnie z uwagami zawartymi w pierwszej czgsci punktu geometria
odksztalcenia jest wigc calkowicie okredlona. Pozostaje jeszcze wyznaczyé
funkcje p(r) oraz ciénienie g. Wystepujace w réwnaniu (4.13) wielkoséci ¥,
oraz ¥, jako funkcje niezmiennikéw I,, I, oraz temperatury 7T sa zgodnie
z (4.22) i (4.24) [ewentualnie (4.26) lub (4.27)]—znanymi funkcjami zmiennej 7.
Réwnanie (4.13) zawiera wiec tylko jedna niewiadoma p(r). Na podstawie
zwigzkéw (4.13) 1 (4.14) mamy wiec

#30)  p0) = [ 107 — (Q+r0) I (Ft 2 ) dr —
b
— Q70 [ + (24 0 W],

a

1 .
(#.31) (= — [ 10— (OO (s + 2 W) dr.
b
Ostatnie dwa zwigzki zamykajg rozwigzanie rozpatrywanego tutaj przyktadu.
Nalezy podkresli¢, ze zwigzek (3.10) nie byl wcale wykorzystany. Stanowi on
odr¢bne réwnanie pozwalajace przy pomocy zwiazkéw (4.21), (4.24) lub (4.26)
albo (4.28) oraz (4.30) wyznaczy¢ entropie S.

4.3. Odksztalcenie adiabatyczne. W granicznym przypadku, gdy wektor przeplywu
ciepla dazy do zera, proces BB dazy do procesu adiabatycznego. Takim
procesem dla rury grubosdciennej zajmowal sie bedziemy w niniejszym punk-
cie.

Jesli material jest niesci$liwy, to obliczenia dla procesu adiabatycznego
przebiegaja identycznie jak dla procesu izotermicznego. Wystarczy mianowicie
oprzeé rozwazania nie na energii swobodnej F=F(I;, [, T), a na energii
wewnetrznej U = U(Iy, I,, S). Prowadzi to do identycznych w zasadzie
ostatecznych rezultatéw z tym, ze w kofcowych wzorach dla procesu adia-
batycznego wystepuje U, a dla procesu izotermicznego—funkcja F. Jak wyka-
zemy nizej, w przypadku materialu wykazujacego rozszerzalno$é termiczng
obliczenia dla procesu adiabatycznego sa zasadniczo rézne od obliczen dla
procesu izotermicznego.

Na podstawie (3.10) mamy mianowicie

. ofe, eF\(dp\7?

{4.32) § =const, p=p (S—i— ﬁ) (ﬁ) )
° oF

4.33 S=_—_

(#33) COT |p=f, 1,=1,=3
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TFunkcja p(r) nie moze wigec w tym przypadku byé wybrana dowolnie. Pod-
stawiajac (4.32) do réwnania réwnowagi (4.13) mamy

d Lt fa . OF\(dy
43 Qo Gr el S + 20 ()

1
+ - [(Q+70)2— 0] (P, + 2 ¥,) = 0.

Réwnanie (4.33) lacznie z réwnaniem (4.9) stanowi uklad dwu réwnan réz-
niczkowych z niewiadomymi Q(r) oraz T(r). Za pomocg tych funkeyj wyrazié
mozna w rozpatrywanym przypadku wszystkie pozostale funkcje, a wiec ¥,
Y¥,, dF[dT oraz dp[dT.

W celu rozwigzania ukladu réwnan (4.9) oraz (4.32) najdogodniej jest wy-
znaczy¢ ze zwigzku (4.9) temperature T(r) w zalezno$ci od funkcji O(r) oraz
zmienne] r, czyli T = T(Q(r),r). Funkcje ¥,, ¥,, 0F [T oraz dg[dT mozna
teraz przedstawi¢ jako funkcje zmiennej » oraz funkcji Q(r). Po podstawieniu
tych rezultatéw do (4.34) réwnanie to zawiera tylko jedng nieznang funkcje
mianowicie O(r). Lacznie z warunkiem brzegowym (4.4) réwnanie to okre$la
catkowicie funkcje Q(r), a wigc geometrig odksztalcenia. Majac funkcje QO(r)
mozna z kolei fatwo okredli¢ zgodnie z (4.9) funkcje ¢ (r), a wiec 1 T(¥), a na-
stepnie za ponocg (4.10) tensor .

Jak sig¢ zdaje, dotychczas nie zaproponowano zadnej postaci funkeji F(Iy, I,, T)
dla materialéw sprezystych wykazujgcych rozszerzalno$é termiczng. Uniemo-
zliwia to wykonanie konkretnych obliczern dla takiego materiatu.
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Peswoue

DOH3HNYECKHME YPABHEHWS IJIA VIIPYI'OI'O TEJIA
C TEOMETPUYECKU-TEILIOBEIMY CBI3SAMU

YcoBre HeOKMMAeMOCTH fABJIACTCA YACTHBIM CJIYYaeM TCOMETPUYECKH-TEIIOBBIX cBA3EH
B BHze f(&, T/, S, T) = 0. B paGore BbigefcHb! (PMIHUECKUE YPABHEHHA UL YIPYroro MaTe-
prana, XapaKTEPH3yIOMErocs TAaKAMM CBA3AMK (B OoOLUEM ciIyuae ¥ B CJIydac H3OTPOIHOTO Ma-
TepHaa), a 3aTeM PEUICHA 3a[ayd O KOHEWHOM PACTSIKEHMM M MHMNIMUH TONCTOCTEHHOH TPYOhI
M3 MaTepuaa INPOABJIAIOLIEr0 CBOHCTBO TeIUIOBOH paciHpAeMOCTH. PerleHue JaHO AN M33H-
TPOIHOK pecbopmMarmy Impu CTALMOHADHOM IIOTOKE TEILIA.
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Summary

CONSTITUTIVE EQUATIONS FOR ELASTIC MATERIALS
WITH THERMO-GEOMETRIC CONSTRAINTS

The incompressibility condition constitutes a particular case of thermo—geometric constraints
of the form f(l:‘.‘j,”liij, S, T) = 0. In the paper the constitutive equations are established which
correspond to elastic bodies characterized by such constraints (for both the general case and the
case of isotropic bodies); moreover, the solutions are given to the problem of finite stretching and
inflation of a thick—~walled cylinder made of thermally expanding materials. The solutions apply
to adiabatic deformations and to deformations with steady radial heat flow.

ZAKLAD MECHANIKI OSRODKOW CIAGLYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN

Praca zostala zlosona w Redakeji dnia 8 listopada 1963 1.



