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Wstep

W pracy [1] rozwazony zostal problem drgan samowzbudnych ukiadu
oscylatoréw mechanicznych poruszajacych si¢ po powierzchni péiprzestrzeni
sprezystej. Wyznaczono predkodci krytyczne oraz obszary niestatecznosci,
wewnatrz ktérych drgania oscylatoréw maja charakter narastajgcy. Praca [1]
niezaleznie od jej bezposredniego znaczenia w mechanice stanowila wstep
do znacznie ogélniejszego zagadnienia z dziedziny magnetosprezystosci, do-
tyczacego samowzbudnego narastania drgan strumienia elektronéw nad dosko-
nalym przewodnikiem sprezystym w pierwotnym polu magnetycznym. Zagadnie-
nie to stanowi temat odrebnej publikacji.

Jednakze w zwigzku z pracg [1] nasuwa sie podobne zagadnienie, mianowicie
zagadnienie stateczno$ci ruchu ukladu oscylatoréw poruszajacych si¢ po belce
na podlozu sprezystym. Rozwigzanie tego zagadnienia stanowi cel niniejszej
pracy.

Podobne zagadnienie bylo rozwazane w pracy [2] przy badaniu ruchu masy
poruszajacej sie po belce na podlozu sprezystym przy dzialaniu na mase okre-
sowej silty wymuszajacej. Rozwazono tam réwniez kwesti¢ uresorowania masy
jednakze pod katem drgafi wymuszonych, nie rozwazano natomiast problemu
drgan samowzbudnych. Problem ruchu masy po belce rozpatrzono w wie-
lu pracach, ktérych nie cytujemy tutaj (por. np. [3]).

Sformulowane wyzej zagadnienie posiada liczne bezposrednie aspekty
praktyczne, wspomnimy tutaj chociazby problem statecznoéci pojazdéw ureso-
rowanych na szynach itp. Predko$ci krytyczne ruchu statecznego sg w takich
przypadkach do$¢ wysokie, jednakze biorac pod uwage coraz to wieksze sto-
sowane predkoéci eksploatacyjne zagadnienie to nabiera coraz wigkszej wagi
praktycznej.

W pracy zastosujemy metodyke rozwiazania opracowang w [1]. Poza tym
ograniczymy sie gwoli przejrzystoéei wywoddw oraz otrzymania prostych
wynikéw do przypadku najprostszego, tj. ukladu liniowych oscylatoréw bez
ttumikéw, roztozonych réwnomiernie oraz poruszajacych sie ze stala predkos-
cig U. Oczywidcie uogélnienie rezultatéw na przypadek oscylatoréw roztozonych
gesto na odeinku badZ oscylatora skupionego, jak réwniez uwzglednienie thumie~
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nia nie przedstawia przy stosowanej metodzie rozwigzania zadnych trudnosci.
Wyniki jakoéciowe nie ulegaja w zasadzie zmianie, pewne osobliwosci wprowadza
jedynie tlumienie, jesli osigga pewne wartodei krytyczne.

Inaczej ma sig¢ oczywiscie sprawa z oscylatorami nieliniowymi; tutaj pojawiaja
sig trudnosci dodatkowe natury zasadniczej. Niektére jednak przypadki szcze-
gélne zaréwno w [1] jak i w rozpatrywanym obecnie problemie mozna roz-
wigzaé; odkladamy je do dalszych prac.

W punkcie drugim niniejszej pracy podajemy réwnania wyjsciowe, w punkcie
trzecim konstruujemy rozwigzania otrzymanych réwnan oraz dyskutujemy
warunki niestatecznodci, w punkcie czwartym obliczamy parametry krytyczne
i obszary niestatecznos$ci dla réznych przebiegéw parametréw wyjsciowych
zadania, wreszcie w punkcie pigtym podajemy uogélnione sformulowanie
problemu na przypadek oscylatoréw zlozonych o kilku stopniach swobody.

2, Roéwnania ruchu
Rozwazmy belke na podiozu sprezystym, po ktérej porusza sie gesto réwno-

miernie rozlozony uklad oscylatoréw mechanicznych (rys. 1) o masie m oraz
staléj sprezystej ¢, odniesionych do jednostki diugosci belki.

MTTT

TS

Rys. 1

Uklad oscylatordw porusza sie¢ w kierunku x, ze stalg predkoscig U. Rozwazymy
dwa uklady wspoélrzednych, jeden zwigzany z ruchomym ukladem oscylato-
réw, drugi z belka (rys. 2).

Yp

'y,
Rys. 2

Niech na belke dziala ruchome okresowe ciénienie

(2.1) . P] (xl) t) :ngkl (1 ~ Ult),
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analogicznie na uktad oscylatoréw
(22) pz(x2) f_) ,—_pel’ke(xz —vzl).
Ciénienie dzialajace na uklad oscylatoréw dziala na sprezyny oscylatoréw
w plaszczyZnie kontaktu z belky (rys. 1).
Réwnanie ruchu belki przyjmie w zwigzku z tym postaé

ot
(2.3) EI ai’;l o az = pr(*1, 1),

gdzie EI oznacza sztywno$¢ belki, o mase belki na jednostke diugosci, b stalg
sprezystg podioza na jednostke diugodei belki.

Réwnania ruchu ukladu oscylatordéw maja postacd
(2.4) mys +¢ (¥ — Ya0) =0,
gdzie y,, jest przemieszczeniem punktu styku oscylatora z belkg. Funkcje y,
oraz Yy zalezg od x, 1 f.

Przy drganiach okresowych y, wyrazi si¢ oczywiscie przez y,, za pomocy
warunku brzegowego

(2.5) ¢(¥2 — ¥Yo0) = — Pa(%p, 1)

Jezeli oba uklady wspoélrzednych, tj. dla belki i oscylatordw sa zwigzane
ze soba, wtedy musza dodatkowo zachodzié zwigzki zgodno$ci przemieszezen
Y1 1 Y9 oraz zgodnosci cidnien py, p,:

(2.6) b1 =P Y1 = 7 Yao-
Warunki (2.6) sa juz zapisane w jednolitym ukfadzie wspélrzednych (zwigza-
nym z belkg).

Zwigzki pomiedzy obu ukladami wspélrzednych (rys. 2) sa nastepujace:

(2.7) x +x, =Ut, vy, +y,=0,

gdzie U jest predkosécia przemieszczania sie ukladu oscylatoréw po belce.
Przytoczone wyzej oba uklady réwnan oraz zwigzki (2.6) i (2.7) okreslaja
w pelni nasz problem. Bedziemy poszukiwali takich obszaréw zmiany U, przy
ktérych rozwigzania zagadnienia w postaci fal biezacych przestang by¢ stateczne,
tj. przy ktérych amplitudy drgafn beda narastaé w czasie.
PrzejdZmy obecnie do dyskusji rozwigzani powyzszych réwnan oraz warunku
niestateczno$ci drgan.

3. Rozwigzanie réwnah i warunki niestatecznoéci drgan

Rozwigzani réwnan (2.3) i (2.4) poszukiwaé bedziemy w postaci:
(3 .1) y]. —_— Aeikl (x — ‘U|[) y20 e Beik.(x, - 1}1[) y — Ceik: (%3 — ‘Dll)

Podstawquc (3.1) do uktadu réwnan (2.3) i (2 4) znajdujemy wykorzystujac
(2.1) i (2.2) oraz (2.5)
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_ » b
(3-2) A= Fi— ot +5 ~ (R~
gdzie
1(, . b
R—z(ml W)
oraz
__@-p__ p
(¢3) e
__pd_ _p 1
3.4) ¢= c v2 mk: v3’

gdzie «f =c[mkE.

Rozwigzania niestateczne, a wi¢c drgania samowzbudne, wystapig wtedy,
gdy
(3.5) Im(kwi) > 0.

Dla otrzymania réwnania charakterystycznego, z ktérego wyznaczymy pa-
rametry krytyczne U, zwigzemy oba uklady rozwigzan (3.2), (3.3) i (3.4) z wa-
runkami (2.6) i (2.7). Mianowicie z pierwszego z warunkéw (2.6) przy wyko-
rzystaniu réwniez pierwszego z warunkéw (2.7) znajdujemy w jednolitym
ukladzie wspélrzednych

(3.6) ki + ky =0,
skad przyjmiemy

(3.7) by, =k, hy=—F
- oraz

(3.8) o 40y = U.

Nast¢pnie na podstawie drugiego z warunkéw (2.6) oraz (2.7) otrzymamy
po wykorzystaniu (3.7) oraz pierwszego z warunkow (2.6)

1 1 of — o

.9 = )
(3-9) ek* (R — %)  mk* ofv}
lub

1 afol

3.10 e -R_ 070,
(3:10) “ 7 af — o
gdzie n =g/m,

Uklad réwnan (3.8) 1(3.10) stanowi ostateczny uklad réwnan charakterystycz-
nych wzgledem v,,9,, z ktérego obliczyé mozemy U, oraz obszary niesta-
tecznosci.

Wprowadzajagc oznaczenia

— i — U a?
3.11 Y = 2 0
( ) ; U a 7
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mozemy uklady (3.8) i (3.10) sprowadzi¢ do postaci nastepujace;:

- 7 = 1 «®v}
(3.12) 'Z)I+'Z)2=U, ‘Z)%=1—;(12—_%.

Uktad (3.12) mozna .eliminuja,c np. v; sprowadzi¢ do réwnania wzgledem
7, zaleznego od parametru U, mianowicie

_— — 2 —
(3.13) 72U + (U2 —w—1— %)ag + 202 Ty +a2(1 — U2) = 0.

Ze wzgledu na fakt, ze dyskusja réwnania (3.13) jest bardzo ucigzliwa, be-
dziemy w dalszym ciagu postugiwali si¢ réwnaniami (3.12) oraz stosowali
numeryczng metode rozwigzania.

Aby rozstrzygnaé problem drgaft samowzbudnych ukiadu oscylatoréw,
nalezatoby rozwiaza¢ uklad réwnan (3.12) badZ réwnanie (3.13) i znalezé takie
zakresy zmiany U, przy ktérych otrzymaliby$my dla ¥, , 9, rozwiazania zespo-
lone czynigec zado$¢ warunkom (3.5). Poniewaz jednakze rozwigzanie réwnania
(3.13) w postaci jawnej, aczkolwiek teoretycznie mozliwe, napotyka praktycznie
na znaczne trudnosci rachunkowe, postapimy inaczej. Mianowicie poniewaz
wspllny . obszar istnienia mozliwych rzeczywistych rozwiazan v,, v, drugiego
z rownan (3.12) nie jest ograniczony, zatem kreslac w plaszczyznie v,, v, krzywe
przedstawiajagce drugie z réwnan (3.12), bedziemy szukali przecig¢ tych
krzywych z prostg v, = U—7,.

%)
Ukr

Rys. 3

Jezeli przy danym U beda istnialy pierwiastki rzeczywiste, to beds one od-
powiadaly drganiom statecznym. Jezeli za§ poczawszy od pewnego U = U,
pierwiastki rzeczywiste v; przestana istnieé, wtedy rozpocznie sie obszar nie-
stateczno$ci — obszar drgaii samowzbudnych ukladu oscylatoréw (rys. 3).

Fakt ten mozna uzasadni¢ bezposrednio stosujac rachunek zaburzen. Do-

! Obszar niestatecznosci dla U nazywaé bgdziemy w dalszym ciagu zredukowanym obszarem
niestatecznosci, za§ obszar dla samego U bezpoérednio obszarem niestatecznosci.
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wodu tego nie przytoczymy tutaj, gdyz zostal on przedstawiony w pracy [1],
sposéb za$ postepowania w naszym przypadku bedzie identyczny. Gdy U wzra-
stajac osiggnie ponownie wartosci, przy ktorych pojawiaja si¢ pierwiastki rze-
czywiste, to bedzie to gérna granica U przedzialu (obszaru) niestatecznosci
drgan. "

Obszar badania rozwiazan we wspdtrzednych 23, ¥, mozna ograniczyé dla
v, do pierwszej éwiartki plaszczyzny zespolonej, zas dla v, do czwarte;.

Z pierwszego z réownan (3.12) wynika, ze rozwigzania dla 9; muszg mieé
postaé

(3.14) vV, =r, e, v, =r,—ic.
Poza tym z drugiego z réwnan (3.12) wynika, ze wielkosci
(3.15) v, = —t i, Uy = —ry—i¢
jak réwniez
(3.16) V) =r,—ig, Uy =7y}t

czynig zado$¢ ukladowi réwnan (3.12), przy czym dla (3.15) nalezy zamiast
U przyjmowaé —U. Stad wiec wynika poprawnoéé przyjetego uproszcze-
nia i w dalszym ciggu bedziemy badali uklad dla postaci rozwigzan (3.14)
przy r,,7; >0 oraz £ >0, tzn. stosujgc opisang wyzej metode okreslania
U, poprzez poszukiwanie krzywej 7, = f(@,) dla rzeczywistych ,, 9, 1 punktow
przecigcia z prosta 7, = U—®u,. Ograniczymy sie do dodatnich 7,, 7,, tj. do
pierwszej ¢wiartki w plaszczyinie zmiennych rzeczywistych oy, v,.
Przejdziemy obecnie do okreslenia liczbowego krytycznych predkosci oraz
obszaréw niestatecznosci rozwigzan dla réznych zakreséw zmiany parametréw
naszego uktadu, co wyczerpie mozliwe praktyczne warianty rozwigzan problemu.

4. Parametry krytyczne — obszary niestateczno$ci

W celu liczbowego wyznaczenia predkosci krytycznych oraz obszaréw nie-
statecznosci przy réznych parametrach zadania przeprowadzimy tabelaryzacje
réwnania (3.12) (drugiego) dla réznych «?, k oraz 7, co pozwoli wyznaczyé
numerycznie przebieg krzywych o, = f(9,), gdzie f%v,) jest prawg strong dru-
.giego z réwnani (3.12). Przy sporzadzaniu tabeli stosowano dokladno$é mozliwg
do otrzymania na suwaku. Dane powyisze zestawione zostaly w tablicy 1.

Zgodnie z dyskusja, przeprowadzong w poprzednim punkcie, drgania ukladu
oscylatoréw s3 niestateczne w obszarze, w ktérym uktad réwnan (3.12) nie
posiada rozwigzan rzeczywistych. Granice tego obszaru wyznaczamy badajac
uklad réwnan (3.12) dla zmiennych rzeczywistych @y, 9, i poszukujgc takich
U = U,,, przy ktérych prosta v, = U—u, jest styczng do krzywej 7, = f(D,).
Zauwazmy jeszcze, Ze po wyznaczeniu na podstawie ukladu réwnad (3.12) U,
samo U, obliczamy ze stosunku (3.11), pamigtajac ze R zalezy réwniez od k,
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tzn. od dlugodci fali. Ogdlna posta¢ wykreséw lewej i prawej strony drugiego
z réwnan (3.12) podana jest na rys. 4.

a 712 Fi b

]
X

Rys. 4

Przebieg krzywych o, = f,(@,) oraz warto$ci U,, dla kilku wybranych ukladéw
parametréw o, k 1 5 z tablicy 1 przedstawiony jest na rys. 5.

Jezeli powtérzy¢ konstrukeje wyznaczania Uy, przedstawiong na rys. 5 dla
zageszczonych wartosdci parametréw k, przy ustalonym #» oraz danych ¢, EI, b,

ed

35

I
[
f
|
|
i
[
|
|
1
{
|
|

1- p=100; a?=10; R-1°

2~ p=10; a’=10; R=10°

3- p=10; kl~07"; a?=01: R=10°
4~ p=10; k2='10'5; ocz-=5; R=2-10%
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wtedy mozna zbudowaé wykres zaleznosci dolnej (Uy) i gérnej granicy zre-

dukowanego obszaru niestatecznodci od k. Wykres taki w skali logarytmicznej

przedstawiony zostat na rys. 6, przy czym przyjeto r6zng skale pionows dla dolnej
Dkr

Y

125410

g

1316

1244

1112

l il 1 |
w0 1 2 3 4
log k%1077

Rys. 6

1 gérnej granicy zredukowanego obszaru niestatecznosci. Poza tym przy-
jeto pewne k? charakterystyczne, mianowicie k2 = 10-7 jako wielkoéé odnie-
sienia. Wielko$¢ ta zostala przyjeta dowolnie, tak aby odpowiadala pewnym
typowym danym praktycznym.

Uke
14
20450
18l40

%-10
] 1010 1 ) L

-1 0 1 2 é 4
log ofnp=1og 7

Rys. 7

Wykres na rys. 6 sporzadzono dla ustalonego 7, mianowicie 7y = 1. Aby
mie¢ pelny obraz przebiegu zjawiska na rys, 7, sporzadzono wykresy przebiegu
obu granic zredukowanego obszaru niestatecznosci w funkcji n (w skali loga-
rytmicznej) przy ustalonych ¢, EI, b i k lub inaczej przy ustalonych warto-
$ciach o? i R. Budujac wykresy przy danych parametrach «2 i R nie trzeba spe-
cyfikowaé wzajemnych zwiazkéw pomiedzy ¢, EI, b i k. Jednakze dla wyzna-
czenia przebiegu U, jako funkcji & (rys. 6) trzeba byto przyjaé¢ ustalone wartosci
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¢, &I, b. Wykreséw oddzielnych dla réznych wzajemnych stosunkéw ¢, EI, b
nie przytaczamy, mieszczg si¢ one w tablicy 1 przy uzaleznianiu v,, 7, wedlug
parametréw o® oraz R. Z rysunku 7 wynika, ze przy rosngcym # (przy ustalonych
pewnych warto$ciach pozostalych parametréw) dolna i gérna granica zredu-
kowanego obszaru niestatecznoéci zbiegaja sie, tzn. obszar niestatecznosci
maleje do zera, przy malejgcym natomiast 1 na odwrét rosnie do nieskon-
czonosci. Nie omawialiémy rys. 6, gdyz przedstawia on Uy, dolne i gérne
w zaleznosci od k&, nie za$ samo U,,. Korzystajac ze zwigzku (3.11) sporza-
dzono na rys. 8 wykres przebiegu U,, dolne i gérne jako funkcje %, tj. zmiane
w funkcji & dolnej i gérnej granicy obszaru niestatecznoéci. Wykres sporzadzono
w oparciu o wykres i dane z rys. 6. Z rysunku 8 wynika, ze przy zmiennych &

*

1[75Ukr
I vis

ART
14444
124
104
i
a5t
Q4"‘
a2-

0 1 2 3 4 log B/10~7
Rys. 8

i pewnych ustalonych wartosciach pozostalych parametréw U,, dolne i gérne
posiadajg minima, przy czym oba minima na ogdl nie pokrywaja si¢, leza na-
tomiast blisko siebie.

Na podstawie tablic i wykreséw przytoczonych w niniejszym punkcie mozna
w zasadzie przesledzié przebieg U,, i obszaru niestatecznoéci w zaleznosci
od zmiany i wzajemnego stosunku wchodzacych w rozwigzanie parametréw
w zakresach ich praktycznej zmiennodci. Z rozwigzad tych wynikaja nastepu-
jace wnioski:

1. Przy ustalonych &, EI, b, ¢ w zalezno$ci od n = m/g dolna granica obszaru
niestatecznosci roénie z n do pewnej asymptoty, gérna za$ rosnie z malejagcym 7
poczawszy od pewnej wartosci asymptotycznej do nieskoriczonodci. Obszar nie-
stateczno$ci maleje przy rosnacym 7 do zera i roénie przy malejgcym do nie-
skonczonosci.

2. Przypadek ruchu sztywnej masy po belce otrzymamy przy danych 7,
k, EI, b, jeieli przyjaé ¢ — oo, tj. o — oo, Wtedy

(4.1) =12
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i gorna granica obszaru niestatecznosci dgzy do nieskoficzonosci, dolna za$
zmierza do asymptoty zaleznej od pozostalych parametréw (por. tablica 1). Stad
wniosek, ze przy przekroczeniu U,, ruch bedzie niestateczny dla dolnego U.

3. Przy ustalonych 7, EI, b, ¢ gérna i dolna granica obszaru niestatecznosci
posiadaja minimum wzgledem k. Minima te s3 na ogél polozone blisko siebie,
nie pokrywaja si¢ jednak.

5. Oscylatory o kilku stopniach swobody

Na zakoriczenie niniejszej pracy rozwaimy jeszcze pokrétce przypadek bar-
dziej zlozonego ukladu oscylatoréw poruszajgcych si¢ po belce, mianowicie
uktadu zlozonego z oscylatoréw o kilku stopniach swobody. Tok ogélny roz-
wiazania pozostaje taki sam jak poprzednio, zmieni si¢ jedynie postaé prawej
strony réwnania (3.9). Na przyklad dla oscylatora o dwdch stopniach swobody
(rys. 9) przyjmie ona postal

1 1 1

OO pR—w Ta T keimya
(¢, — R2odmy) (¢, + cg — R*okm, — ¢3)

Obraz jakodciowy rozwiazan zachowuje si¢ w tym przypadku podobnie jak
dla uktadu oscylatoréw o jednym stopniu’ swobody z tym, ze obecnie dojda
pewne osobliwoéci zwigzane z dodatkowymi czestosciami drgan wilasnych
oscylatordw. Poza tym przy specjalnie dobranych zwiazkach pomigdzy pa-
rametrami zadania wynika szereg specjalnych zwiazkéw dotyczacych wzajem-
nego stosunku amplitud mas 1 belki itp. Zagadnienia tego nie bedziemy rozwa-
zali oddzielnie, poniewaz w toku rozwigzania nie zachodzg Zadne istotne zmiany.
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To samo dotyczy kwestii ttumienia (ttumiki oscylatoréw i tlumienie w belce)
oraz ograniczonego ukfadu oscylatoréw badZ oscylatora pojedynczego. Przy
uwzglednieniu ttumienia metoda konstrukeji rozwigzania pozostaje niezmienio-
na, natomiast zmianie ulegajg wyniki iloSciowe. Jako$ciowe réznice otrzymuje
sig przy pewnych (stosunkowo bardzo duzych) krytycznych wartoséciach tlu-
mienia. Aby nie komplikowaé obrazu dodatkowymi parametrami, w pracy
rozwazaliémy najprostszy uklad. Tok rozwigzania, jak stwierdziliémy, nie
ulega zmianie. Rozwigzanie komplikuje si¢ w sposéb istotny i zmienia sig
metoda postgpowania, gdy mamy do czynienia z oscylatorami nieliniowymi.
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Niektére jednakze przypadki nieliniowych oscylatoréw poruszajgcych si¢ po
belce daja sie stosunkowo prosto rozwigzaé. Zagadnienie to bedzie tematem
osobnego komunikatu.
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Peaome

YCTONYUBOCTDL IBWKEHUS CHUCTEMBI OCHMIIIISATOPOB JIBMXKVIIMXCS
TIO BAJIKE HA VHPYI'OM OCHOBAHHHU

PacemoTpena 3afaya O IBIDKEHHH CHCTEMD! JIMHEHHBIX OCLIMINIATOPOB nmo Ganke mnoKoswueics
Ha ynpyrom ocHonauuH. [IoKasaHO, uTO B 3TOM CIIyYae CYLECTBYIOT OBIACTH CKOPOCTEll ABUYKEHUSA
CHCTEMBI OCUHJUISITOPOB, TIPH KOTOPLIX TOABJISIIOTCA KoNe0aHHA ¢ camMoBo3By)KIeHHeM, ClenoBa-
TEJIBHO OBHKEHHE HeycTolunso. Onpenenienbl KPUTHYECKHE CKOPOCTH ANA HYOKHEH M BEPXHEH
rpasnbl ofnacry HeycroduusocTu. JlaHBl RHArpaMMbl 3aBHUCHMOCTH KDHUTHUYECKHX CKOpOCTEH
OT PA3HBIX [EPEMEMHDBIX MapamMeTpoB cucTembl. OfCy»kAed PAX NPEReNbHbIX CHydYaeB, HAmp.
OBIYKEHME >KECTKOM, HEYNPYro TOJBELIIGHHOM Macchbl, BechMa GONBLIOH Macchl ¥ T. M.

Summary

STABILITY OF THE MOTION OF A SYSTEM OF OSCILLATORS
MOVING ON A BEAM ON ELASTIC FOUNDATION

In the paper the problem of the motion of a system of linear oscillators moving on a beam on
elastic foundation has been considered. It is shown that for such a motion there exist domains of
velocity of the motion of a system of oscillators for which selfvibrations appear, thus the motion
is unstable. The critical velocities are determined for the upper and lower boundaries of the un-
stable domain. The diagrams of the critical velocities as the functions of different parameters of
the system are plotted and several limit cases as, for example, a motion of a rigid mass without
springing or a motion of a very large mass are discussed.
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