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1.  Wprowadzenie

Doś wiadczenie  uczy,  że  odkształ cenie  ciała  zwią zane  jest  ze  zmianą   zawartoś ci
w  nim  ciepła.  Zmienne  w  czasie  obcią ż enie  ciała  wywołuje  w  nim  nie  tylko  prze-
mieszczenia,  ale  i  zmienny  w  czasie  rozkł ad  temperatury.  Odwrotnie,  ogrzanie
ciała  powoduje  w  nim  odkształ cenie  i  zmianę   temperatury.  Ruch  ciała  charakte-
ryzowany  jest  przez  wzajemne  oddział ywanie  na  siebie  pola  odkształ cenia  i  pola
temperatury.  Dziedzinę, zajmują cą   się   wzajemnym  oddział ywaniem  tych  pól,  nazy-
wamy  termosprę ż ystoś cią .

Sprzę ż enie  tych  dwu  pól  powoduje,  że w  równaniach przemieszczeniowych  ruchu
pojawiają   się   człony  temperaturowe,  w  równaniu  przewodnictwa  cieplnego  człony
deformacyjne.

Sprzę ż enie  pola  deformacji  i  temperatury  postulował  już  J. M. C.  DUHAMEL  [1],
twórca  teorii  naprę ż eń  cieplnych,  wprowadzając  do  równania  przewodnictwa
cieplnego  człon  dylatacyjny.  Jednak  równanie  to  nie zostało uzasadnione na  drodze
termodynamicznej.  Próbę   uzasadnienia  termodynamicznego  tego  równania  podję li
póź niej  W.  VOIGT  [2]  i  H.  JEFFREYS  [3].  Jednak  dopiero  w  1956  r.  M .  A.  BIOT  [4]

podał   pełne  uzasadnienie  równania  przewodnictwa  cieplnego  w  oparciu  o  termo-
dynamikę   procesów  nieodwracalnych  [5].  M. A.  BIOT  podał   również  podstawowe
metody  rozwią zywania  równań  termosprę ż ystoś ci  jak  też  i  twierdzenie  wariacyjne.

Termosprę ż ystość  opisuje  szeroką   kategorię   zjawisk,  jest  uogólnieniem  klasycznej
teorii  sprę ż ystoś ci  oraz  teorii  przewodnictwa  cieplnego.  Obecnie  termosprę ż ystość
jest  dziedziną   w  peł ni  ukształ towaną.  Zostały sformułowane  podstawowe  zależ noś ci
i  równania  róż niczkowe.  Opracowano  szereg  metod  rozwią zywania  równań  termo-
sprę ż ystoś ci,  uzyskano  podstawowe  twierdzenia  energetyczne  i wariacyjne.  Rozwią-
zano  też  szereg  zagadnień  dotyczą cych  rozprzestrzeniania  się   fal  termosprę ż ystych.

Jak  wiadomo,  badania  w  dziedzinie  termosprę ż ystoś ci  poprzedzone  były  roz-
ległymi  badaniami  w  ramach  tak  zwanej  teorii  naprę ż eń  cieplnych  (Theorie  der
Warmespannungen,  theory  of  thermal  stresses).  Pod  tą   nazwą   rozumiemy  badanie
odkształ ceń  i  naprę ż eń,  wywołanych  ogrzaniem  ciała,  przy  przyję ciu  upraszczają-
cego  założ enia,  że  na  przewodnictwo  cieplne  nie  ma  wpływu  odkształcenie  ciała
sprę ż ystego.

W  teorii  tej,  się gają cej  począ tków  teorii  sprę ż ystoś ci  i  intensywnie  rozwijanej
w  ostatnich  latach  ze  wzglę du  na  jej  rosną ce  znaczenie  praktyczne,  posł uż ono  się
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klasycznym  równaniem  przewodnictwa  cieplnego,  nie  zawierają cym  czł onu  zwią za-
nego  z  odkształ ceniem ciała.

Równolegle  z  teorią   naprę ż eń  cieplnych  rozwinę ła  się   elastokinetyka  również
przy  założ eniu upraszczają cym,  postulują cym,  że wymiana  ciepła pomię dzy  czę ś cia-
mi  ciała,  odbywają ca  się   za  poś rednictwem  przewodnictwa  cieplnego,  zachodzi  tak
wolno,  że  ruch  traktować  moż na jako  adiabatyczny.

Wymienione  tu  dziedziny  stanowią   obecnie przypadki  szczególne  teorii  ogólniej-
szej,  termosprę ż ystoś ci.  W  ogólnych  twierdzeniach  i  metodach  termosprę ż ystoś ci
mieszczą   się   jako  przypadki  szczególne  twierdzenia  i  metody  teorii  przewodnictwa
cieplnego  i  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci.

Zauważ yć  należ y,  że  rozwią zania  uzyskane  w  ramach  termosprę ż ystoś ci  niewiele
odbiegają   od  rozwią zań  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  czy  też  teorii  przewodnictwa
cieplnego.  Sprzę ż enie pola  odkształ cenia i  temperatury jest  sł abe. Jednakże  róż nice
jakoś ciowe  są   zasadnicze.  Widać  to  choć by  na  przykł adach  fal  sprę ż ystych,  które
w  ramach termosprę ż ystoś ci  są   tł umione  i ulegają   dyspersji,  podczas  gdy  w  ramach
elastokinetyki  wystę pują   jedynie  fale  nietł umione.  Podstawowego  znaczenia nabiera
termosprę ż ystość  w  tych  przypadkach,  w  których  głównym  celem  jest  badanie
sprę ż ystej  dyssypacji.  Znaczenie  termosprę ż ystoś ci  polega  głównie  na  walorach
poznawczych  i  uogólniają cych  tej  teorii.

W  niniejszym  referacie  przeglą dowym  punkt  cię ż koś ci  przeniesiono  na  przedsta-
wienie  podstawy  termodynamicznych  teorii,  na  równania  róż niczkowe  termosprę-
ż ystoś ci  i  waż niejsze  metody  ich  rozwią zania  oraz  na  ogólne  twierdzenia  energe-
tyczne  i  wariacyjne.

Mniej  uwagi  poś wię cono  rozwią zaniom  konkretnych  problemów  odsyłając
czytelnika  do  ź ródłowej  literatury,  umieszczonej  na  koń cu  pracy.  Przy  podawaniu
zwią zków  funkcyjnych  i  równań  stosować  bę dziemy  zapis  tensorowy  indeksowy
w  kartezjań skim  układzie współ rzę dnych.

2.  Podstawowe  założ enia i  zwią zki  liniowej  termosprę ż ystoś ci

W  rozważ aniach  zawartych  w  niniejszym  punkcie  zajmować  się   bę dziemy  jedno-
rodnymi  anizotropbwymi  ciałami  sprę ż ystymi.  D la  tych  ciał   wyprowadzimy  ogólne
zwią zki  i  równania  rozszerzone  przewodnictwa  cieplnego,  a  dopiero  póź niej  przej-
dziemy  do  ciała  jednorodnego  izotropowego,  którym  zajmować  bę dziemy  się
w nastę pnych punktach pracy.

Niech  ciało  w  stanie  nieodkształ conym  i  beznaprę ż eniowym  (przy  niewystę po-
waniu  sił   zewnę trznych)  znajduje  się   w  temperaturze  To.  Ten  stan  wyjś ciowy
nazwiemy  stanem  naturalnym  ciała,  przyjmują c,  że  entropia  dla  tego  stanu  jest
równa  zeru.  Wskutek  dział ania obcią ż eń  zewnę trznych,  a  wię c  sił  masowych  i  po-
wierzchniowych,  dalej  wskutek  działania  ź ródeł   ciepła  oraz  ogrzania  (wzglę dnie
ozię bienia)  powierzchni  ciała,  oś rodek  dozna  odkształ cenia  i  zmiany  temperatury.
W  ciele  powstaną   przemieszczenia  u,  a  zmiana  temperatury  wyniesie  0 =   T— To,
gdzie  T jest  temperaturą   bezwzglę dną   punktu  x  ciał a.  Zmianie  temperatury  towa-
rzyszy  powstanie  odkształ ceń e  ̂ i  naprę ż eń oy.  Wymienione  tu  wielkoś ci  u,  d,  el;>

tfy  są   funkcjami  miejsca  x  i  czasu  t.



D YN AM IC Z N E  ZAG ADN IEN I A  TERMOSPRĘ Ż YSTOŚ CI

Zakładamy,  że  zmiana  temperatury  6 =  T— To  towarzyszą ca  odkształceniu jest
mała  oraz  że  wzrost  temperatury  6  nie  powoduje  istotnych  zmian we  współczyn-
nikach materiałowych tak  sprę ż ystych  jak  i  termicznych. Współczynniki te bę dziemy
traktować  jako  niezależ ne  od T.

Do  uczynionego  założ enia  \0/ To\   <̂  1  dodajmy  nastę pne,  dotyczą ce  małych
odkształceń. Zakł adamy mianowicie, że kwadraty  i iloczyny  składowych odkształceń
moż na  pominąć  w  stosunku  do  odkształceń  e^.  W  ten  sposób  dalsze  rozważ ania
ograniczamy  do  termosprę ż ystoś ci  geometrycznie  liniowej.  Zależ ność  mię dzy  od-
kształceniami i przemieszczeniami  ogranicza  się   do  zwią zku  liniowego

(2.1)  sij =  - 1 (utj+uj,  0,  t,J =   1,2,  3.

Odkształ cenia, jak  wiadomo,  nie  mogą   być  funkcjami  dowolnymi,  spełniać  muszą
sześć  zwią zków,  tak  zwanych  zwią zków  geometrycznej  nierozdzielnoś ci,

(2.2)  6y,B+ eiB,y— S/Mi—Btkjt  — O,  i,j,k,l=   1,2,3.

Podstawowym  zadaniem  staje  się   uzyskanie  równań  stanu,  wią ż ą cych  składowe
tensora naprę ż enia ffy ze  składowymi  tensora  odkształ cenia ey i temperatury  6.

Zauważ my, że stan  mechaniczny i termiczny  oś rodka jest  w danej  chwili w  sposób
zupełny  opisany  przez  rozkł ad odkształ ceń  ey  i temperatury  0. Stąd  wnioskujemy,
że przy  izotermicznej  zmianie  stanu  (T — To) mamy  do czynienia z procesem  sprę-
ż yś cie i termodynamicznie odwracalnym.  W  przemianach  jednak, w  których wystę-
pują   zmiany temperatury, mamy do czynienia  z dwoma  zazę biają cymi  się  procesami,
odwracalnym procesem sprę ż ystym  i nieodwracalnym procesem termodynamicznym.
Ten  ostatni wywołany  jest  przez  samorzutny, a wię c  nieodwracalny  proces przeno-
szenia  ciepła za pomocą   przewodnictwa  cieplnego.

Zaburzeń  termosprę ż ystych  nie  da  się   tu  opisać  za  pomocą   klasycznej  termo-
dynamiki,  korzystać  trzeba  ze  zwią zków  termodynamiki  procesów  nieodwracal-
nych  [5, 6].

D la  uzyskania  równań  stanu  należy  rozpatrzeć  energię   ukł adu. Wyjdziemy  ze
zwią zku  róż niczkowego  wywodzą cego  się   z pierwszej  zasady  termodynamiki

(2.3)  du^OijdSij+dQ.

Zwią zek  ten  wykazuje,  że  mała  zmiana  du energii  wewnę trznej  równa  się   sumie
pracy  odkształ cenia  oraz  przyrostu  iloś ci  ciepła, wprowadzonego  do  rozpatrywanej
nieskoń czenie  małej  obję toś ci  ciał a.  Zmiana  iloś ci  ciepła  równa  się   Tds, gdzie s
jest  entropią,  tak  że  równanie  (2.3)  przyjmuje  postać

(2.3')  du =  aude,j+Tds.

Dodać należ y,  że przyrost  energii  wewnę trznej  u jest  róż niczką   zupełną. Zmiennymi
niezależ nymi w  zwią zku  (2.3')  są   odkształ cenia eu i entropia s,  tak  że w s  u(eu,  s).

Zamiast  funkcji  u wygodniej  bę dzie  wprowadzić  energię  swobodną   / =  u—sJ1,
funkcję   zmiennych stj  i  T:

(2.4)  df = ffijdsij

Również i df  jest  róż niczką   zupełną.
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Zwią zki  (2.3')  i  (2.4)  zezwalają   na wyznaczenie  naprę ż eń atj  jako  funkcji  zmien-
nych  niezależ nych  8,j  i  s  wzglę dnie  s;j  i  T.  Zważ ywszy,  że

otrzymamy  z  porównania  równań  (2.3')  i  (2.5)  oraz  (2.4)  i  (2.6)  nastę pują ce  za-
leż noś ci :

W  dalszych  rozważ aniach  wykorzystamy  trzecie z  równań  (2.7), dą ż ąc  do przedsta-
wienia  naprę ż eń ffy  jako  funkcji  odkształceń  Sy  i  T.

Rozwiń my  funkcję   / ( ey ,  T) w  szereg  nieskoń czony  w  otoczeniu  stanu  natural-
n e g o / ^ , ^ ):

(2.8)  / (e  i ) = / ( O  i )  +  eH
^

Z  rozwinię cia/ (fiy,  T)  zatrzymamy  człony  liniowe  i  kwadratowe  ograniczając  się
jedynie  do  liniowych  zwią zków  mię dzy  naprę ż eniami  <ry,  odkształceniami  ey

i  zmianą   temperatury  0.

Zważ ywszy,  że  dla  efj-  =  0,  T =  To  mamy  do  czynienia  ze  stanem  naturalnym,
przyją ć  moż na, że / (O,  To) — 0.  Do  zera  przyrównamy  również  człon  3/ (0, T0)j8T.
Z  porównania  bowiem  równań  (2.4)  i  (2.6) wynika,  że  (8f/ 8T)e  =   —s,  a  zatem dla
stanu  naturalnego  jest

Wykorzystajmy  teraz  trzeci  ze  zwią zków  (2.7)

(2.y)  tfy(s(/ )  7) —  - ^—I  =  —T -   \ -   r.  »  eH +  - ^ ~ Q^  " U  -
\deujT  o Bjj  oeijaskl  OE^OI

Otrzymaliś my  zatem zwią zek  liniowy  dla  małych odkształceń, zwią zek  zgodny  z po-
czynionym założ eniem |0/ TO| 4,1.  Wrównaniu  (2.9) należy przyją ć  3/ (0, T^/ de  ̂=   0,
gdyż  dla  stanu  naturalnego  ey  =  0,  T =   To  powinno  być  oy =  0.

Wprowadzając  oznaczenie

3/ (0, Tp)  -   3/ (0,  To)  _  ^
~  i j ' Ł "  3 e 3r  ~  P ' 7 '  8T2  ~  '
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wnę trznej  oraz entropii jako  funkcji  odkształ cenia i  temperatury. Punktem  wyjś cia
są   róż niczki zupełne

(2.17)  du=*cttjd

Wstawiając  (2.18)  do (2.17)  otrzymamy

(2.19)  ^

Warunkiem  koniecznym  i  dostatecznym, aby wielkość  du była  róż niczką   zupełną,
jest  zależ ność

Z  warunku  tego  wynika  zwią zek

8s
[Bat,}T  '  \ 8 T

albo,  zważ ywszy  na drugi  wzór  grupy  (2.16),

Z  drugiej  strony  wykorzystamy  zwią zek  termodynamiczny

gdzie c, jest ciepłem właś ciwym przy stałym odkształ ceniu, odniesionym do jednostki
obję toś ci.  Wstawiając  (2.20)  i  (2.21)  do zwią zków  (2.18)  i  (2.19)  otrzymamy

(2.22)  ds =  ptjd8ij+^dT,

(2.23)  du = <fud8y+  Tfajdetj+cdT.

Wstawiając  do (2.23)  zwią zki  (2.11) i  całkując  wyraż enie  (2.20)  i  (2.23)  przy  zał o-
ż eniu, że dla stanu naturalnego (T=  To, 8y = 0, ff (j-  =  0) jest s — 0, u =  0,  otrzy-
mamy

(2.24)  ł - fo«

(2.25)  u =  Yc

W wyraż eniu  na entropię   pierwszy  człon po  prawej  stronie  pochodzi od sprzę ż e-
nia  pola  odkształcenia z polem,  temperatury, drugi  człon  wyraża  entropię   wywo-
łaną   przepływem  ciepła. W wyraż eniu  tym brak  jest  członu  czysto  sprę ż ystego.
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Wynika  to  stą d,  że  proces  odkształ cenia w  warunkach  izotermicznych jest  odwra-
calny i nie  wywołuje  wzrostu  entropii. W  wyraż eniu  (2.25)  na  energię   wewnę trzną
wystę pują   trzy  człony, pierwszy  z nich  ma  charakter  czysto  sprę ż ysty,  przedstawia
pracę   odkształ cenia, ostatni zawartość  ciepła w jednostce  obję toś ci,  ś rodkowy  człon
pochodzi  od  wzajemnego  oddział ywania  pola  odkształ cenia i  pola  temperatury.
D la  szczególnego  przypadku  procesu  izotermicznego  jest  « =   Syt fy^+ ro^ySy.

Wróć my  do  wyraż enia  (2.24).  Ze  wzglę du  na  poczynione  założ enie  |0/ ro|  <ś  1
funkcję   ln ( l+ 0/ 71

0) moż na rozwinąć w szereg  nieskoń czony  i uwzglę dnić  tylko  jeden
człon  rozwinię cia.  Otrzymamy w ten  sposób

(2.26)  s^ptjSij+^- d.

D la  energii  wewnę trznej  / =   u—sT,  otrzymamy

• i

(2.27)  / »  - j fyt(fiy%- ,Vy0—2Jr 0a.

W  ten  sposób  została  okreś lona  wielkość  n =  —cJT0>  wystę pują ca  w wyraż e-
niu  (2.10).

Pozostaje  powią zać  entropię  z przewodnictwem  cieplnym.  W  ciele  stałym prze-
noszenie  się   ciepła  realizuje  się   przez  przewodnictwo  cieplne, rozumiane jako  prze-
noszenie się  ciepła z miejsc  o wyż szej  temperaturze do miejsc  o temperaturze niż szej.
Jest  to  proces  samorzutny  i nieodwracalny,  powią zany  z wytwarzaniem  entropii.
Równanie  przewodnictwa  cieplnego  wyprowadza  się  z zasady  zachowania  energii,
wyraż onego  w  postaci  przepł ywu  entropii. Prawo  to, stanowią ce  lokalne sformuło-
wanie  drugiej  zasady  termodynamiki,  ma  postać

(2.28)  T~=- dv/ ą ,  ~™—JLftł.
at  at   1 '

Przez  q  oznaczmy  wektor  przepł ywu  strumienia  energii  w naszym  przypadku
równy  przepływowi  ciepł a.

Rozpatrzmy  ciało  obejmują ce  obszar  V i  ograniczony  powierzchnią   A.  Wtedy
cał ka

- S  *"—!+"'V  V

oznacza  przyrost  entropii w  jednostce  czasu  w  obję toś ci  V, wywołany  przepływem
ciepła.

Zwią zek  (2.29)  przedstawić  moż na  również w postaci

Przyrost  entropii w czasie  skł ada  się   tu z dwu  zasadniczych  czę ś ci,  z cał ki  po-
wierzchniowej  wyraż ają cej  wzrost  (lub  ubytek)  entropii, wywołany  wymianą   ciepła
z  otoczeniem, i z cał ki  zwią zanej  z tworzeniem  entropii w  obszarze V.



10  WITOLD NOWACKI

Wróć my  do  zwią zku  (2.28), który  przedstawić  moż na w  postaci

(2.30)
dt  \T],t  r 2

, t

Wyraż enie  to  przedstawia  przyrost  entropii w  czasie  w  sposób  lokalny.

Z  porównania  (2.29')  i  (2.30)  widoczne  się   staje,  że  pierwszy  człon  zwią zku

(2.30)  odnosi  się   do  wymiany  entropii  z  otoczeniem, drugi  człon  do  wytworzenia

entropii  w  elementarnej  obję toś ci  ciata. Zwią zek  (2.30)  przedstawić  moż na  jako

(2.300  T

gdzie er =   —g^j/ T2  jest  ź ródłem  entropii. Oznaczmy przez dsjdt  wymianę  entropii

z  otoczeniem, przez  ds- Jdt  szybkość  tworzenia entropii. Zatem  [5]

rtan  dSe  -   A
(2.31)  _r__d

Lokalne  sformułowanie  drugiej  zasady  termodynamiki  procesów  nieodwracalnych

ż ą da,  ż eby  w  każ dym  elemencie  ciała

ds  dse  ds;  dst

Ź ródło  entropii  a  jest  w  procesie  nieodwracalnym  zawsze  i  wszę dzie  wię ksze  od
zera,  w  procesie  odwracalnym  jest  równe  zeru.  Z  tego  twierdzenia  bę dziemy  ko-
rzystać  w  dalszych  rozważ aniach.

Ź ródło  entropii  zwią zane  jest  z  przyczynami  procesów  nieodwracalnych,  z  tak
zwanymi  wielkoś ciami  intensywnymi,  bodź cami  termodynamicznymi  Ft  za  pomocą
nastę pują cych  zwią zków:

(2.32)  a =  Ftqt.

Ź ródło  entropii jest  równe  sumie  iloczynów  bodź ców  termodynamicznych i  sprzę-
ż onych  z  nimi  składowych  strumieni  przepływu  ciepła.  Z  porównania  zwią zków
(2.31)  i  (2.32)  widoczne  jest,  że

(2.33)  F ^ - ^ .

Zatem  bodź cem  termodynamicznym  dla  przewodnictwa  cieplnego  jest  gradient
temperatury.

Z drugiej  strony mię dzy składowymi wektora przepływu ciepła  q,  a  bodź cami ter-
modynamicznymi  istnieje  zwią zek  funkcyjny

(2- 34)  qt =  qi(.F1,Ft,Fi).

Dla  przepływów  laminarnych,  które  tu  bę dziemy  rozważ ać,  przyją ć  moż na,  że
zwią zek  (2.34)  jest  liniowy,  zatem  że

(2.35)  gt =  L,jFj.
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Są   to równania  fenomenologiczne  przepływu  energii.  Wystę pują ce  w nich  wielkoś ci
L u  są  stał ymi,  spełniają cymi  zwią zki  Onsagera

(2.36)  L,J  =  LJ,.

Wstawiając  (2.33)  do (2.35)  otrzymamy

(2.37)  Vi =  - LjfiŁ.

Równanie  to  jest  zgodne  z  prawem  Fouriera  dla  przewodnictwa  cieplnego
w  ciele  anizotropowym.  D la ź ródła  entropii  otrzymamy

(2.38)  a- LyAjJkx).

Ponieważ zawsze musi być o1 > 0,  zatem wielkoś ci  Lo-  muszą   być dodatnie. Wpro-
wadzając  wielkoś ci  Xy =  Lu/ T2  > 0  (współczynniki  przewodnictwa  cieplnego)
otrzymamy  nastę pują ce  prawo  przepływu  ciepła w oś rodku  anizotropowym:

(2.39)  qt**- *uTJ-

Wią ż ąc  zwią zki  (2.39)  i  (2.28)  oraz  wykonując  róż niczkowanie  wzglę dem  czasu na
zwią zku  (2.26)  otrzymamy  ukł ad  równań

(9 40̂   T—  — X- .T,-
vi.tuj  dt  —  '

(2 41)  T  =  TBs  — - \  — T

Z  porównan ia  tych  równań  wyn ika już równanie  przewodnictwa  cieplnego

(2.42)  XuTjj  =  TB„$%L + - -  T- ~,  0 = T- TO.
dt  To  dt

Zauważ my,  że jest  to równanie  nieliniowe  ze wzglę du  na prawą   stronę   równania
(2.42).  Równanie  to  zlinearyzujemy  przez  przyję cie  T =  To po  prawej  stronie
równania.  Ostatecznie  otrzymamy

^Z.H - Z J  AtjUjj  — CEU — .1  ftPijSjj  — U.

W  tym rozszerzonym  równaniu  przewodnictwa  cieplnego  wystę puje  człon  T^ye, ;,
charakteryzują cy  sprzę ż enie  pola  odkształ cenia z polem  temperatury.  Kropka  nad
funkcją   oznacza  pochodną   tej funkcji  wzglę dem  czasu.  Jeś li w ciele  działają   ź ródła
ciepła,  to w zwią zku  (2.40)  należy  dodać  wielkość  W, okreś lają cą   ilość  ciepła wy-
tworzoną   w jednostce  obję toś ci  i  czasu

Równanie  (2.42') w przypadku  wystę powania  w ciele  ź ródeł   ciepła  rozszerzy  się  do
postaci

(2.42")  W.V- cJ- Topuiv  = - W.
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Z  wyprowadzonych  tu  zwią zków  Duhamela- Neumanna dla  ciała  anizotropowego
łatwo  przejdziemy  do  ciała  izotropowego  stosując  nastę pują ce  zwią zki:

(2.43)  Sm  =   n' [d lk dji+  du <y+ A'<3y  dkl,

Tutaj  ft,  A są   stałymi  Lamego  dla  stanu  izotermicznego,  a

Wielkość  at  jest  współczynnikiem  liniowej  rozszerzalnoś ci  cieplnej.  W  ten  sposób
zwią zki  (2.11)  i  (2.14)  przechodzą   w  zwią zki  Duhamela- Neumanna dla  ciała  izo-
tropowego

(2.44)  crii

(2.45)  sy

Dla  ciała  izotropowego  jest Xi}  =   A0<5y.  Zatem równanie  przewodnictwa  cieplnego
(2.42")  przyjmie  postać  [4]:

albo

(2.46)  Q,jj—^- Ó

gdzie

Podajmy  jeszcze  wyraż enia  na  u, f,  s  dla  ciała  izotropowego.  Otrzymamy  tu

u =  —  aijeij+~- ey(9+2T0)+c!,6,
(2.47)

= e
kk.

Uzyskane  w  tym  punkcie  równanie  stanu  i  równania  przewodnictwa  cieplnego
należy  powią zać  z  równaniami  ruchu  ciała  stałego  odkształ calnego.  Otrzymamy
w  ten  sposób  komplet  równań  termosprę ż ystoś ci.

Zwróć my  jeszcze  uwagę   na  to,  że  sprzę ż enie  pola  temperatury  i  odkształ cenia
znika,  gdy  siły  zewnę trzne  czy  też  ogrzanie  ciała  jest  stacjonarne.  W  tym  przy-
padku  w  równaniu  przewodnictwa  cieplnego  znikną   pochodne  czasowe,  równanie
(2.46)  przechodzi  w  równanie  Poissona.
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3.  Równania  róż niczkowe  termosprę ż ystoś ci  i  metody  ich rozwią zywania

N a  komplet  równań  róż niczkowych  tarmosprę ż ystoś ci  składają   się  równania
ruchu  i równanie  przewodnictwa  cieplnego.  Równania  ruchu

(3.1)  ffyj+ 2T,- (|fi»(x,0i  xe F,  t>Q

przekształ cić moż emy  przez  wykorzystanie  równań  stanu

(3.2)  tftf  =  2neiJ+(fc.kk- y0)diJ,  xeV+2,  t >0

i  zwią zków  mię dzy  przemieszczeniami i odkształceniami

(3.3)  By =  y( t ty+ «, , 0,  XeF + Z,  Ć > 0

do  ukł adu  trzech  równań  zawierają cych  jako  niewiadome  funkcje  przemieszczenia
Ut i  temperaturę   0:

(3.4)  nutjj+{K+n)u Jji+Xi=  QUt+ydj,  xeV, t>0.

Powyż sze  równania  oraz  równanie  przewodnictwa  cieplnego

(3.5)  6tJJ- ±- Ó- riukik=- Q  xeV,t>0
fit  *  /Ł

są   ze  sobą   sprzę ż one.  Siły masowe,  ź ródła  ciepła, ogrzanie i przepływ  ciepła przez
powierzchnię  U, ograniczają cą   obszar V, jak  też i warunki począ tkowe  są   przyczyna-
mi  powstania w ciele  zarówno  przemieszczeń, jak  i towarzyszą cej  im  temperatury.
Warunki  brzegowe  typu  mechanicznego dane są   albo w  postaci  danych  przemiesz-
czeń  Mj,  albo  obcią ż eń pi — aiini  na powierzchni  U. Warunki  termiczne  moż na
w  sposób  ogólny  zapisać w postaci

(3.6)  aj- +pe=f(x,t),  xeZ, t>0,  a,/5 —stałe,

okreś lają cej  przepływ ciepła przez powierzchnię  S.  Jeś li /? =  oo, to  mamy  do  czynie-
nia z zerowe na brzegu  temperaturą  6, jeś li a =  oo,  to mamy  przypadek  powierzchni
Z  termicznie izolowanej.  Warunki począ tkowe sygnalizują, że w chwili  począ tkowej,
na  przykład  dla t =  0, przemieszczenie uh  prę dkość  tych przemieszczeń i  tempera-
tura  są  funkcjami  znanymi

(3.7)  «ł (x,Ot- o- / i(>0.  «i(x,O<=o = ̂ (x),  flfrOt.o- *(*)•

Ukł ad  równań  (3.4) i (3.5) jest  nader  złoż ony i naturalnym staje  się   dą ż enie  spro-
wadzenia  tego ukł adu do równań prostszych,  równań falowych.  Istotne uproszczenie
równań  uzyskuje  się   przez  rozłoż enia wektora  przemieszczenia i wektora  sił  maso-
wych  na czę ść  potencjalną   i  czę ść  solenoidalną.  Wstawiając  zatem  do równań
(3.4)  i  (3.5)

(3- 8)  Ui
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gdzie  funkcje  0  i  • &  są  funkcjami  skalarnymi  ęt  i  %i funkcjami  wektorowymi, do-
prowadza  się równania  termosprę ż ystoś ci  do nastę pują cego  ukł adu  równań [8]:

(3.9)  [Jl0~md- -:T0,

(3.10)  UhPi =  - K%i,

(3.11)  £ >0- );V»(P= - - Ł,  cf =  "  ' ^  ,  c| = - ,̂  m =   -
K  •   Q  •   Q  •   Qcf

Wprowadzono  tu oznaczenia

Równania  (3.9) i  (3.11)  są  ze  sobą  sprzę ż one  w  sposób  bezpoś redni.  Eliminacja
funkcji  0 prowadzi  do równania  fali podł uż nej

mO  1
(3.12)  (D i- °—Vm St  V2)0 =  —  a"^#-

Równanie  (3.10)  opisuje  falę  poprzeczną.  Zauważ my, że funkcje  0  i  ipt są ze sobą
zwią zane  poprzez  warunki  brzegowe,  które  w  każ dym  przypadku  wyraż one  bę dą
przez  przemieszczenia  ut  i  pochodne  tych  funkcji  oraz  przez  temperaturę d.

Eliminując  z  równań  (3.9) i  (3.11)  funkcję  0  otrzymamy  równanie

Spostrzegamy,  że  równania  (3.12)  i  (3.13)  mają  tę  samą  postać.  Struktura  tych
wzorów,  o  czym  bę dzie  jeszcze  mowa  póź niej,  wskazuje,  że  mamy  do  czynienia
z falą  tł umioną  i ulegają cą  dyspersji.  W nieograniczonej  przestrzeni  termosprę ż ystej
fale  podł uż ne  i  poprzeczne  rozprzestrzeniają  się niezależ nie  od siebie.  Zał óż my, że
ź ródł em ruchu są ź ródła  ciepła Q i siły masowe Xt  =   ##,,-.  Przy zał oż eniu,  że %t — 0
oraz  że warunki  począ tkowe  zwią zane  z  równaniem  (3.10)  są  równe  zeru,  otrzy-
mamy  ipi =  0 w  cał ej  przestrzeni.

W  nieograniczonej  przestrzeni  powstaną  jedynie  fale  podł uż ne,  dylatacyjne.
Zważ ywszy  na (3.2) i  (3.8) mamy

Ul —  Wj  ,  Stj  —  <JJJJ ,  Bkk  -

oraz

Jeś li  w  przestrzeni  nieograniczonej  dział ać  bę dą  siły  masowe  %i=
a 2  = 0 ,# = 0 oraz  $(x, 0) = 0, 0(x,  0) = 0, to  róż nymi  od zera  bę dą  jedynie
funkcje  fu  natomiast 0  =  0, 0 =  0 w cał ym obszarze. Propagować bę dą  się  jedynie
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fale  poprzeczne  z  prę dkoś cią  c2  =  (M/e)1'2-   Falom  tym  nie  towarzyszy  wytwarza-
nie  ciepł a.  Zauważ my,  że  dla  fal  poprzecznych  jest

Ui — eijkfktj,   Mfc.it =  0,  0 =  0,  au

W  ciele  ograniczonym  wystą pią  w  zasadzie  jednocześ nie  oba  rodzaje  fal.  Rozwią-
zanie równań  (3.10)  i  (3.12) zł oż ymy z dwu  czę ś ci,  z cał ek szczególnych  tych równań
0°,  yj°  oraz  z  cał ek  ogólnych  równań  jednorodnych

przy  czym  funkcje  0'  i  y>f należy  dobrać w  ten  sposób, aby  speł nione były wszelkie
warunki  brzegowe.

Dalszą  metodą,  stosowaną  przy  rozwią zywaniu  równań  róż niczkowych  termo-
sprę ż ystoś ci  jest  metoda  rozwikł ania  równań,  polegają ca  na  doprowadzeniu  ukł adu
równań  (3.4) i (3.5) do ukł adu czterech równań niesprzę ż onych. W każ dym  równaniu
wystę puje  jedna  tylko  nieznana  funkcja.  Metoda  ta  chyba  po  raz  pierwszy  była
stosowana  przez  H ILBERTA  [9]  w  odniesieniu  do  równań  róż niczkowych  optyki.
Pewną  jej  odmianę  w  postaci  operatorowej,  obmyś loną  przez  G.  MOISILA  [10]  za-
stosowała do równań  quasi- statycznych  termosprę ż ystoś ci  V.  IONESCU- CAZIMIR [12].
N a  innej  drodze  rozwikł anie  równań  dynamicznych  termosprę ż ystoś ci  uzyskał
S.  KALISK I  [11],  Wynik  jego  został   powtórzony  jeszcze  na  innej  drodze  przez

J.  S.  PODSTRIGACZA  [13]  Oraz  D .  RfJDIGERA  [14].
N ie  wchodząc  w  szczegóły  tej  metody  podamy  jedynie  wynik  koń cowy.  Wpro-

wadzamy  jedną  funkcję  wektorową  ft  i  skalarną  y>  i  za  ich  pomocą  wyraż amy
przemieszczenie  i  temperaturę  w  sposób  nastę pują cy:

(3.14)  ut  =   ^

(3.15)  0 =   fjdt8j\Jl<pj+(X- +a)£$y>,

gdzie

Wstawiając  ut  i  0 do  równań  (3.4)  i  (3.5)  otrzymamy  cztery  rozwikł ane już  równania
dla  funkcji  0  i  f.

(3.16)  • l i O S £ ĄĄ 0,

(3.17)  ([JlD- m^cl  V2) f+  - %-  = 0.

D o  równań  tych  należy  jeszcze  dodać  warunki  brzegowe  i  począ tkowe.  W  warun-
kach  brzegowych  wystę pują  oczywiś cie  funkcje  (pt  i  y). Prostota  równań  róż niczko-
wych  (3.16)  i  (3.17) jest jednak  okupiona  zł oż oną postacią  warunków  brzegowych.
D latego  też  równania  (3.16)  i  (3.17)  znajdą  zastosowanie  przede  wszystkim  w  za-
gadnieniach  ruchu  w  przestrzeni  nieograniczonej,  gdzie  warunki  w  sensie  ś cisł ym
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odpadają,  zastą pione  przez ż ą danie zerowych  wartoś ci  przemieszczeń i temperatury
w nieskoń czonoś ci. Ten postulat bę dzie  spełniony, jeś li  rozmieszczenie  sił  masowych
i  ź ródeł   ciepła  ograniczy  się  do obszaru  skoń czonego.

Interesują cą   drogę   rozwią zania  równań  róż niczkowych  termosprę ż ystoś ci  podał
H .  ZORSKI [15]. D roga ta zmierza do przekształ cenia ukł adu równań  róż niczkowych
(3.4)  i  (3.5) do ukł adu  trzech  równań  róż niczkowych  dla  przemieszczeń  ?./;. Przed-
stawimy  ją   pokrótce w  odniesieniu do przestrzeni  nieograniczonej  przy  założ eniu
jednorodnych  warunków  począ tkowych.  Napiszmy  równanie  przewodnictwa
w  takiej  postaci,  aby człon  zawierają cy  prę dkość  dylatacji  znalazł   się  po  prawej
stronie  równania

(3.18)  d,jj-   —  Ó =  ')]iijj.

Traktują c  funkcję   rjiijj   jako  ź ródła  ciepła,  moż na  podać  rozwią zanie  równania

(3.18)  przy  uż yciu  funkcji  Greena dla klasycznego  równania  przewodnictwa  ciepl-

nego

G  - 1  G-   l  óx~  "  e X P ( ~ ^
'   J  V.   X

Wstawiając  rozwią zanie  równania  (3.18)

0(x,  i) — — rjn)  dr  G(Ę ,  x,  t—r)  —

do  równań  przemieszczeniowych  (3.4) uzyskamy  nastę pują ce  równanie  róż nicz-
kowo- całkowe:

(3.20)

= - W  grad fdxj  G(%, x, t- r)  |- divu(?,'x)dV{%).
b  vb  v

Jeś li  dokonać rozłoż enia wektora  przemieszczenia  według wzoru  (3.8), to równanie
(3.20)  rozpada  się  na ukł ad  równań

(3.21)  • ?  0+^-   jdr  f  G{%, x, t- x)j-  V»(P(1, r)dV/ Ę ) = 0,

(3.22)

Równanie  róż niczkowo- całkowe  (3.21)  jest  równoważ ne  równaniom  (3.9)  i  (3.11).
W  pewnych  przypadkach,  zwłaszcza  gdy  warunki  brzegowe  podane są  w naprę -

ż eniach, warto  korzystać z równań analogicznych do  równań  Beltramiego- Michella.
Równania  te dla zagadnień  niesprzę ż onych  zostały  wyprowadzone  przez J. IG N A-
CZAKA  [16], dla zagadnień  sprzę ż onych  przez  E. SOÓSA  [17].  Inną   metodę   rozwią -
zania  w naprę ż eniach  podał   W. N OWACKI  [18] w  odniesieniu  do płaskiego  stanu
odkształ cenia.
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Jeś li  zmienność sił  masowych,  ź ródeł   ciepł a,  obcią ż eń i ogrzań  powierzchniowych
jest  powolna,  to w równaniach  ruchu  pominąć  moż na  czł ony  inercyjne,  a zagad-
nienie  traktować jako  quasi- statyczne.  Równania  quasi- statyczne  termosprę ż ystoś ci

(3.23)  ^iuUJ+(X+ii)Uj iJi+Xi  =   ydtl,

(3.24)  ^- JL* -^  «_£

są  nadal  ze sobą  sprzę ż one.  Szczególnie  prosto  przedstawia  się rozwią zanie  tego
ukł adu  równań  dla  nieograniczonego  oś rodka  termosprę ż ystego, w którym  dział ają
ź ródła ciepła Q oraz siły masowe  typu potencjalnego Xi — ą ftti.  Przez wprowadzenie
potencjału  termosprę ż ystego  przemieszczenia  0  otrzymamy  z (3.23)  i (3.24) roz-
wikł any  ukł ad  równań [15]

(3.25)  W 4 *"4 "7 * '  V"*- mfl- t,  «1= m  i- viw.

Temperaturę  0 wyznacza  się tu z parabolicznego  równania  róż niczkowego w struk-
turze  swej  podobnego  do klasycznego  równania  przewodnictwa  cieplnego.

D o  rozwikł ania ukł adu równań  (3.23) i (3.24)  zastosować  moż na również  sposób
poprzednio  przedstawiony  [równania  (3.14)- (3.17)],  pomijając  wystę pują ce  tam
czł ony  inercyjne.

Interesują cy  jest  wreszcie  sposób  podany przez M. A.  BIOTA  [4]. Przez  wprowa-
dzenie  wyraż enia  na entropię

(3.26)  s =  yskk+^6

do  równań  (3.23)  i (3.24)  przy  zał oż eniu, że Q =  0, Z, =  0,  otrzymuje  się ukł ad
równań

(3.27)  nuijj- \ - (XJrnJt- ó)iijji  =

(3.29)  s}j  - i = 0,  (5 =  y2i3,  jS = ^ - ,  « a = «

Równania te są rozwikł ane, a entropia speł nia równanie paraboliczne.  Rozwią zanie
równań  (3.27)  moż na  podać w postaci  potencjał ów  Papkowicza- Boussinesqa

(3.30)  Ui=- (y>

przy  zał oż eniu, że funkcja  wektorowa  tpj jest  funkcją  harmoniczną. Do wyznaczenia
funkcji  i/>0, ipi mamy do dyspozycji  równania

gdzie  V o =

Po  wyznaczeniu  funkcji  ^0> Vi  przy  uwzglę dnieniu  warunków  brzegowych  i po-
czą tkowych  otrzymamy przemieszczenia ze wzoru  (3.30).

2 Mechanika  teoretyczna
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Jak na wstę pie  wspomnieliś my,  termosprę ż ystość  mieś ci  w  sobie  całe  działy do-
tą d  oddzielnie  rozwijanych  kierunków:  elastokinetykę   klasyczną,  teorię   przewod-
nictwa  cieplnego  oraz  teorię   naprę ż eń  cieplnych.  Do równań  róż niczkowych  kla-
sycznej  elastokinetyki  dojdziemy  przy  założ eniu, że ruch  odbywa  się  w warunkach
adiabatycznych, a wię c  bez wymiany  ciepła mię dzy  poszczególnymi  czę ś ciami  ciał a.
Ponieważ dla procesu  adiabatycznego jest i =  0, zatem ze wzoru  (3.26)  otrzymamy
0 =  _r]HŚkk  albo  po  scałkowaniu  i  przyję ciu  jednorodnych  warunków  począ tko-
wych:

(3.32)  6=*- rjTxekk.

Równanie  to  zastę puje  równanie  przewodnictwa  cieplnego.  Wstawiając  (3.32) do

(3.4)  uzyskamy  równanie  przemieszczeniowe  klasycznej  elastokinetyki

(3.33)  i"s«u/+ (AH- / i)sM/ j/+ X,  =-  QU, ,
gdzie

Xs =   AT+yTr) Tx,  HT =   HS-

Wielkoś ci  ks,  / js  są   stałymi  Lamego  mierzonymi  w  warunkach  adiabatycznych.
Równania  stanu  po wstawieniu  (3.32)  do (3.2)  przyjmą   postać

(3.34)  <fij  =   2nsstj+X s8kkdtj.

W  teorii  naprę ż eń  cieplnych, w  której  rozpatruje  się  wpływ  ogrzania  powierzchni
ciała oraz działanie ź ródeł  ciepła na stan odkształ cenia i naprę ż enia ciała,  przyjmuje
się ,  że wpływ  członu  i]skk  wystę pują cego  w  równaniu  przewodnictwa  cieplnego na
odkształcenie  ciała  jest  nader  mały  i  praktycznie  pomijalny.  To uproszczenie  pro-
wadzi  do ukł adu dwu równań  od  siebie  niezależ nych

(3.35)  / 'r«/ ,jj+ (^r+ j"r)"j, j i  =  QUi+yrQ,!,

(3.36)  ą .._le =  _ | .

Z  równania  (3.36),  a  wię c  z  klasycznego  równania  przewodnictwa  cieplnego  wy-

znacza  się   temperaturę   0.  Znajomość  rozkł adu  temperatury  zezwala  wyznaczyć

przemieszczenia z równań  (3.35). Teoria naprę ż eń cieplnych posiada bogatą   literatu-

rę  naukową. Wiele praktycznych zagadnień tak quasi- statycznych jak i dynamicznych

zostało do tej pory  rozwią zanych.  Metody rozwią zania  ukł adu równań (3.35) i (3.36)

zostały  szczegółowo  opracowane.  Czytelnik  znajdzie  je  w  monografiach  [19- 22].

W  przypadku  ustalonego  przepływu  ciepła  tworzenie  się   entropii  kompenso-

wane jest przez wymianę   entropii  z  otoczeniem.  Wymiana  ta jest  ujemna  i  równa

co  do  wartoś ci  bezwzglę dnej  produkcji  entropii  w  ciele.  W  równaniach  termo-

sprę ż ystoś ci  (3.4) i  (3.5)  odpadają   pochodne wzglę dem  czasu.  Równanie  (3.4) prze-

chodzi  w  równanie  elastostatyki

(3.37)

a  równanie przewodnictwa  cieplnego  staje  się  równaniem typu  eliptycznego,  równa-
niem  Poissona

(3.38) 0 , , = - —.
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Ze  wzglę du  na  znaną   analogię   sił  masowych  [23] wyznaczenie  naprę ż eń cieplnych
sprowadza  się   tu  do  rozwią zań  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci.

4.  Twierdzenie  wariacyjne  termosprę ż ystoś ci

Wiadomo  jak  poważ ną   rolę   odgrywają   w  teorii  sprę ż ystoś ci  twierdzenia  waria-
cyjne  przy  wariacji  stanu  odkształ cenia  lub  stanu  naprę ż enia.  Pozwalają   one nie
tylko  na wyprowadzenie  równań róż niczkowych  opisują cych  zginanie  płyt, powłok,
tarcz,  membran  itd.,  ale  i  na  konstruowanie  rozwią zań  przybliż onych.  Poniż ej
podamy  twierdzenie wariacyjne  przy  wariacji  stanu odkształcenia dla termosprę ż ys-
toś ci,  obmyś lone  przez  M. A.  BIOTA  [4]. Składać się   ono bę dzie z dwu  czę ś ci, przy
czym  pierwsza  z  nich wykorzystuje  znaną   z  teorii  sprę ż ystoś ci  zasadę   d'Alemberta

(4.1)  jaijdetJdV  ̂ J(Xi- Qud&utdr+  Jpt6utd2.
V  V  2

W  równaniu  tym  dut  są   wirtualnymi  przyrostami  przemieszczeń,  ds  ̂ wirtualnymi
przyrostami odkształ ceń. Zakł adamy, że <5wf i  (5ey są  funkcjami  cią głymi, dowolnymi,
niezależ nymi  od  czasu  i  zgodnymi  z  warunkami  ograniczają cymi  ruch  ciała.

Zasada  d'Alemberta  jest  waż na  bez  wzglę du  na  materiał   ciała,  tj.  przy  wszyst-
kich zależ noś ciach stanu naprę ż enia od stanu odkształ cenia. Włą czając  do (4.1) rów-
nanie  stanu  (3.2)  i  wprowadzając  wielkość

V

w  której  funkcja  podcał kowa jest  formą   kwadratową   dodatnio  okreś loną,  otrzy
mamy  z  (4.1)  nastę pują ce  równanie

(4.3)  6W=  i(Xl- Qul)duidV+  jpiditidV+y  JddedV,  e =  ekk.
v  s  v

Druga  czę ść  twierdzenia  wariacyjnego  czynić  powinna  uż ytek  z  praw  rzą dzą cych
przepływem  ciepła.  D latego  też  posłuż ymy  się   zwią zkami  wią ż ą cymi  przepływ
ciepła  z  temperaturą   i  entropią:

(4.4)  qx =   - K%,u  - ?( ,( -   Ś TO =   yćkkT0+cj.

Zwią zki  te  moż na  wypisać  w  dogodniejszej  dla  dalszych  rozważ ań  postaci  przez
wprowadzenie  funkcji  wektorowej  St,  zwią zanej  z entropią   i przepływem  nastę pują-
cymi  zwią zkami:

(4.5)  J - - Ą i,  fc- ZoĄ .

Wią ż ąc  z  sobą   zwią zki  (4.4)  i  (4.5) mamy

(4.6)  T0Śt =  - W,,,  - ro S M  =  caH r oyst t .

Pomnóż my  pierwsze  z  równań  (4.6)  przez  przyrost  wirtualny  (55; i  scałkujmy  po
obszarze  ciała

(4.7)

2*
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Przez  przekształ cenie  tej  cał ki  i  przy  wzię ciu  pod uwagę   drugiego  ze  zwią zków
(4.6)  uzyskamy  równanie

(4.8)  - "-  (ddddV+  ̂ ( Ś idS,dV+  ('dnrfStdZ+y  iddedV=0,
To  J  Ao  J  J  J

w  którym  wystę puje  człon  J OdedV, identyczny  z  członem  wystę pują cym  w  (4.3).
v

Eliminują c  ten człon  z  równań  (4.4) i  (4.8) otrzymamy  ostateczną   postać  twier-

dzenia  wariacyjnego

(4.9)  d(W+P+D) =  J{Xi- QUi)8uidV+  jp^u- JZ-  j6n,dS,dZ.
V  2  Z'

Wprowadziliś my  tu oznaczenia

(4.10)  p  = ^k  feW  D =

Funkcję   P  nazywamy  potencjałem  cieplnym,  D  funkcją   dyssypacji.  Rozpatrzmy
jeszcze  przypadki  szczególne.  Jeś li  w  równaniu  (4.3) przyją ć,  że 0 — —i]TX8kki  co
odpowiada  przyję ciu  procesu  adiabatycznego,  to równanie  to przechodzi na

(4.11)  ÓW  ̂=   J(Xi- Qui)duidV+

V

gdzie

1  \
e- - e,- 4- ~e?, \ dV
c u c u  '  n  ckk]   u r  ;

a  fis>  l s  są   adiabatycznymi  stał ymi  Lamego.  Równanie  (4.11)  stanowi  zasadę
d'Alemberta  dla elastokinetyki  klasycznej.

W  teorii  naprę ż eń  cieplnych  pomijamy  wzajemne  oddział ywanie  pola  odkształ-
cenia i temperatury, co wyraża  się  przez skreś lenie  czł onu yekkT0  w drugim z równań
(4.4).  Pominię cie  tego  członu  prowadzi  do zmodyfikowania  równania  (4.8).  Otrzy-
mamy tu

(4.12)  ÓP+ÓD+  }  BniŁSidE = 0.
s

Równanie  (4.12)  wyraża  twierdzenie  wariacyjne  dla klasycznego,  niesprzę ż onego
zagadnienia przewodnictwa  cieplnego. W teorii naprę ż eń cieplnych mamy do dyspo-
zycji  dwa  równania,  równanie  (4.12)  oraz  równanie  (4.3),  w  którym  funkcję   0
traktuje  się  jako  funkcję   znaną.

Wróć my  do ogólnego  twierdzenia  wariacyjnego  termosprę ż ystoś ci  (4.9)  i  załóż-
my, że wirtualne  przyrosty  duh  detJ,  dSt  itd. pokrywają   się  z przyrostami  rzeczy-
wiś cie  wystę pują cymi  przy  przejś ciu  od  chwili  t  do  t- \ - dt. Wtedy

(4.13)  6ui = - ^dt  = vidt,  dSt = Ę ^dt=Śtdts  ÓW=Wdt  M.
ot   ot



D YN AM ICZ N E  ZAG AD N IEN I A  TERMOSPRĘ Ż YSTOŚ CI  21

Wstawiając  (4.13)  do  (4.9)  otrzymamy

(4.14)  ~  (K+   W+P)+XT  = J  X,v,dV+ fPivid2+- ^-  j  Od, JE,
v  b  °  s

gdzie  K—^r  j  ViVidV  jest  energią   kinetyczną,  a  %T  funkcją   dyssypacyjną,  przy
2  v

czym

Równanie  (4.14)  nazywamy  podstawowym  twierdzeniem  energetycznym  termo-
sprę ż ystoś ci.  Twierdzenie  to  wykorzystać  moż na  do  okreś lenia  jednoznacznoś ci
rozwią zań  równań  termosprę ż ystoś ci  [21,  24].  Postę pując  podobnie  jak  w  teorii
sprę ż ystoś ci  zał oż ymy,  że  równania  termosprę ż ystoś ci  spełnione  są   przez  dwie
grupy  funkcji  uu  d'  oraz  u",  0".  Tworząc  róż nicę   tych  rozwią zań  w,-  =   u\~u",

0  =  d'—8"  i  wstawiając  do  równań  (3.4)  i  (3.5)  spostrzeż emy,  że  równania  te  są
jednorodne,  spełniają   jednorodne  warunki  brzegowe  i  począ tkowe.  Funkcjom
M (,  d  odpowiada  zatem ciało  termosprę ż yste, w  którego  wnę trzu  brak  ź ródeł   ciepła

1  sił  masowych,  a  które  na  swej  powierzchni jest  nieobcią ż one  i  znajduje  się   w  wa-
runkach  zerowej  temperatury  6.  Wzór  (4.14)  odpowie  na  pytanie,  czy  we  wnę trzu
ciała wystą pią   przemieszczenia  ut  i  temperatura 0. Równanie (4.14) przyjmie  postać

Cał ka  wystę pują ca  po  lewej  stronie  równania  jest  w  chwili  począ tkowej  równa
zeru, gdyż funkcje  uh  vh  sy,  6 spełniają   jednorodne warunki  począ tkowe. Z  drugiej
strony  wyprowadzona  nierówność  wskazuje,  że  lewa  strona  równania  albo  maleje
przyjmując  wartoś ci  ujemne,  albo  też  jest  równa  zeru.

Ponieważ  wyraż enie  podcał kowe  jest  sumą   kwadratów,  a  funkcja  podcał kowa
jest  równa zeru  dla  t =   0,  zatem jest  moż liwa jedynie  druga  z wymienionych  moż li-
woś ci.  W  wyniku  otrzymamy,  że  vt  — 0,  ey  =  0,  0 =  0  dla  t  >  0.  Ponieważ  na-
prę ż enia  ffy  zwią zane  są   liniowo  z  wielkoś ciami  ey ,  0  zatem  i  <7y =  0  dla  t >  0.
W  rezultacie  otrzymamy

(4.16)  «; =   «• ',  0'  =  0",  <Ty =  tfy  dla  t>0.

Istnieje  zatem jedno  tylko  rozwią zanie  równań  termosprę ż ystoś ci.

5.  Twierdzenie  o  wzajemnoś ci

Jednym  z  najbardziej  interesują cych  twierdzeń  teorii  sprę ż ystoś ci  jest  twierdzenie
o  wzajemnoś ci  E.  BETTIEGO,  Z tego  bowiem  twierdzenia  wynika  nie  tylko  symetria
rozwią zań  podstawowych  (funkcji  G reena),  ale  twierdzenie  to  daje  podstawę   do
konstruowania  dalszych  metod  cał kowania  równań  róż niczkowych  teorii  sprę ż ys-
toś ci.

Rozszerzone  twierdzenie  o  wzajemnoś ci,  odnoszą ce  się   do  zagadnień  termo-
sprę ż ystoś ci,  zostało  w  pełni  sformułowane  przez  V.  IONESCU- CAZIMIR  [25].  Ele-
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raenty  tego  twierdzenia,  choć  wyraż one  w  mniej  ogólnej  postaci,  znajdziemy
u  M.  A.  BIOTA  [26].

Twierdzenie  o  wzajemnoś ci  przedstawimy  w  głównych  jego  zarysach  kł adąc
punkt  cię ż koś ci  na jego  rozliczne  zastosowania.

Niech  w  ciele  izotropowym  działają   dwa  ukł ady  sił .  Zakł adamy,  że  wewną trz
ciała  V  działają   ź ródła ciepła i  siły  masowe,  a  na jego  powierzchni  dane  są   obcią-
ż enia  pi  i  temperatura  0 =   • &.  Przyczyny  te  oznaczymy  skrótowo  symbolem  /   =
=   {X;,Pi, Q,&},   a wywołane przez nich skutki  symbolem  C =  {w;,  d}.  D rugi ukł ad
przyczyn  i  skutków  oznaczymy  przez  / '  =   {X'up\ ,  Q',  • &'}  oraz  C" =   {u\ ,  0'}.
Zakładamy,  że  warunki  począ tkowe  są   jednorodne.  Wychodząc  z  równań  ruchu,
równań  przewodnictwa  cieplnego  i ze  zwią zków  Duhamela- Neumanna,  wypisanych
dla  obu  układów, odpowiednio  dodając  te ukł ady  i  całkując  po  obszarze  V,  otrzy-
mamy  dwa  równania  o  wzajemnoś ci  dla  transformat  funkcji  wystę pują cych  w  obu
ukł adach

(5.1)  /   (Xiu'i- X'iuddV+  ]'(3iu'i- p'{ubdS+y  j\ ffe'- We)dV  =   0,
V  S  V

(5.2)  J(QrQ- QQ')dV+xrip  j(d'e- de')dV+H  j(4Q'in- §%)dS  =  0,
v  v  z

gdzie
co

u,(x,p)=  J  ui(x,t)e- >"dt,  itd.
o

Pierwsze  z  tych  równań powstało z wykorzystania  równań  ruchu  i  równań  stanu
przy  zastosowaniu  przekształ cenia  Greena.  Eliminują c  z  tych  równań  wspólne
człony  uzyskamy  nastę pują ce  równanie:

(5.3)  r,xp [f(Xiu'i- riui)dV+  J (p^- f^dS]  =
v  z

'0 ,,- &d]„)dZ+y  j(Q0'- Q'0)dV.
V

N a  równaniu  (5.3)  należy  wykonać  jeszcze  odwrotną   transformację   Laplace'a.
Przy  wykorzystaniu  twierdzenia  o  splocie  otrzymamy

(5.4)  fjtt { jdV(x)  j  \x,(x, t- x)  ^ l A  - x't(x,  i
V  o  "-

2  0   L

t

=   Y  fdV(x)  f[Q(x,t- r)d'(x,x)- Q'(x,t- x)d(x,x)]dx+

m  dZ(x)  [V{x,t- x)Oin(x,x)- d(x,t- x)&n(x,xy[dx.
s  o
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Równanie  (5.4) jest  sł uszne tak  dla  zagadnienia  dynamicznego jak  i dla  zagadnienia
quasi- statycznego.  W  obu  jednak  przypadkach  funkcje  uu  6  oraz  u't,  0'  mają  od-
mienne  znaczenie.  W  rozważ aniach  naszych  przyję to,  że  na  powierzchni  U  dano
obcią ż enia pt  i  temperaturę  9 =   &.  Ze  struktury  równań  (5.4) widoczne jest,  że na
£  przyjąć  moż na również  przemieszczenia  oraz  przepł yw ciepł a, proporcjonalny  do
gradientu  temperatury  0_„  — # ,„ . Równania  (5.4)  są  speł nione  również  dla  przy-
padku  mieszanych  warunków  brzegowych.

Równanie  (5.4)  przyjmie  szczególnie  prostą  postać  dla  ciała  nieograniczonego,
w  tym  bowiem  przypadku  znikają  cał ki  powierzchniowe.

Jeś li  mamy  do  czynienia  z  drganiami  harmonicznie zmiennymi  w  czasie

Xx (x,  t) =  X?(x)ćat,  pt(x,  t) =  p*(x)ei0><  itd.,

to  równanie  o  wzajemnoś ci  przyjmie  postać

(5.4')  ł ?»to f / ( * ? ttf- X'i*  u?) dV+  J (pf MJ* ~p't*  uf
V  i'

Z równania (5.4) otrzymamy szereg interesują cych wniosków.  Zał óż my, że w punkcie Ę
obszaru  V  działa  chwilowa  skupiona  siła  Xi  =  d(x—Ę )d(t)d;j,  zwrócona  w  kie-
runku  osi  Xj,  a  w  punkcie  %' siła  skupiona  Z/  =   d(x—%')8(t)óik,  a więc  zwrócona
w  kierunku  osi  xk.  Jeś li  zał oż yć, że warunki  brzegowe są jednorodne,  to ze  zwią zku
(5.4)  otrzymamy

Bt  ~  Bt  '

Dla  ź ródła ciepła  Q  ==  ł >(x—Ę )b(j) oraz  ź ródła Q'  =  d(x—%')d(t) mamy

Jeś li w punkcie \  umieś cić  skupioną  i chwilową  siłę X- x  =   <5(x—Ę )f5(;)ó,j, a w punkcie
Ę' ź ródło ciepła Q'  =   d(x—%')d(t),  to z równania  (5.4) wynika nastę pują cy  zwią zek:

N iech  w  nieograniczonej  przestrzeni  posuwa  się  w  kierunku  osi  x3  ź ródło ciepła
Q  =   6(x^)d(xt) d(Xf—vt)  ze  stałą  prę dkoś cią  v.  Przyjmują c,  że  w  ukł adzie przyczyn
z  «primami»  Q'  =  ó(x—%')S(t),  to  z  (5.4)  otrzymamy

Powyż szy  wzór  zezwala  na  wyznaczenie  temperatury  spowodowanej  poruszają cym
się  ź ródł em  ciepła  przy  wykorzystaniu  wyraż enia  dla  temperatury,  wywoł anej
dział aniem  chwilowego,  ale  nie  poruszają cego  się  ź ródła ciepł a.
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Z  równań  (5.1),  (5.2) wzglę dnie  (5.3)  otrzymać  moż na postacie  szczególne  twier-
dzenia  o wzajemnoś ci  odnoszą ce  się  do klasycznej  elastokinetyki  i  teorii  naprę ż eń
cieplnych.

Jeś li założ yć, że odkształ cenie odbywa  się  w warunkach adiabatycznych,  to w rów-
naniu  (5.1) przyją ć  należ y*0 =   —r]Txekk,  %' =   —r)Txe'kk.  Pozostaje  wtedy  równanie

(5.5)  J(Xiu'i- Ę ui)dV+

Równanie (5.2) odpada, gdyż w elastokinetyce  zakł adamy, że w ciele nie  wystę pują
ź ródła  ciepła,  a  powierzchnia  ciała  jest  termicznie  izolowana.

W  teorii  naprę ż eń  cieplnych  pomijamy  człon  zawierają cy  dylatację   w  równaniu
przewodnictwa  cieplnego.  Pominię cie  to jest  formalnie  równoważ ne  z  przyję ciem
tj  — 0 w równaniu  (5.2). W ten  sposób  otrzymamy  równania

(5.6)  f(Xiu'i- X'iui)dV+
V  2  V

(5.7)  j(Q6'- Q'd)dV+x  J(dO:n-#'¥n)dZ  = 0.
x

Równanie (5.6) zostało wyprowadzone  przez W.  M.  MAJZIELA  [27]. Równanie  (5.7)
jest  równaniem o wzajemnoś ci  dla klasycznego  równania  przewodnictwa  cieplnego.

Rozpatrzmy  jeszcze  przypadek,  w  którym  przyczyny I = {Xhph Q, • &} i  skutki
C =  {ut, 6} odnoszą się do zagadnienia sprzę ż onego  termosprę ż ystoś ci, a przyczyny
/ ' =.{X'i,p'i, Q', • &'}  i  skutki  C" == {«,', 6'}  do  zagadnienia  niesprzę ż onego. Zwa-
ż ywszy na róż nicę w równaniach przewodnictwa  cieplnego dla zagadnienia  sprzę ż o-
nego  i  niesprzę ż onego

(5.8) dikPe-Vpe=-£, 8'M- £- d' =  - £- ,

otrzymamy  zamiast  równania  (5.8)  nastę pują ce  równanie:

(5.9)  f(Q'O- QQ')dV+xrip J¥e'dV+x j({)•&„-&'()Jd£ = 0.
V  V  2

Eliminując z równań (5.1) i (5.9) czł on Jd'HdV otrzymamy twierdzenie o wzajemnoś ci
v

w  postaci

(5.10)  w]P [J(Xtu't- X'tu,)dV+  f(prt- p"tĘ )dZ+y  Jffi'dv]  =
V  2  V

j(Qd'- Q'6)dV.

Przyjmijmy  teraz,  że w  ukł adzie z  «primami»  działa jedynie  skupione  i  chwilowe
ź ródło  ciepła w punkcie  \ , a warunki  brzegowe  są jednorodne. Wstawiając  zatem
do  równania  (5.10)  Q' =   <5(x- £)<5(0, X\ = 0, p\ =  0, # ' = 0 na  S,  otrzymamy

(5.11)  d(%, p)+rjxp  j  d(Ę ,, p)e'(x,Ę ,p)dV(x)  =
v
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gdzie

>=   §Q(x,pW(x,l,P)dV{x)~H  ]$(x,p)6',n(xs%,p)d2(.x)-

+  fxi(x,p)u'i(x,%,p)dV(x)].

Ponieważ  funkcje  n\ ,  6'  są   znane  jako  rozwią zania  równań  róż niczkowych  teorii
naprę ż eń cieplnych, a funkcje  Q,  • &, ph  X\ są  dane, zatem funkcja  M(f,  /j) jest  znana.
Równanie  (5.11)  jest  niejednorodnym  równaniem  całkowym  Fredholma  drugiego
rodzaju,  w  którym jako  nieznana  funkcja  wystę puje  temperatura 0. W  analogiczny
sposób  moż na  uzyskać  i  przemieszczenia.

Przedstawiony  tu  sposób  postę powania  zaproponowany  przez  V.  IONESCU- CAZI-
MI R  [25]  został   zastosowany  do  wyznaczenia  funkcji  G reena  w  nieograniczonym
obszarze  termosprę ż ystym  [28,  29].

6.  Metody  cał kowania  równań  termosprę ż ystoś ci  wynikają ce  z  twierdzenia  o  wzajemnoś ci

W  elastostatyce  wyprowadza  się   zwią zek  uzależ niają cy  przemieszczenie  wf(x,  t),
x  e  V,  t  >  0 wewną trz  ciał a, od przemieszczeń  ut  i  obcią ż eń pt  na jego  powierzchni.
Zwią zki  te  są   znane jako  twierdzenia  Somigliana  i  G reena  [30].  Poniż ej  podamy
tego  rodzaju  twierdzenia  rozszerzone  na  zagadnienia  termosprę ż ystoś ci.

Załóż my,  że  przyczyny  wywołują ce  odkształ cenia i  temperaturę  w  ciele  wyraż one
są   jedynie  przez  warunki  brzegowe.  Warunki  począ tkowe  przyjmiemy  jako  jedno-
rodne.  Równania  opisują ce  ruch  ciała mają   postać

(6.1)  ffyj   =   QUh  djj  d—rjk =0,  XE V,  t >  0.

D o  równań  tych  doł ą czamy  równania  stanu

Rozpatrzmy  drugi  ukł ad  równań  z  «primami»,  odnoszą cy  się   do  nieograniczo-
nego  ciała  termosprę ż ystego:

(6.3)  a'ijj   = g&'„   B'M—-   Ó'- r]e' =  — -   (5(x- C)<K0,  xe F,  t  >  0

oraz  równania  Duhamela- N eumanna  s

N a  równaniach (6.l)- (6.4) wykonujemy  transformację   Laplace'a przy  uwzglę dnieniu
jednorodnych  warunków  począ tkowych,  nastę pnie  odpowiednio  dodajemy  te  rów-
nania  i  wykonujemy  cał kowanie  po  obszarze  V,

Po  szeregu  przekształ ceń, które  tu  pomijamy,  otrzymamy  ostatecznie  [31]

(6.5)  0(x,p)  = -
s
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Wzór  ten  moż na  otrzymać  również  z  twierdzenia  o  wzajemnoś ci  (5.3)  przyjmują c,
że  Q'  =   d(x- %)d(t),  X, =  0,  Xl  =  0,  Q  =  0.

Rozpatrzmy  z  kolei  drugi  ukł ad  równań

(6.6)  cr?w

(6.7)

(6.8)  ^j

Funkcje  u],  0s  odnoszą  się  do  nieograniczonego  obszaru  termosprę ż ystego.  Wywo-
ł ane  są  one  dział aniem  chwilowej  siły  skupionej  X\  =   <5(x—Ę )d(t)5is,  zwróconej
w  kierunku  osi  xs.  Wstawiając  X[  =   3(x—TĘ )d(t)dts, X, =  0,  Q  =  0,  Q'  =  0  do
twierdzenia  o  wzajemnoś ci,  otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enie  na  przemieszczenia
us  [31]:

(6.9)  us(x,p)  = J
2'

-   ^  f  [0,„(C 0 ! (C,  x , ^ -

N a  równaniach  (6.5)  i  (6.9)  należy  jeszcze  wykonać  odwrotną  transformację  La-
place'a.  Prowadzi  ona  do  wyraż eń  splotowych,  których  tu  już  nie  wypisujemy.

Równania  (6.5)  i  (6.9) stanowią  uogólnienie  równań  Somigliana  na  zagadnienia
termosprę ż ystoś ci.  Za  ich  pomocą  moż emy  wyrazić  funkcje  M ((X,  t),  8(x,  t)  xeV,
t  >  0  przez  cał ki  powierzchniowe,  w  których  wystę pują  funkcje  w,,  0  oraz  ich
pochodne.

Jeś li  funkcje  G reena u';, 0'  oraz  w,,  0s  dobrać w  ten  sposób,  aby  odnosiły się  do
ciała zajmują cego  obszar  V ograniczony powierzchnią  £  i przyją ć,  że na £  powinny
być  speł nione warunki  brzegowe

to  równania  (6.5)  i  (6.9)  uproszczą  się  do  postaci

(6.10)  0(x,p)  = x
2

(6.11)  us(x,p)=~  f Pi(\ rX,p)ut{%,p)d2(Ę )+^-   (# ($,p)Pn&  *,

Wzory  te  stanowią  rozwią zanie  pierwszego  zagadnienia  brzegowego,  w  którym
na  Z  dane  są  przemieszczenia  ut  oraz  temperatura  0.  Gdyby  funkcje  wj,  0'  oraz
ttf,  ds  odnosiły  się  do  ciała  zajmują cego  obszar  ograniczony  V,  na  powierzchni  £
swobodny  od  obcią ż eń  i  temperatury, to  do równań  (6.5)  i  (6.9) należ ał oby wstawić

f.  =  0,  # ' =  0,  p!  =  0,  6S  =  0  na  E.
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Wtedy  wzory  (6.5)  i  (6.9)  przyjmą   postać

(6.12)  6(x,p)  =  - 1^-

(6.13)  us(x,  p) =   [pt(&,  p)u\&, x,
2  'P 2

i  stanowią   rozwią zanie  drugiego  zagadnienia  brzegowego,  w  którym  na powierzchni
Z  dane są  obcią ż enia pt i temperatura 6.  Jednakże  stosowanie  wzorów  (6.10)—(6.13)
jest  ograniczone  ze  wzglę du  na  trudnoś ci  zwią zane  z uzyskaniem  funkcji  Greena
u't,  0',  u%  6", spełniają cych  z góry  dane  warunki  brzegowe.  W  sposób  analogiczny
do  rozszerzonych  wzorów  Somigliana  i  G reena  moż na  skonstruować  rozwią zanie
równań  termosprę ż ystoś ci  dla  mieszanych  warunków  brzegowych.  Jeden  ze spo-
sobów,  bę dą cy  rozszerzeniem  metody  W.  M.  Majziela  z teorii  zagadnień  cieplnych
na  zagadnienia  termosprę ż ystoś ci,  znajdujemy  w  uprzednio  cytowanej  pracy
V.  ION ESCU- CAZIMIR  [25].  Polega  on  na  uż yciu  funkcji  Greena  spełniają cych  od
razu  mieszane  warunki  brzegowe.  Drugi sposób, obmyś lony  przez W.  NOWACKIEGO
[32],  polega  na  wykorzystaniu  pomocniczych  funkcji  Greena,  spełniają cych  cią głe
warunki  brzegowe,  i  sprowadzeniu  zagadnienia  do rozwią zania  ukł adu  równań
całkowych  Fredholma  pierwszego  rodzaju.

7.  Harmoniczne fale  pł askie

W  dyskusji  najprostszego  typu  fali,  harmonicznej  fali  płaskiej,  od  razu  na  jaw
wychodzą   istotne  cechy  rozprzestrzeniania  się   fal termosprę ż ystych,  ich charakter,
prę dkość  propagacji  fali,  dyspersja  i  tł umienie  fali.  Na  jaw  wystą pią   zasadnicze
róż nice  mię dzy  falami  termosprę ż ystymi  a falami  sprę ż ystymi  i cieplnymi  [33 i 34].

Rozważ my  falę  pł aską  harmoniczną  przesuwają cą   się  w kierunku osi x1} wywołaną
przyczyną   natury  mechanicznej czy  cieplnej. Ponieważ przemieszczenia Uj i tempera-
tura  6 zależą  jedynie  od zmiennych xx i  ł , to równania  przemieszczeniowe i równania
przewodnictwa  cieplnego,  uwzglę dniając że

(7.1)  uJ =  Re[uf(x1,(o)e- "ot],   6 =  Re[0*(xl 5 co)e-k°<],

przyjmą   nastę pują cą   postać:

(7.2)  (dl+o^uf^md^*

gdzie

!  T2  _

C1

Eliminują c z dwu  pierwszych  równań  temperaturę  6*  otrzymamy

(7.3)  [(3l
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Pierwsze  równanie  odnosi  się   do  fali  podł uż nej,  dwa  nastę pne do  fal  poprzecznych.

Jeś li  do  dwu  pierwszych  równań  (7.2)  wstawić

u*  =   u°eikxi,   0*  =  e°eikxi,

to  otrzymamy  zależ noś ci

u°  mik  0°

Po  wyeliminowaniu  z  tych  zwią zków  wielkoś ci  u°/ 0°  otrzymamy  nastę pują ce
równanie  algebraiczne:

(7.4)  ki

z  którego  wyznaczymy  pierwiastki

Pierwiastki  te  są   funkcjami  parametru  s:  kx  — k^e),  kz  =  k^e).  D la  s =  0  mamy

/c1(0) =  ^1 =  tf,  ita(O) =  Aa =  ]/ ?.

Rozwią zaniem  dwu  pierwszych  równań  (7.2)  są   funkcje

x1)- \ -

+  T  i2   {
G  —/ Co

(7.5)
6  =   d°+ exp(—icot- \ - ikzx^)Ą - QZ  exp(—icat

- y|—-1  {u°+ exp(—icot+ik- LxJ—u°_  exp(—ioot—i
'c~q

Fale  poprzeczne  dane  są   zwią zkami

„, -  * +«p[- to(, - s)]+ i_«J_to(<+ |i)] ,
m  r  /   »\i  /   , n

"3 =  C.exp  —icolt  + C_exp  —ico\ t- \—- I  \ .

( \ l/ 2

—  I  . Fale te nie powodują   zmian  obję -

toś ci  i  nie  wywołują   pola  temperatury,  towarzyszą cego  ruchowi  falowemu.

Zespół   równań  (7.5)  nazywać  bę dziemy  równaniami  fal  termosprę ż ystych.
Pierwsze  równanie  (7.5)  przedstawia  falę   podłuż ną, drugie  towarzyszą cą   tym  falom
temperaturę.  Oznaczając  przez  vf  (/? =  1,2)  prę dkość  fazową,  a  przez  ^  współ-
czynnik  tł umienia  i  wią ż ąc  je  z  pierwiastkami  równania  (7.4)  zależ noś ciami

co
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przekształ cimy  równania  (7.5)  do  postaci

(7.7)  m =  u°+ exp  - ico it— — I —f l ^  + wle xp  —t o lt+  —)  + # 1 x 1  +

=  0°  exp - to U- —  )- &2x1  + 01 exp  - to (*+  —l+ ^ ai

Widoczne jest,  że obie fale  są   tł umione  i ulegają   dyspersji,  gdyż prę dkoś ci fazowe Vp
zależą   od  czę stotliwoś ci  co. Fizyczne znaczenie fal  (7.7) stanie się  jasne, jeś li porów-
namy  je  z  falami  w  oś rodku  hipotetycznym, charakteryzowanym  zerową   wartoś cią
rozszerzalnoś ci  liniowej  a,.  D la  a, =  0,  a  zatem  dla  r\   =  0,  m =   0  dwa  pierwsze
równania  (7.2)  przyjmą   postać

Rozwią zaniem  tych  równań  są   funkcje

c%~  I —

(7.9)  6* =  0° exp  -   ico 11-  ~  -   i9a ̂   + 01 exp  -   ta
L  \   2 /   J  L

gdzie

) l/ 2

Tutaj  iif  przedstawia  falę   czysto  sprę ż ystą,  posuwają cą   się  w  kierunku osi xx  wzglę d-
n i e—  x± z  prę dkoś cią   stałą   v1  =  cx.  Fale  te  nie  ulegają   tł umieniu  ani  dyspersji.
Drugie  z  równań  (7.9)  przedstawia  falę   czysto  cieplną,  doznają cą   tł umienia  i  dys-
persji.  Tł umienie charakteryzowane jest  współczynnikiem  # a =  Im(A2) = (co/2;*)1'2.

Dyspersja  ma  tu  miejsce,  gdyż  prę dkość  fazowa  ws =  .,  .  =  (2«w)1/2  jest
Ke (/ 2)

funkcją   czę stotliwoś ci  co.  Równania  (7.7)  przedstawiają   zmodyfikowaną   falę   po-
dłuż ną   i  zmodyfikowaną   falę   cieplną.  Z  porównania  równań  (7.7)  i  (7.9)  wynika,
że  pierwiastek  / ^(e)  charakteryzuje  postać  quasi- sprę ż ystą   fali  termosprę ż ystej,
gdyż  /^(O) =   a =   coj  ̂ odnosi  się   do  fali  czysto  sprę ż ystej.  Podobnie  pierwiastek
k2(s)  charakteryzuje  postać  fali  quasi- cieplnej, podczas  gdy  /ca(0) = ź l2 =  j/ g odnosi
się   do  czysto  termicznej  fali  w  oś rodku  hipotetycznym.  Interesują cy  jest  fakt,  że
w  zmodyfikowanej  fali  sprę ż ystej  [pierwsze  równanie  grupy  (7.9)] wystę pują   obok
siebie  człony  quasi- sprę ż yste

M°+exp [ - to (f-  ^ ) - # i *i ] .  «-  exp [- to \ t+   ^
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oraz  czł ony quasi- tenniczne

0°exp  - ho|

Podobny  stan  rzeczy  wystę puje  w  zmodyfikowanej  fali  termicznej.
Należy  omówić  jeszcze  pierwiastki  kt,  k2  wzglę dnie  wielkoś ci  &p, vp,  /? =  1, 2.

Wprowadzając  nowe  oznaczenia

t

  c i  t  f 0*  _  f ł   y

  co

doprowadzimy  równanie  (7.4)  do  prostej  postaci

(7.10)  C 4 - f2 [ z 2+ / 2 ( l+ e ) ] + a8  =  0.

Pierwiastki  Ci, £2 tego  równania  są  funkcjami  parametrów  e i %  ~  co/co*.  Wielkość
e =   rjrnx jest wielkoś cią  stalą, zależ ną  od wł aś ciwoś ci  termicznych  i mechanicznych
materiał ów,  podczas  gdy  % zmienia  się  ze  zmianą  czę stotliwoś ci  co. Wielkość  co*
jest  wielkoś cią  charakterystyczną  dla  danego  materiał u.

Czę stotliwość  drgań  wymuszonych  co jest  ograniczona  przez  wielkość

w),4TIM  I  '

wynikają cą  z widma  Debye'a  dla  fal  podł uż nych  [35]. We  wzorze  M  oznacza  masę

( }  _i_2  \ 1 ' 2

—  - I   ,  gd z ie  As,  ns

Q  I
są  stał ymi Lamego  dla  stanu  adiabatycznego.

Poniż ej  podajemy  tabelę  podstawowych  wartoś ci  dla  czterech  metali

(ci) s  cm/ selc.

E

u>*   sek. -1

<xtc  sek. "1

Aluminium

6,32 xl O5

3,56  X  lO " 2

4,66 x 10u

1,31  X104

9,80  X1013

Miedź

4,36  Xl  O5

1,68  X10- 2

1,73 x l O11

3,29  X  103

7,55  x l  O13

Stal

5,80 xlO5

2,97 x  lO- 4

l, 75xl0l a

4,48 X 102

9,95 x 10"

Oł ów

2,14 xlO5

7,33 x 10-!

1,91  x l 0 u

3,27 X10*

3,69x10"

W  tabeli  umieszczono  również  współ czynnik  tł umienia  df  dla  %  =  aa,  przy  czym

1  2  (C l) r  •
Zwróć my  uwagę,  że  coc jest  znacznie  wię ksze  niż  m*.  W  wykonywanych  doś wiad-
czeniach  laboratoryjnych  przy  uż yciu  drgań  ultradź wię kowych  o  bardzo  duż ej
czę stotliwoś ci  jest

coc  >  co* >  co,

tak  że  dla  drgań  mechanicznych  spotykanych  w  praktyce  przyjąć  moż na  %  —
co I w*  <^  1.

Na  rysunkach  1  i  2  przedstawiono  wykresy  stosunków  vx\ {c^T  oraz  ftjdf  dla
miedzi  w  zależ noś ci  od  zmiennej  % =  CO/ OJ*  [33].
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Z  rysunku  1 jest widoczne, że prę dkość  fazowa  v1 jest wię ksza  od  {cy)T  i  dą ży  do
tej  wartoś ci  dla  % —•  oo. Współ czynnik  tł umienia f)\ roś nie  wraz  z  %  i  przy mał ych
czę stotliwoś ciach  jest  proporcjonalny  do %2, zbliż ając  się  przy  % ->  oo  do  wartoś ci
asymptotycznej  # f.  W  otoczeniu  odcię tej  % =  1  (co  =  ro*)  wielkoś ci  u2  i  ^  do-
znają  gwał townej  zmiany.  Ale  dla  zastosowań  teorii  w  praktyce  w  rachubę

Rys.  1 Rys.  2

wchodzi  jedynie  mały  obszar  zmiennoś ci  % =  w/ w*.  D latego  też  dla  % <̂  1  pier-
wiastki  Ci,  £2 moż na  rozł oż yć w  szereg  potę gowy  wzglę dem  potęg  % i  wykorzy-
stać  zwią zek

'£+>
W  ten  sposób  otrzyma  się  przybliż one  wartoś ci  prę dkoś ci  fazowych  oraz  współ-
czynników  tł umienia. Podamy  je  za  P.  CHADWICKIEM  [36]

(7.11)  v,  =   c

CD" + 0 ( % 4 ) J '
L  .t

8(l+ e)
)  j,   f

l^ v  \A  / • ]•

2(l- |- e)2  ^  8'

Widoczne  jest,  że  dla  %  - 4 1  przyjąć  moż na  vx  ~  ^ ( l+ e )1 ' 2  jako  wartość  stał ą,
nieco  wię kszą  niż  cx  =   (cj) r  i  falę  quasi- sprę ż ystą  podł uż ną  traktować  jako  tł u-
mioną,  ale  nie  podlegają cą  dyspersji.
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Poniż ej  podamy  rozwią zanie  bardzo  prostego  przykł adu  fali  pł askiej,  dotyczą ce
działania płaskiego ź ródła ciepła o intensywnoś ci  Qo.  Ź ródło  to zmienia się  w  sposób
harmoniczny  w  czasie  i  działa w  płaszczyź nie  x1  =  0.  Otrzymamy  tu

(7.12)

ik x  "" rL *WV  %/   "̂"MJJ '  X l > 0 -
Prę dkoś ci  fazowe  Vp i  współczynniki  tł umienia §p  bierzemy  ze  wzorów  (7.11).

Gdyby pominąć sprzę ż enie pola odkształ cenia i temperatury, tzn. jeś li w  równaniu
przewodnictwa  cieplnego  pominąć  człon  r]k kk,  to  wstawiając  zamiast  ki(e),  k2(s)
wielkoś ci  / q(0) =   a,  k2(0) =  ]/ q,  otrzymamy  z  (7.12)  rozwią zanie  przybliż one
teorii  naprę ż eń  cieplnych.

2«

Przemieszczenie ux  skł ada się  z dwu czę ś ci:  z  fali  nietł umionej sprę ż ystej,  posuwa-
ją cej  się   z  prę dkoś cią   cx  oraz  z  fali  dyfuzyjnej  tł umionej  i  ulegają cej  dyspersji.

D o  tej  pory  rozwią zano  szereg  zagadnień  szczegółowych  dotyczą cych  rozprze-
strzeniania się  fal  płaskich w przestrzeni i półprzestrzeni sprę ż ystej.  I   tak  I . N .  SN ED-
DON  [37]  badał   rozchodzenie  się   fali  w  prę cie  pół nieskoń czonym  i  skoń czonym,
przy  założ eniu  rozmaitych  warunków  brzegowych,  a  wię c  rozmaitych  przyczyn
wywołują cych  fale,  rozpatrując  dla  prę ta  skoń czonego  drganie  wymuszone.  W. N o-
WACKI  [38] rozpatruje  działanie pł askich sił  masowych w przestrzeni  nieograniczonej
oraz  działanie  płaskich  ź ródeł   ciepła  wymuszają cych  drgania  w  warstwie  termo-
sprę ż ystej  [38].

Interesują cym  rezultatem  jest  tu  niewystę powanie  zjawiska  rezonansu  przy
drganiach  wymuszonych.  Wynika  to  z  charakteru  ruchu  falowego,  który  jest tł u-
miony.  Przy  drganiach  wymuszonych  otrzymujemy  amplitudy  o  skoń czonej  war-
toś ci.  I   tak  dla  przypadku  warstwy  o gruboś ci  a, wolnej  od  naprę ż eń i  temperatury
w  płaszczyznach  ograniczają cych  warstwę   x1  =  0,a,  poddanej  dział aniu  ź ródeł
ciepła  Q — Q*coswt  otrzymamy  dla  naprę ż enia  an(xi,  t)  nastę pują ce  wyraż enie:



D YN AM ICZN E  ZAG AD N IEN I A  TERMOSPRĘ Ż YSTOŚ CI  33

gdzie
a

im  .  (o  M  2  f  ..  .  .
a„  =  — ,  I  =  —,  Q*=—  ]  Q*(xi)sma„xdx1.Cl  %  Cl  J

o

Nie otrzymamy  tu rezonansu, gdyż mianownik pod znakiem sumy jest stale dodatni.
W  przypadku  szczególnym  a? =   a2,  odpowiadają cym  rezonansowi  dla  zagadnienia
niesprzę ż onego,  r- ty  wyraz  szeregu  przyjmuje  postać

, ,  ocom  .  O* sin a,.Xi
(7.15)  ffff   =  -   Ł p  smwt^~~  •

Człon  ten  ma  wartość  skoń czoną,  choć wielkość  naprę ż enia  G$  bę dzie  znaczna,
gdyż  e jest  dla  metali  rzę du  kilku  procent.

8. Fale kuliste  i walcowe

Rozpatrzmy  równania  falowe  charakteryzują ce  podłuż ne  fale  termosprę ż yste,
wyprowadzone  w  p.  3  [wzory  (3.9)  i  (3.11)]

(8.1)  \Jld> =   mO,

(8.2)  DO- rjW%0=  0.

Jeś li  założ yć, że  ruch  falowy  zmienia  się   w  sposób  harmoniczny w czasie, zatem

gdy

0(x,  t) =   0*(x,  w)e~m,  6(x,  t) =  Q*(x,  ca)rm,

to  z  równań  (8.1)  i  (8.2)  otrzymamy  nastę pują ce  równania

(8.3)  (V2+/cf) (V2+ /cI) (0*, 0*) = 0,

gdzie  wielkoś ci  klt  k2  są   pierwiastkami  równania  (7.4), dyskutowanymi  w poprzed-
nim  punkcie.

Rozważ my  te  rozwią zania  równania  (8.3),  które  cechują   się   osobliwoś cią
w  punkcie  ?  i  zależ ne  są   od  promienia  r,  odległoś ci  punktu  x  od  punktu  C. Roz-
wią zania  te,  które  oznaczymy  przez  ę  *(;- )  spełniają   równania

(8.4)  M   ^ l ^M   +  ̂ ^ + W  0,  a- 1,2.

Tutaj  n =   3  odnosi  się   do  zagadnienia  trójwymiarowego,  n — 2  do  zagadnienia
dwuwymiarowego.  W  równaniu  (8.4)  nie  należy  wykonywać  sumowania  wzglę dem
wskaź nika  a.

Ogólne  rozwią zanie  równania  (8.4)  ma  postać

(8.5)  ctfO)  ^

Tutaj  f/W  i  Ą 2 )  są   funkcjami  Hankela  m- tego  rzę du  i  pierwszego  oraz  drugiego

rodzaju.

3 Mechanika  teoretyczna
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Dla  n = 3  (zatem  dla m — 1/2) mamy

a  rozwią zaniem  równania  (8.4)  staje  się  funkcja

(8.6)  ip*(r)   =  A1- r+B1—r- ,  r*  =  (Xj- £j)(xj- ł j),  j=   1,2,3.

W  przestrzeni  nieograniczonej  termosprę ż ystej  w rachubę wchodzi  jedynie  pierwszy
czł on  równania  (8.6),  bowiem  rozwią zanie

przedstawia  falę  rozbież ną,  rozchodzą cą  się z  przyję tą  fazą  od począ tku  ukł adu

r =  0 do nieskoń czonoś ci. Tylko  to rozwią zanie  ma sens  fizyczny.  D la  fali  walco-

wej  przy  n = 2  oraz  m =  0  otrzymamy

(8.7)  v*(r) -   Ami\kxr)+BH^(kar),  r*  =  ( x , - f , ) ( x7 - |; ) ,  / , 7 = 1 , 2.

Tutaj  w  rachubę  wchodzi  dla  oś rodka  nieograniczonego  jedynie  pierwszy  czł on
zwią zku  (8.7), gdyż  dla wielkich  wartoś ci  argumentu  otrzymamy  wyraż enie

(8.8)

przedstawiają ce  falę  rozbież ną  rozprzestrzeniają cą  się w  kierunku  wzrastają cych  r.
W  wyraż eniu  (8.8)  symbol  0(/ - a)  oznacza  taką  wielkość  x,  że stosunek  xjra po-

zostaje  ograniczony  przy  r -» oo. Rozwią zania  tu przedstawione:  e'v/ r,   H^(k„r)
speł niać  powinny  w  nieskoń czonoś ci  tak zwane  warunki  wypromieniowania  [38,
39  i  40]:

Jk„r   \  ik„r

(8.9)

da>0,  a = 1 , 2.

Wzory  te informują  o zachowaniu się rozwią zań  podstawowych  w otoczeniu punktu
nieskoń czenie  odległ ego.

Jeż eli  rozważ ać  bę dziemy  taką  klasę  rozwią zań  równań  (8.3), które  zachowywać
się  bę dą w nieskoń czonoś ci w sposób  podobny jak rozwią zania  podstawowe  elvjr,
H^Kk^r),  to ż ą dać  należy  od funkcji  0*  =   <£*- ]- $*  speł nienia w nieskoń czonoś ci
nastę pują cych  warunków:

(8.10)

n = 2:  —~~  - iK®*  =  e 'v0( / - 3 ' 2) ,  # a > 0,  a = 1,2.
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D o  tych  warunków  dodać  należy  jeszcze  warunek  o  skoń czonej  wartoś ci  funkcji

0*  =   0(1)  dla  r - *  oo,

gdzie  symbol  0(1) oznacza  wielkość  dowolnie  mał ą.
Podłuż ne  fale  kuliste  uzyskuje  się  jedynie  przy  szczególnym  doborze  zaburzeń.

Powstają   one wskutek  dział ania  ź ródeł   ciepła  i  sił   masowych  pochodzenia po-
tencjalnego  w  oś rodku  nieograniczonym jak  i  oś rodku  nieograniczonym z  pustką
kulistą   przy  warunkach brzegowych  cechują cych  się  symetrią   wzglę dem punktu.

Rozpatrzmy  jeden  z  tych  przypadków,  mianowicie  działania skupionego ź ródła
ciepła  Qoe~iatd(r).  Rozwią zanie  równania  (8.3)  przyjmiemy  w postaci

(8.11)  0*  = ~  faWP

gdzie  stałe Ax,  A% wyznaczymy  z warunku, aby przepływ  ciepła przez powierzchnię
80*

kuli  przy  ;•   - »•  0 był  równy  intensywnoś ci  ź ródła  ciepła,  oraz  aby  uf  — —̂ — dla

r = 0 było  równe  zeru. W rezultacie  otrzymuje  się  dla funkcji  0*,  6* nastę pują ce
wzory  [41]

(8.12)  0*  =

d* =

- (ftj- o»)exp [ - "{ '
Tutaj  & a jest  współczynnikiem  tłumienia, vx  prę dkoś cią  fazową   fali.  Funkcje  0*,
d* są   tł umione,  ulegają   dyspersji,  spełniają   warunki  wypromieniowania  i  wykazują
osobliwość  w  punkcie  r = 0.

Znajomość  funkcji  0*  zezwala  na wyznaczenie  przemieszczenia  promieniowego
ur  = 80jdr.  D la Qo =   1 wzory  (3.12) stają   się  funkcjami  Greena dla potencjału  0*
i  temperatury  0*. Jeś li  dany jest  rozkład  ź ródeł  Q(x,  t) = Q*(x)e~m  w ograniczo-
nym  obszarze  F l 5 to potencjał   0*  wyrazi  się  wzorem

(8.13)  * * ( * ,  co) =   / e * ( © ** ( x , %, co)dV(%).
Vi

Dotą d  rozwią zano  szereg  przypadków  szczególnych  odnoszą cych  się  do fal  kulis-
tych.  Odnoszą   się  one do działania centrum ś ciskania  w obszarze nieograniczonym
oraz do przestrzeni z pustką   przy  założ eniu róż nych warunków  brzegowych, cechu-
ją cych  się  symetrią   kulistą   [41 i  38].

D la  fal  kulistych  opracowano  szereg  twierdzeń,  które  moż na  traktować  jako
rozszerzenie  twierdzenia  Helmholtza dla elastokinetyki  i analogicznego  twierdzenia
teorii  przewodnictwa  cieplnego  na zagadnienia  termosprę ż ystoś ci  [31].  Istota  tego
twierdzenia  jest  nastę pują ca.  Dany  jest  ukł ad  równań

(8.14)  (V2+a2)u*~mv*  = 0,  (W+q)v*+ ^  W*  = 0,
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regularnych  w  rozpatrywanym  obszarze  B.  Tutaj  u*  oznacza  potencjał   termo-
sprę ż ystego  przemieszczenia,  a  v*  temperaturę. Wyeliminowanie  z  równań  (8.14)
funkcji  v*  lub  «*  prowadzi  do  równania  typu  (8.3).

Moż na  wykazać,  że jeś li  na brzegu  A  obszaru  B  dane są  funkcje  ii*,  v*,  du*/ 8n,
dv*j8n  to  funkcja  v*  w  punkcie  xe  B  przedstawi  się  wzorem

(8.14)
A

Tutaj  funkcje  0*(x,  Ę ),  <2>*(x, Ę)  są  rozwią zaniami  równań

(8.15)  ( V2+ t f 2) 0*- w0*  =  O,  ( V a + ^ ) 0 * + —  V2(?*  = — -
m  K

gdzie

(8 16)  $*  m  ( ^  '*"- )  g*  1

»„  =  £!—a*,  a =   1,2.

D la  x e ć - 5,  gdzie  ć' jest  całą  przestrzenią,  jest  w*(x)  =  0.  D la  zagadnienia  nie-
sprzę ż onego  (e =  0),  zatem  dla  teorii  naprę ż eń  cieplnych,  odpada  druga  cał ka
równania  (8.14).  W  rezultacie  otrzymuje  się  równanie

a  więc znane twierdzenie  z  teorii przewodnictwa  cieplnego.  D la funkcji  M*(X )  otrzy-
muje  się  nastę pują cy  wzór:

(8.18)  «• («) = « J  | <P*(C,x)-
A

+ ~m

M*(x)a= O,  xeC—B.

We wzorze tym wprowadzono  symbol  [Jl  =  Va+ / cf+ / <l~cr2.  Wzór  (8.18) wyraża
funkcję  w*(x)  wewną trz  obszaru  5  za  pomocą  funkcji

# . „ .  £«*(£)  3»*(C)

na  powierzchni  A.  Przy  przejś ciu  z  termosprę ż ystoś ci  do  elastokinetyki  otrzymuje
się  z  (8.18)  po  szeregu  przekształ ceń znane  twierdzenie  Helmholtza  [42]

4TE J  I   F  2/2  8n  \  r(8.19)  M*(X )  =

0,  jeś li  x e  s—5.
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Tutaj

,  li s  \   Q

Fale  walcowe  powstać  mogą  w  przypadku  liniowego  ź ródła ciepła  lub też linio-
wego  centrum  ś ciskania  bą dź  też  w  nieograniczonym  oś rodku  termosprę ż ystym
z  pustką  walcową, na której  brzegu  wystę puje  ogrzanie,  ciś nienie  lub odkształ cenie,
rozł oż one w  sposób  osiowo- symetryczny.

Z  licznych  rozwią zań  [38, 41, 43] podamy  tu  tylko  wynik  koń cowy  odnoszą cy

się  do  liniowego  ź ródła  ciepła  Q(r, t) =  Q0e- icot- ^- ,  r =   ( xa+ xl) 1 / 2.

D la  amplitud  potencjału  termosprę ż ystego  przemieszczenia  i  dla  temperatury
otrzymuje  się  nastę pują ce  wzory  [41]:

(8.20)

0*  =

Funkcje  te  speł niają  warunki  wypromieniowania.  Są  one tł umione i  ulegają  dys-
persji.

9.  Funkcje  G reena  dla  nieograniczonego  oś rodka  termosprę ż ystego.  Osobliwe  równanie  cał kowe

termosprę ż ystoś ci

W  poprzednim  punkcie  przedstawiono  funkcje  G reena  dla punktowego  i  linio-

wego  ź ródła  ciepł a.  Speł niają  one  równania

(9.1)  Ć .wH- AS&f • £- «*,* -   - - < 5 ( x - C ).
OL  %

Przez u, 6 oznaczamy  tu amplitudy  przemieszczeń  i temperatury.  Z kolei  wyznaczyć
należy  funkcje  G reena dla siły  skupionej.  N iech w punkcie Ę obszaru  nieograniczo-
nego  działa  siła  skupiona  Xt  =   <5(x—C) t̂ le""tot,  zwrócona  w  kierunku  osi  xt.

Dział anie  tej  siły  wywoła  zarówno  falę  podł uż ną jak  i  poprzeczne.  Rozwią zać na-
leży  ukł ad  równań

( 9 ' 2 )  0&+

w których  przez CT^, uP,  0{1 )  oznaczono  amplitudę  naprę ż eń,  przemieszczeń  oraz
temperaturę wywoł aną  dział aniem siły skupionej,  dział ają cej  w punkcie C i  zwróconej
w  kierunku  osi xt.  U kł ad  równań  (9.2) zastą pić  moż na  ukł adem  równań  falowych

(9- 3)  (V2+ £ !) (V2+ / c !) 0( 1 ) =* -   \ (V*+q)# ,

(9.4)  (V^+ r2)%( I> -   -   i  %b  i =  1, 2 , 3.
C2
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Równania  te  wynikają   z  równań  (9.2)  przy  założ eniu, że

(9.5)  u( 1)  =  grad # «+ ro t 4»( 1 )

?  X =  e ( gr a d # + r o tx ) .

Amplitudę   sił   masowych  wyznaczamy  ze  wzorów  [44]

(9.6)

Dla  rozważ anego  tu  przypadku  siły  skupionej,  zwróconej  w  kierunku  osi
otrzymuje  się

Z  rozwią zania  równań  (9.4)  otrzymamy

(9.6)  ę x  =  0,  % =  -   =• <93F0(r, co),  wt  =  — - ,  5- c^oO".  «)»
47c^coz  47r^a)

gdzie

/'

Z  rozwią zania  równania  (9.3) przy  uwzglę dnieniu  faktu,  że funkcja  $ ( 1 )  odznacza
się   osiową   symetrią   wzglę dem  osi  x1}  otrzymuje  się   [44  i  45]:

(9.7)

gdzie
F(r,   co) » A- J- i—A- Jz—Ią ,,

1  7 2 / 72  /   2\   '  ^^2  —'  1 2 / 1  2  /   2*\ '  0  —  J

Temperaturę   0( 1)  wyznacza  się   ze  wzoru

(9.8)  e w = —  (V2+ <T
m

Wykorzystując  wzór  (9.5)  i  (9.8)  otrzymamy

(9.9)  u f ^ ^

( 9 J 0 )

Funkcje  te  mają   osobliwość  w  punkcie  C i  spełniają   warunki  wypromieniowania
w nieskoń czonoś ci. Jeś li  siła skupiona  działa w kierunku  osixs, to otrzymamy  nastę-
pują ce  wyraż enie  dla  tensora przemieszczeniowego  Greena Uj oraz  temperatury  8S:

(9.11)  KJ =   {d8[F(  ) F ( ) ] ^ 6 i m }



D YN AM ICZN E  ZAG ADN IEN I A TERMOSPRĘ Ż YSTOŚ CI  39

Z  otrzymanych rozwią zań dla siły skupionej uzyskać moż na dalsze osobliwoś ci,  wy-
raż enia  iĄ ,  0s dla siły podwójnej, dla momentu skupionego oraz dla centrum ś ciskania.

Dla  zagadnienia  dwuwymiarowego  otrzymuje  się  dla  siły  skupionej  i  zwróconej
w  kierunku  osi  xs,  nastę pują ce  funkcje  G reena  [46]:

(9.13)  u} -   -

(9.14)  .  »

r 1 - ( * , - $ ,)  ( *, - *, ),  j,s  =  1,2.

Znajomość  funkcji  przemieszczeniowych  i  temperatury  dla  dział ania  skupionego
ź ródła ciepła i siły skupionej  zezwala  na skonstruowanie metody  cał kowania  równań
termosprę ż ystoś ci  dla  ciała  ograniczonego  [31].

Wprowadzimy  analogiczne  do  potencjał ów  elastokinetyki  [39]  potencjały  po-
wierzchniowe  termosprę ż yste

(9.15)

V(x)  =   2 J (
2  «  £

Tutaj  cpk =  yk(C), y>CĘ ,)  SĄ nieznanymi gę stoś ciami  powierzchniowymi  odpowiedniej
regularnoś ci.  Funkcje  uk,  0,  us

k,  6S  są  funkcjami  Greena,  speł niają cymi  równania
(9.1)  i  (9.2), funkcjami  znanymi. Termosprę ż ystym  potencjał em warstwy  podwójnej
nazywa  się  ukł ad

Ws(x)  =  2  j  d£($)<Pk(C)Pk(&,  x) + 2a

(9.16)  s

W(x)  = 2  f.

Wprowadzono  tu  oznaczenia

Jł CJi  x)  =

i,x)  =
Wreszcie  wykorzystywać  moż na  potencjał   termosprę ż ysty,  bę dą cy  kombinacją

potencjał ów  warstwy  pojedynczej  i  podwójnej

M,(x) =  2  /   dZ{%)<pk{l)pl{l,   x)+2a
2

(9- 17)
=  2 J  </ i7(©v(C)0(C,x)+- ^  J

Wykazuje  się,  że  potencjały  Vs(x),  V(x)  są  funkcjami  cią gł ymi  punktów  xe  S.

N atomiast potencjały warstwy  podwójnej  Ws (x),  W(x)  wykazują  niecią gł ość  na  tej
powierzchni.  Mamy  bowiem

W



40  WITOLD  NOWACKI

Funkcje  Ws(Z>0),  W^(Ę0)  oraz  J- Fs
(e)(5o) oznaczają  kolejno  granicę  wektora  JVS(%)

dla  \  -» %0 e £  po powierzchni  E,  Ws(%) dla \  - * 3-0 e 2  od wnę trza  obszaru  V
oraz  Ws(%) dla %  - >•   Co eZ przy  C e <£—F.  Wykazuje  się, że pierwsza  cał ka po-
wierzchniowa  we  wzorach  (9.16)  przedstawia  funkcję  niecią gł ą,  druga  funkcję
cią gł ą.

Wprowadź my  dalej  oznaczenia

gdzie  F s, F przedstawione  są  wzorami  (9.15).  Moż na  wykazać,  że

(9 20)

Potencjały  termosprę ż yste  (9.15)- (9.17)  oraz  relacje  dotyczą ce  niecią gł oś ci  tych
potencjał ów  pozwalają  na  redukcję  podstawowych  zagadnień  brzegowych  do
rozwią zania  ukł adu  osobliwych  równań  cał kowych.

Rozpatrzmy  przypadek  danych na brzegu  Z1 przemieszczeń  ws(Ę0) =fs(%o)  oraz
temperatury  6CĘ ,o) ~ gCĘ >o) •  Rozwią zania  zagadnienia  poszukuje  się  w  postaci
potencjału  warstwy  podwójnej  (9.16),  przyjmując

t/ ,(x) =   WJ®,  0(x) =  W(x).

Ł atwo  sprawdzimy,  że funkcje  Us(x),  0(x) speł niają  równania

(9.21)  LskUk- yds0  = O,  (V*+q)0+^dkUk  = 0,  xeV,

gdzie

Biorąc pod uwagę  zwią zki  (9.18)  dla funkcji  <pfc(Ę ),  ipCĘ >)  otrzymuje  się  nastę pują cy
ukł ad  sprzę ż onych  równań  cał kowych:

(9.22)  rp.<&)-

Równania  te mają  postać  osobliwych  równań  cał kowych  drugiego  rodzaju,  a  cał ki
w  nich wystę pują ce  należy  rozumieć w sensie  wartoś ci  gł ównych. Jeś li  na brzegu  S
dane  są  przemieszczenia  Wj(C0) =M%0)

  o r a z  przepł yw  ciepła  80/ dn\ę=ę0 —
to  rozwią zania  poszukiwać  bę dziemy  w  postaci

Us(x) = Ms(x),  0(x) =  M(x),  x e F,
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gdzie  funkcje  Ms,  M  są  dane  wzorami  (9.17).  Sprawdzimy  ł atwo,  że  wewną trz
obszaru  V  speł nione  są  równania  (9.21),  a  niewiadome  gę stoś ci  speł niają  ukł ad
równań  osobliwych  cał kowych

(9.23)

gdzie

Analogicznie  zdefiniowana  jest  wielkość  dp(%, Ę0)/ 8nQ.  Zauważ my  wreszcie,  że jeś li
na  £  dane jest  obcią ż enie  pt  =  px  (Ęo)  oraz  strumień  ciepła  S =   S(%0),  to  rozwią-
zania  należy  poszukiwać  przy  uż yciu  potencjał ów  warstwy  pojedynczej  Vs(x),
V(x).  Badanie  istnienia  i  jednoznacznoś ci  otrzymanych  osobliwych  równań  prze-
prowadza  się  w  podobny  sposób,  jak  to  ma  miejsce  w  elastodynamice.  Przedsta-
wione  tu  ukł ady  równań  cał kowych  osobliwych  zawierają  w  sobie  przypadki
szczególne,  odnoszą ce  się  do  teorii  naprę ż eń  cieplnych,  teorii  przewodnictwa
cieplnego  oraz  elastodynamiki.

Równolegle z rozwojem  ogólnej  teorii propagacji  fal  tennosprę ż ystych, harmonicz-
nie  zmieniają cych  się  w czasie,  rozwią zano  szereg  zagadnień  szczegół owych, dopro-
wadzając  je  do  postaci przydatnej  do dyskusji. Przeważ nie są  to zagadnienia  typowe
dla  elastokinetyki  klasycznej,  które  w  ramach  termosprę ż ystoś ci  doznały  rozsze-
rzenia  i  uogólnienia.  Sporo  uwagi  poś wię cono  falom  powierzchniowym.  Zagadnie-
nie  to dyskutowane  było najpierw  w pracy  F. J.  LOCKETTA  [47], a póź niej  w  sposób
szerszy  i  bardziej  wnikliwy  w  pracy  P.  CHADWICKA  i  D. W.  WIN DLE'A  [49].

Przy  wyprowadzeniu  fal  powierzchniowych  w  pł askim  stanie  odkształ cenia
wychodzi  się  z  równań  falowych  (dla  fali  podł uż nej  i  poprzecznej)  oraz  równania
przewodnictwa  cieplnego. Fala posuwa  się  równolegle  do pł aszczyzny  ograniczają cej
pół przestrzeń  i  zanika  wraz  z  gł ę bokoś cią.  Przyjmuje  się, że w  pł aszczyź nie  ograni-
czają cej  pół przestrzeń  zanikają  naprę ż enia  i  temperatura  wzglę dnie  naprę ż enia
i  przepł yw  ciepł a. Z wyznacznika  ukł adu równań wyraż ają cych  jednorodne warunki
brzegowe  otrzymuje  się  równanie  algebraiczne  trzeciego  stopnia  o  zespolonych
współ czynnikach.  Jeden  z  pierwiastków  tego  równania,  speł niają cy  przepisane
nierównoś ci,  daje  prę dkość  fazową  fali  powierzchniowej.  Okazuje  się,  że  fala  po-
wierzchniowa  doznaje  tł umienia  oraz  dyspersji,  prę dkość jej  jest  mniejsza  od  prę d-
koś ci  fali  podł uż nej  i  poprzecznej.

W  podobny  sposób  W.  N OWACKI  i  M .  SOKOŁ OWSKI  [51] zbadali  propagację  fali
harmonicznej  w  warstwie  termosprę ż ystej.  Rozpatrzono  tu  tak  symetryczną  jak
i  antysymetryczną  (fala  gię tna)  postać  fali  i  to  przy  dwu  warunkach  termicznych
na  brzegu:  0 =  0  oraz  0t„  =   0.  Ze wzglę du  na  mał ość parametru  e,  charakteryzu-
ją cego  oś rodek  termosprę ż ysty,  podano  rozwią zanie  przybliż one  równania  prze-
stę pnego  stosując  metodę  perturbacji.
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Propagacją  fal  harmonicznych w nieskoń czonym walcu  koł owym i w  rurze  grubo-
ś ciennej  zajął   się  F. J.  LOCKETT  [50]  podając  przynależ ne  do  tego  zagadnienia
równania  przestę pne.  J.  IGNACZAK  i  W.  NOWACKI  [52]  rozpatrzyli  drgania  wymu-
szone  walca  nieskoń czonego  o  przekroju  prostoką tnym.  Przyczyną  wymuszają cą
drgania  były  tu  ogrzania  powierzchni  walca  oraz  dział anie ź ródeł   ciepł a.  W  pracy
[53]  ci  sami  autorzy  podali  metodę oraz  rozwią zanie  zagadnienia  drgań  wymuszo-
nych  podł uż nych  tarcz  i  drgań  gię tnych  pł yt,  wywoł anych  dział aniem  obcią ż eń
i  ogrzania.  Analogicznym  zagadnieniom poś wię cona jest  praca  P.  CHADWICKA  [54].

Dalszym  zagadnieniem  rozwią zanym,  to  propagacja  fali  pł askiej  termosprę ż ystej
w  nieograniczonym  oś rodku  z  pustką  kulistą  i  walcową  [40].  Chodzi  tu  o  rzecz
nastę pują cą.  Pł aska  fala  wywoł ana  dział aniem pł askiego  ź ródła  ciepła  posuwa  się
w przestrzeni  nieograniczonej  i natrafia  na pustkę  kulistą  lub walcową.  Obmywając
tę  pustkę  pole  temperatury  doznaje  zaburzenia,  w  otoczeniu  pustki  nastę puje
spię trzenie  temperatury  i  naprę ż eń.  Uzyskano  tu  rozwią zanie  czę ś ciowe  w  postaci
zamknię tej  oraz  rozwią zanie  resztkowe,  wyraż ają ce  się  nieskoń czonym  ukł adem
równań  algebraicznych  o  zespolonych  współ czynnikach.

Spora  grupa  rozwią zań  odnosi  się  do  tzw.  zagadnienia  Lamba  elastokinetyki
klasycznej.  Chodzi  tu  o  rozpatrzenie  wpł ywu  obcią ż eń  i  ogrzań  dział ają cych  na
pół przestrzeń  termosprę ż ystą.  Rozwią zano  tu  dwa  typowe  zagadnienia,  miano-
wicie gdy  obcią ż enie  czy  też  ogrzanie jest  osiowo  symetryczne  oraz  gdy  obcią ż enie
i  ogrzanie  wywoł uje  pł aski  stan  odkształ cenia  [43].  Z  tymi  zagadnieniami  spokre-
wnione  są  dalsze,  dotyczą ce dział ania ź ródeł   ciepła  (skupionego  i  liniowego)  w pół-
przestrzeni  sprę ż ystej  [41].  Jednak  rozwią zania  tej  grupy  mają  jedynie  charakter
formalny—dotąd  nie  udało  się  uzyskać  nawet  rozwią zań  przybliż onych,  przy-
datnych  do  dyskusji.

10.  Zagadnienia  aperiodyczne  termosprę ż ystoś ci

Wymieniona  tu dziedzina badań jest  najmniej  rozwinię tym  dział em termosprę ż ys-
toś ci.  Spowodowane  to  jest  wielkimi  trudnoś ciami  matematycznymi  rozwią zania.

Przy  rozwią zywaniu  zagadnień  aperiodycznych  termosprę ż ystoś ci  stosowane  są
na  ogół   trzy  drogi.  Pierwsza  polega  na  wyeliminowaniu  z  równań  róż niczkowych
termosprę ż ystoś ci'

czasu  t  przez  wykonanie  na  tych  równaniach  transformacji  Laplace'a  wzglę dnie
transformacji  Fouriera  wzglę dem  czasu  t.  Pierwsza  z  wymienionych  transformacji
jest  najczę ś ciej  stosowaną  ze wzglę du  na  obszerny  zbiór  transformacji  odwrotnych.
Dokonując  zatem  na  (10.1)  transformacji  Laplace'a,  okreś lonej  zwią zkiem

£ ( « „   0)  =   ( « „   0)  =  J  (ui,  6)e- »'dt,  p > 0
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i  zakł adając  jednorodność  warunków  począ tkowych  uzyskamy  z  (10.1)  nastę pują ce
przetransformowane  równania:

(10.2)

Tutaj  nieznane  funkcje  ut,  6 są   funkcjami  poł oż enia x  i parametru  transformacji/ ;.
Rozwią zanie  równań  (10.2)  nie  nastrę cza  dla  wielu  zadań  szczególnych,  wię kszych
trudnoś ci;  są   one  tego  samego  rzę du  jak  w  zagadnieniach  drgań  harmonicznie
zmiennych w  czasie.  Istotna trudność  leży  tu w  wykonaniu  odwrotnej  transformacji
Laplace'a  na  uzyskanych  rozwią zaniach  tii(x,p),  9(x,p).

Druga  droga  rozwią zania  polega  na  wykonaniu  na  równaniach  (10.1)  potrójnej
transformacji  cał kowej  Fouriera wzglę dem  zmiennych xt.  W  ten sposób  doprowadza
się   równania  (10.1)  do  ukł adu  równań  róż niczkowych  zwyczajnych,  w  których
czas  wystę puje  jako  zmienna  niezależ na.  Po  rozwią zaniu  tego  równania  wykonuje
się   odwrotną   potrójną   transformację   Fouriera  [56].

Trzecia  droga  chę tnie  stosowana  dla  przestrzeni  i  pólprzestrzeni  termosprę ż ystej
polega  na  stosowaniu  poczwórnej  transformacji  Fouriera.  Układ  równań  (10.1)
sprowadza  się   do  ukł adu  czterech  równań  algebraicznych  dla  transformat  u,  6.
Poczwórna  transformacja  odwrotna  prowadzi  tu  do  ostatecznego  wyniku  [65  i 66].

Każ da  z  tych  dróg  zwią zana  jest z  duż ymi  trudnoś ciami matematycznymi; są   one
tak  wielkie,  że  dotąd  nie  uzyskano  ż adnego  rozwią zania  w  postaci  zamknię tej.

Rozpatrzmy  nieco  szczegółowiej  równania  falowe  (3.9)  i  (3.11)  wywodzą ce  się
z  równań  (10.1).  Jeś li  stosować  pierwszą   drogę   postę powania  i  na  równaniach
falowych  wykonać  transformację   Laplace'a  przy  założ eniu jednorodnych  warunków
brzegowych,  to  otrzymamy  ukł ad  równań

i
(10.3)  ( )

j  l | 4 } ,  s =   Vmx,  i =   1 , 2 , 3.
m

Równanie  fali  podł uż nej  przy  Q  — 0,  d•  =   0  przedstawić  moż emy  w  postaci

(10.4)  ( V 2 - ai

2) ( V 2 - A|)0  = O,

gdzie  X1,  A2  są   pierwiastkami  równania  bikwadratowego:

Ponieważ  pierwiastki  tego  równania
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wyraż ają   się  w  sposób  nader  złoż ony  jako  funkcje  parametru p,  to  widocznym  się
staje,  że  wykonanie  odwrotnej  transformacji  Laplace'a  na  funkcjach  0,  ^natrafia
na  wielkie trudnoś ci. Z koniecznoś ci zwrócić się   trzeba do rozwią zań  przybliż onych.
N a  ogół   stosuje  się   dwie  drogi  przybliż onego  rozwią zania.  Pierwsza  polega  na
wykorzystaniu  faktu,  że wielkość  e =   rjma jest mała (s  <  1) i że moż na ją   traktować
jako  mały parametr  [36]. Przedstawiając  zatem funkcje  0  i  0 szeregiem  potę gowym
wzglę dem  e:

(10.5)  0  =   0o+ s<Z>1+ e202+  ...,  0 =  0o+ e01- b6»08+   - ,

doprowadzimy  równanie  (10.3)  do  układu  równań

(10.6)

gdzie

<D1=   V2—-

Dla  temperatury  O otrzymamy

(10.7)  6 =  Ą fi

Przy  stosowaniu  metody  perturbacji  wystarczy  dla  celów  praktycznych  ograni-
czyć  się   do  dwu  członów szeregu  (10.5).

Zauważ my jeszcze,  że funkcje  0O,  60  odnoszą   się   do zagadnienia  niesprzę ż onego.
Inny  wariant  metody  perturbacyjnej  polega  na  rozwią zaniu  równań  (10.3),

a nastę pnie na rozwinię ciu  funkcji  zawierają cych  wielkoś ci  kx{e,  p),  / c2(e, p)  w szereg
potę gowy  wzglę dem  parametru  e.  Wariant  ten  z  powodzeniem  został   zastosowany
przez  R. B.  HETNARSKIEGO  [55 i  61]  przy  rozwią zywaniu  szeregu  zagadnień  odno-
szą cych  się   do  przestrzeni  i  półprzestrzeni  termosprę ż ystej.

Druga  droga  rozwią zania  przybliż onego  polega  na  okreś leniu  funkcji  0,  6  dla
małych  czasów.  Rozwią zania  tego  typu  są   bardzo  uż yteczne,  gdyż  istotna  róż nica
mię dzy zagadnieniem dynamicznym i quasi- statycznym  istnieje  dla małych czasów  t.
Ze  wzrostem  czasu  róż nica  ta  zanika.

W  myśl  twierdzenia  ABELA

małym  czasom  odpowiadają   wielkie  wartoś ci  parametru p  w  transformatach  La-
place'a.  Należy  zatem  w  rozwią zaniach  równań  (10.2)  czy  też  równań  (10.3)  roz-
winą ć  wyraż enie  zawierają ce  wielkoś ci  ki(e,p),  ks(e,p)  według  potęg  l/ p,  zatrzy-
mują c kilka członów tego rozwinię cia. Wykonanie odwrotnej transformacji  Laplace'a
daje  ostatecznie  przybliż one  rozwią zanie  zadania.
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Prace  dotyczą ce  propagacji  fal  aperiodycznych  są   nieliczne  i  odnoszą   się   do
ukł adów  najprostszych,  do  przestrzeni  i  pólprzestrzeni  sprę ż ystej.  I   tak  zagadnie-
niem  dział ania  chwilowego  i  cią głego  skupionego  ź ródła  ciepła  w  nieograniczonej
przestrzeni  termosprę ż ystej  zajął   się   R. B.  HETNARSKI  [55  i  61]  stosując  tak metodę
perturbacji,  jak  i  mał ych czasów.  Zagadnienie  dział ania chwilowej  i  skupionej  siły
działają cej  w  przestrzeni  rozpatrzone było przez  E.  SOÓSA  [17]. Wpływem  warunków
począ tkowych  na  propagację   fal  termosprę ż ystych  w  przestrzeni  nieograniczonej
zają ł   się   W.  NOWACKI  [57].

Z  przedstawionymi  tu  zagadnieniami  spokrewnione  jest  zagadnienie  wyznaczenia
pola odkształ cenia i temperatury wokół  pustki kulistej  w przestrzeni nieograniczonej.
Zagadnienie nagł ego  obcią ż enia  brzegu  ciała  z  pustką   było przedmiotem dwu prac.
W  pierwszej  M.  LESSEN  [58]  stosuje  metodę   perturbacji,  w  drugiej  P.  CHADWICK
[36]  przedstawia  zastosowanie  metody  asymptotycznej  dla  małych  czasów.

Zagadnieniem  nagłego  ogrzania  brzegu  ciała  z pustką   kulistą   zajął   się   G. A.  N A-
RIBOLI  [59]  stosując  metodę   perturbacji.  Z  uzyskanych  rozwią zań  przybliż onych
wynika,  że  fale  termo sprę ż yste  doznają   dyspersji  i  tł umienia.  Wpływ  sprzę ż enia
pola  odkształ cenia  i  temperatury  jest  nieznaczny.  Rozwią zania  iloś ciowo  niewiele
odbiegają   od  rozwią zań  otrzymanych  w  ramach  teorii  naprę ż eń  cieplnych.

Drugim  waż nym  problemem,  któremu  poś wię cono  kilka  prac,  to  propagacja
fali  płaskiej  w  pół przestrzeni  termosprę ż ystej,  wywołana  nagłym  ogrzaniem płasz-
czyzny  ograniczają cej  pół przestrzeń.  Chodzi  tu  o  uogólnienie  znanego  z  teorii
naprę ż eń  cieplnych  «zagadnienia  Danił owskiej».  Problem  ten  podjął   R. B.  H ET-
NARSKI  [60  i  61] przy  uż yciu  metody  perturbacyjnej  oraz przy  wykorzystaniu  twier-
dzenia  Abela  dla  mał ych czasów.  Ten  sam  problem  podję li  B. A.  BOLEY  i  I . S. To-
LIN S  [62]  oraz  R.  M U K I  i  S.  BREUER  [63]. Dział anie ogrzania  punktowego  półprze-
strzeni  termosprę ż ystej  było  przedmiotem  pracy  G.  PARU  [64],

Propagacji  fali  podł uż nej  w  pół przestrzeni  sprę ż ystej  i  w  prę cie  nieskoń czonym
i  pół nieskoń czonym poś wię cone były prace I. N .  SNEDDONA [37] oraz J.  IGNACZAKA
[56].  W  tej  ostatniej  pracy  zastosowano  najpierw  transformację   Fouriera wzglę dem
zmiennej  miejsca  i  dalej  rozwią zano  równanie  róż niczkowe  zwyczajne  trzeciego
rzę du  wzglę dem  czasu.  Rozwią zanie  tego  równania  oraz  wykonanie  odwrotnej
transformacji  Fouriera  doprowadziło  do  ostatecznego  wyniku.

N a  zakoń czenie  tego  przeglą du  przedstawić  należy  dalsze  kierunki  rozwojowe
termosprę ż ystoś ci.

Wydaje  się ,  że  moż na  oczekiwać  uzyskania  dalszych  ogólnych  twierdzeń,  stano-
wią cych  uogólnienie  znanych  twierdzeń  z  elastodynamiki.  Chodzi  tu  o uogólnienie
twierdzeń  KIRCHHOFFA, WEBERA  i VOLTERRY.  Czyni się  również próby  [72] uzyskania
dalszych,  obszerniejszych  twierdzeń  wariacyjnych.  Dalsze  badania  pójdą   również
w  kierunku  uwolnienia  się   od  ograniczenia  małych odkształ ceń, a wię c w  kierunku
rozwijania  nieliniowej  geometrycznie  termosprę ż ystoś ci.  Innym  kierunkiem —  to
odstą pienie  od  ograniczenia  \0/ To\   <4 1,  a  wię c  badania  ciał   o  podwyż szonych
temperaturach,  gdy  współ czynniki  termiczne  i  mechaniczne są   funkcjami  tempera-
tury.  Ostatnio  zapoczą tkowane  zostały  badania  w  dziedzinie  powią zania  pola
odkształ cenia,  temperatury  oraz  pola  elektrycznego  w  piezoelektrykach  [73,  74
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i  75].  Interesują cym  jest  również  zapoczą tkowany  kierunek  magneto- termosprę ż y-

stoś ci  [76- 81].  Chodzi  tu  o  badanie pola  odkształ cenia, pola  temperatury  oraz  pola

elektrodynamicznego  w  przewodnikach  elektrycznych  w  obecnoś ci  silnego,  pier-

wotnego  pola  magnetycznego.
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P  e 3  io M e

BOIIPOCBI   TEPM OyiTPyrOCTH

pa3BHTHio
n o c ne  o6cy>i<fleHHH  TepMOflHHaMH<reci<HX  OCHOB  Teopnn  BbiBOflnTca:  ocHOBHbie  cooTiionieHiiJi
H flH(j5cbepeHi(HaiibHwe ypaBi- ieHHJi  TepMoynpyrocTH  H AaiOTca  rnaBirwe  MeTOflw  HX peineriM.
OcHOBHoe coflep>KaHHe  flajibHeiniiHX paccy>KfleHHH  coeraBJiHioT  oSmne  sneprerniiecKHe  H Bapna-

TeopeiMbij  TeopeMM  o  B3aHMH0CTH, a  TaioKe  BbiTeKaiomne  H3 HHX MeTOflBi  HHTerpH-
ypaBHeHHii  TepMoynpyrocTH.  B  saKJiKraeime  npeflCTaBneH  Bonpoc  o pacnpocTpaneHHii

H  anepHOflHMecKHX  BOJIK  H  o6cy>KflaioTca  nojiyieHHbie  B  STOH

S u m m a ry

DYNAMICA L  PROBLEMS  OF THERMOELASTICITY

The  paper  is  devoted  to  the  development  of  the  coupled  thermoelasticity  during  the  last  ten
years.  After  discussing  the  thermodynamical  fundamentals  of  the  theory,  basic  relations  and  the
differential  equations  of  thermoelasticity  have  been  derived,  also  the  main  methods  of  solution.
The  central point  of  the further  discussion  consists  in  general  theorems:  energy  theorems, varia-
tional principles, reciprocity  theorems and consequently  the method of  integration of  the equations
of  thermoelasticity.  Finally,  the problem  of  the  propagation  of  the monochromatic and  aperiodic
waves has  been presented  and  the main particular  achievements  in this field have  been  discussed.

ZAKŁAD  MECHANIKI  OŚ RODKÓW  CIĄ GŁYCH
INSTYTUTU PODSTAWOWYCH  PROBLEMOW_TECHNIKI  PAN

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 12  lipca 1965  r.

4 Mechanika teoretyczna


