
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA
.  3, 4 (1966)

WYBRANE  ZAGADNIENIA TEORII  PŁYT  REISSNERA I TEORII  PŁYT  TRÓJWARSTWOWYCH

RYSZARD  G A N O W I C Z  (POZNAŃ)

1. Wstęp

Problem  pł yt  grubych,  postawiony  w  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  [1  i  2], nie został
do  chwili  obecnej  rozwią zany  w  sposób  zadowalają cy.  Wynika  to ze złoż onoś ci problemu,
w  którym  wymagane  jest  spełnienie warunków  brzegowych  zarówno  na  powierzchniach
górnej  i  dolnej  jak  i  bocznych.  Jako  pewne  uproszczenie  dopuszcza  się   w  teorii  pł yt
grubych  spełnienie warunków  brzegowych  na  powierzchniach  bocznych w  sensie  ś rednim,
to  znaczy,  ż ą da  się   spełnienia ich  na krzywej  ograniczają cej  pł ytę  dla  wielkoś ci  wypadko-
wych.  Uproszczenie  to,  opierają ce  się   na  zasadzie  Saint- Venanta,  pozwoliło  na  rozwią -
zanie  tylko  niewielu  przypadków  [2],

Najdalsze  uproszczenia  wprowadza  tak  zwana  klasyczna  teoria  płyt  cienkich  ogólnie
biorą c  anizotropowych.  Teoria  ta  jest  rozbudowana  niezwykle  szeroko  i  dla  wielu  tech-
nicznie  waż nych  przypadków  daje  dobre,  w  porównaniu  z  doś wiadczeniem,  przybliż enie.
M a  ona jednak  szereg  niedostatków  mię dzy  innymi  dlatego,  że nie  uwzglę dnia  się   w  niej
odkształ ceń  wywołanych  sił ami  poprzecznymi.  N iedokł adność tę   wielu  autorów  starało
się   usunąć  na  przestrzeni  ostatnich  lat  dwudziestu.  Powodem  tych  starań  są   potrzeby
wynikają ce  z  praktyki  inż ynierskiej,  mianowicie  w  coraz  wię kszym  stopniu  wprowadza
się   do  konstrukcji  elementy  pł ytowe,  powł okowe  i  belkowe  z  tworzyw  sztucznych  jak
i  elementy o projektowanej  niejednorodnej  strukturze  wewnę trznej.  Należą   tutaj  elementy
wielowarstwowe,  które  projektuje  się   w  ten  sposób,  że  pewnym  warstwom  przypisuje
się   okreś lony  charakter  pracy.  N a  przykł ad  pewne  warstwy  przenoszą,  ogólnie  biorą c,
naprę ż enia  normalne,  a  inne:,  zgodnie  z  ich  cechami  wytrzymałoś ciowymi,  naprę ż enia
styczne.  Konstrukcje  takie,  powszechnie  uż ywane  w  lotnictwie,  coraz  czę ś ciej  pojawiają
się   w  budownictwie  lą dowym,  pomijanie  wię c  odkształ ceń  wywołanych  siłami  poprzecz-
nymi  w  warstwie,  gdzie  wystę pują   tylko  te  siły, jest  niemoż liwe  do  przyję cia.

Teoria  pł yt  cienkich  nie  zdaje  też  egzaminu  w  analizie  stanu  naprę ż enia  pł yt jedno-
rodnych  o  wymiarach  spotykanych  w  konstrukcjach  stropów  grzybkowych  czy  pł yt  fun-
damentowych,  dlatego  też  ukazało  się   dużo  prac  dotyczą cych  pł yt  grubych  na podł ożu
sprę ż ystym,  np. prace  [3 i 4].

Doś wiadczenia  wykazują,  że  w  przypadkach  omówionych  wyż ej,  analiza  stanu  na-
prę ż enia,  przeprowadzona  w  oparciu  o  teorię   pł yt  cienkich,  daje  obraz  fałszywy.

W  zwią zku  z  powyż szym  szereg  autorów  [5- 10]  wprowadziło  pewne  modele  pł yt,
AV  których  uwzglę dnia  się   odkształ cenia  postaciowe.  Zamierzeniem  tych  autorów  było
podanie  teorii  opisują cej  zjawisko  zginania  pł yt  przy  uwzglę dnieniu  odkształ ceń  wywo-
ł anych  sił ami poprzecznymi, przy  czym powinna to być  teoria  moż liwa  do  wykorzystania
praktycznego.  W  pierwszym  rzę dzie  wymienić  należy  tutaj  prace  E.  REISSNERA  [5], który:
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a)  zakłada, że naprę ż enia normalne ax,  oy  oraz  styczne  rxy  mają   rozkł ad  prostoliniowy
wzdłuż gruboś ci  płyty, a  styczne  rxz,  xyz  mają   przebieg  paraboliczny,

b)  wprowadza  ś rednie  wartoś ci  odkształceń,  które  oblicza  z  porównania  pracy  wy-
padkowych  sił   na  ś rednich  (sprowadzonych)  przemieszczeniach  z  pracą   odpowiednich
naprę ż eń na rzeczywistych  przemieszczeniach,

c)  uwzglę dnia  naprę ż enia  normalne  ffz  prostopadłe  do  powierzchni  ś rodkowej  pł yty.
W  teorii  tej  otrzymuje  się   nastę pują ce  zwią zki  mię dzy  przemieszczeniami  sprowadzo-

nymi  i rzeczywistymi  [11]:

=   - sr  I  w  1 — ( ~  I  dz  sprowadzone  ugię cie,
2h  J  L  \  n  I  J

to2  =  - r-  I   w - r~ dz  sprowadzony  ką t  obrotu wzglę dem  osi  x,
ii   j  tt

h

©3 =   - j—  v —r- dz  sprowadzony  ką t  obrotu wzglę dem  osi  y.
Iv-   J  h

Sprowadzone  ką ty  obrotu" pokazano  schematycznie  na  rys.  1.  W  przypadku  gdy  a>2 —
=  — doixldx, naprę ż enia  styczne  wynoszą   zero.

Rys.  1

Dalszą   grupę   prac stanowią   te, w  których  zakłada się ,  że pł yta  zbudowana  jest  z ma-
teriału  poprzecznie  izotropowego,  przy  czym  w  kierunku  prostopadł ym  do  powierzchni
ś rodkowej  pł yta  jest  nieś ciś liwa.  Należy  tu  wymienić  prace  A.  KROMMA  [6].  Poza  tym
J. L.  BOAL  i  E.  REISSNER  [7] zajmowali  się   także  takim  modelem płyty, rozważ ając  jednak
warunki  brzegowe  na krzywej  ograniczają cej  nie  tylko  w  sensie  ś rednim  i  dlatego  nazwali
ten problem «dwu i pół   wymiarowym».

Indywidualne  podejś cie  do  zagadnienia  pł yt  grubych  wykazali  W. Z.  WŁASOW

i  N. N.  LEONTIEW  [3]. Wprowadzili  oni  tzw.  teorię  bimomentową, której  pierwszym  przy-
bliż eniem  jest  teoria  pł yt  cienkich.

Szeroką   klasę  pł yt, w  których uwzglę dnia  się   odkształ cenia wywołane  siłami poprzecz-
nymi,  stanowią   płyty  trójwarstwowe.  Teoria  tych  pł yt  rozwija  się   w  chwili  obecnej  nie-
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zwykle  szeroko.  W  teoriach  tych  pł yt najczę ś ciej  zakł ada  się ,  że  warstwy  skrajne  są   sy-
metryczne  i  spełniają   zał oż enia  teorii  pł yt  cienkich, natomiast  warstwa  ś rodkowa,  stałej
gruboś ci,  jest  nieś ciś liwa  i  pracuje  jedynie  na  odkształ cenia  postaciowe.  Podstawowe
równania  takich  pł yt  moż na  znaleźć  w  pracach  N. J.  HOFFA  [12],  ALEKSANDROWA  [13]
oraz  C.  LiBOVE'a  i  S. B.  BATDORFA  [14].  Opierając  się   na  tych modelach wielu  autorów
uzyskało konkretne rozwią zania  [15 i 16].

Najbardziej  technicznie  uzasadniony  jest  trochę   uproszczony  model  płyty  trójwar-
stwowej,  mianowicie  taki,  w  którym  zakł ada  się ,  że  warstwy  skrajne  przenoszą   jedynie
naprę ż enia  normalne  i  styczne  poziome  stałe na  gruboś ci  warstwy  (brak  sztywnoś ci  na
zginanie warstw  skrajnych),  a warstwa  ś rodkowa  pracuje jedynie  na naprę ż enia styczne  riz.
N a  rysunku  2  pokazano  schematycznie  rozkł ad naprę ż eń oraz  odkształ cenia takiej  pł yty.
Jak  widać  z  tego  rysunku,  rozkł ad naprę ż eń  omawianej  płyty  trójwarstwowej  przypomi-
na  belkę   dwuteową.  Co  ciekawsze,  tak  zdefiniowany  model  płyty  trójwarstwowej  jest
szczególnym  przypadkiem  pł yty  reissnerowskiej  ze  wzglę du  na  pewną   analogię   odpo-
wiednich zależ noś ci.  Wykaż emy  to w pracy.

(Pz- 0

•   \<Pz

Rys.  2

Praca  niniejsza  poś wię cona  jest  wyprowadzeniu  podstawowych  rozwią zań  dla  płyt
reissnerowskich  i  dzię ki  prostej  analogii  dla pł yt trójwarstwowych  o warstwach  skrajnych
bez  sztywnoś ci  na  zginanie.  Twierdzenie  E.  BETTIEGO  O wzajemnoś ci  prac  i  rozwią zania
podstawowe,  wyprowadzone  w niniejszej  pracy,  nie są   znane  (według  rozeznania autora)
w  literaturze omawianych  pł yt.

Jak  wiadomo,  twierdzenie  E.  Bettiego  i  rozwią zania  podstawowe  osobliwe  znajdują
zastosowanie  przy  konstruowaniu  rozwią zań  wielu  problemów  brzegowych  teorii sprę ż y-
stoś ci  oraz  teorii pł yt cienkich.

Celem  podania  analogicznych  zależ noś ci  dla  pł yt  reissnerowskich  i  dla  pł yt  trójwar-
stwowych  jest  wykazanie,  że  także  w  teorii  tych pł yt wiele problemów  brzegowych  moż na
rozwią zać  w  oparciu  o  twierdzenie  o  wzajemnoś ci  przemieszczeń  i  podstawowe  rozwią -
zania  osobliwe. W  ten sposób  teoria omawianych  pł yt pomimo bardziej  złoż onego modelu
może być bliż sza  zagadnieniom technicznym ze wzglę du  na  wspólny  z  teorią   pł yt cienkich
sposób  rozwią zywania  problemów  brzegowych.

Punkt  2  podaje  podstawowe  zależ noś ci  bez  specjalnego  uzasadnienia  ze  wzglę du
na  moż liwość  znalezienia  ich  w  literaturze. W  punkcie  3 podano  wywód  podstawowej
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dla  cał ej pracy  zasady  E. Bettiego.  Natomiast  omówienie  problemów  poruszanych  w dal-
szym  cią gu  pracy  podano  w  punkcie  5.

2. Równania  podstawowe

Poniż ej  podamy  zasadnicze  zwią zki  dotyczą ce  zarówno  pł yt  reissnerowskich  jak
i  pł yt  trójwarstwowych  speł niają cych  zał oż enia  podane  w  p.  1.  Równania  równowagi
podamy w  róż nych postaciach, które mogą  być przydatne  do  uzyskania  konkretnych  roz-
wią zań.

Punktem  wyjś ciowym  otrzymania  równań  równowagi  bę dą  zależ noś ci  mię dzy  sił ami
Wewnę trznymi  i omówionymi  w  punkcie  poprzednim  przemieszczeniami  sprowadzonymi.
Dla  pł yt  reissnerowskich  otrzymujemy  [11]:  «,

5h

(2.1)  „,  =  »[—. +  ,—  +  - - —  .^.

gdzie:

E,G,v  —  stałe materiał owe.
12(1 — v2)

W  dalszym  cią gu  pracy  zajmiemy  się  pł ytami  reissnerowskimi  poddanymi  dział aniu
obcią ż enia  normalnego  p(x,y)  ofaż  momentów  rozł oż onych  XM(x,  y)  i  YM(x,y).  D la
wycię tego  z  takiej  pł yty  elementu  (rys.  3)  otrzymamy  nastę pują ce  równania  równowagi:

Smx  dmx _

isrir  •
(2.2)  8jt+ dw

ox  ay

Wstawiając  zwią zki  (2.1)  do  (2.2)  otrzymamy  nastę pują cy  ukł ad  równań  ze  wzglę du
na niewiadome  wi,  co2,  C03:

3o)2  80)3  6p
8x  8y

- ««  „\   jî i  i f t - 9 - l'  - " IO  - 1 3 7 ^ ąy  =  25£(1 - tO  5x  +  5AG   M

3coi  /z  l + v  32co2  !  L  / J2  i92  A2  52  6^(1 ^ ł 1) / ;  5/?  6
by  10  l - vd xd j;  '  [  5(1 ~v)  dy2  10  & 2 J  25EQ.- V)  by  ShG'

Powyż szy  ukł ad  równań  może  być  podstawą  otrzymania  rozwią zań  dla  konkretnych
zadań  przy  speł nieniu  odpowiednich  warunków  brzegowych.
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Ukł ad  równań  (2.3.)  moż emy  także  sprowadzić  do  trzech  oddzielnych  równań  na
trzy  funkcje  przemieszczeń.  W  tym  celu  należy  posłuż yć  się   znanym  postę powaniem
HILBERTA.  Ze wzglę du  na  wielokrotne  uż ywanie  tego  sposobu  w  literaturze  [15,  17,  18]
podamy  poniż ej  jedynie  koń cowe  rezultaty  w  postaci  nastę pują cych  trzech  równań:

(2.4)
10

*
10

L
Z)

5Eh  oy  D

Rys.  3

N atom iast  przemieszczen ia  sprowadzone  «;( f  =  1, 2, 3)  wyznaczyć  moż emy  z  nastę-
pują cych  zwią zków:

(Ml

W2 =  — ^ - U  —77T

\ - v  5 io io

ł o i- "

(2.5)

10
I,

dxdy \  '  10  l- v

.
10

Ukł ad  równań  (2.4)  wraz  ze  zwią zkami  (2.5)  równoważ ny  jest  ukł adowi  równań  (2.3).
Sposób  wykorzystania  ukł adu  równań  (2.4)  zostanie  pokazany  w  dalszym  cią gu  pracy.

Zanalizujemy  teraz  przypadek  jednorodnych  równań  ukł adu  (2.4)

(2.6) F ;  =  0,  i =   1, 2,3.
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Rozwią zanie  takich  równań  moż emy  przedstawić  w postaci  sumy [19]

(2.7)  Ft^

gdzie

Łatwo  się  przekonać,  że dla funkcji  Hi mamy  u>\  =  u>% = m  — 0  ze wzglę du na

powtarzanie  się  zależ noś ci  I I  — - ^  W2\Fi W zwią zkach  (2.5).  Ponadto ze wzglę du na  to,

że mamy do  czynienia z zagadnieniem szóstego  rzę du, rozwią zanie  moż emy  skonstruować
tylko  za pomocą  jednej  funkcji  biharmonicznej i jednej Ht. Stąd po wykonaniu przekształ-
ceń  otrzymamy  dla przypadku  (2.6)  nastę pują cą   reprezentację   niewiadomych (por.
[15 i 20]):

8B  ,  8H
W2= :- te+ly- '

_SB__SH_

Pozostaje  jeszcze  w przypadku  powyż szym  problem  rozwią zań  szczególnych  ukł adu
równań  niejednorodnych,  który  należy  rozpatrzeć w rozwią zaniach  szczegółowych.

W  przypadku  pł yt  trójwarstwowych,  spełniają cych  zał oż enia  podane  w  punkcie
pierwszym,  otrzymuje  się  zależ noś ci  zbliż one  do podanych  powyż ej  dla  pł yt  reissnerow-
skich.  Poniż ej  podamy  te zwią zki  powołując  się  na  wcześ niejszą   pracę   autora  [21].

Zwią zki  mię dzy  siłami  wewnę trznymi  i  przemieszczeniami  cpi, <p2,cpi  są   nastę pują ce:

* - »• * ("+*) •

"»-

• "*>  ' 2  \3y  '  8

gdzie E, vi  oznaczają   stałe  materiałowe  warstw  skrajnych,  a  Gs =  Gxz =  Gyx  moduł

odkształ cenia postaciowego  warstwy  ś rodkowej.

Postę pując  podobnie  jak poprzednio,  otrzymujemy  nastę pują ce  przemieszczeniowe

równania  równowagi:

2Gsh  '

uo)  .rp+ M-   v

2  l- vi3xdy~2Gllhi'

8y  2  l- vi  dxdy+\   \ - vx  8yi  2 dx*)^  2Gshi'
gdzie  r\   =   Edhi/ Gs(l+v{).
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Po  sprowadzeniu  powyż szego  ukł adu  równań  do  równań  na  funkcje  przemieszczeń
otrzymujemy:

(2.11)

Z  porównania  wyprowadzonych  zwią zków  dla  pł yt  Reissnera  z  podanymi  powyż ej
dla  pł yt  trójwarstwowych  widać,  że  te  ostatnie  łatwo  otrzymać z  pierwszych  zastę pując

h2

(2.12)  f " * ' ? '  • D - *A.  - FW- Tf,  o>i- *ę t

oraz  pomijając  bezpoś redni  wpływ  obcią ż enia  p  na  momenty  zginają ce,  a  także  wpływ
3/V&r i Spjdy  w  równaniach  (2.3) i  (2.4).

N a  podstawie  tych  krótkich  rozważ ań  widzimy,  że  płyty  trójwarstwowe,  spełniają ce
założ enia  podane  w  punkcie  pierwszym,  są   szczególnym  przypadkiem  płyt  reissnerow-
skich.  D latego  w  dalszym  cią gu  pracy  bę dziemy  zajmowali  się   tymi  ostatnimi  podając
ewentualnie  rozwią zania  dla  płyt  trójwarstwowych  bez  dodatkowego  ich  uzasadnienia.

Omówienie  warunków  brzegowych  zagadnienia  zostanie  przeprowadzone  w  punkcie
czwartym.

3.  Twierdzenie E.  Bettiego o  wzajemnoś ci  prac

W  punkcie  niniejszym  zajmiemy  się   wyprowadzeniem  twierdzenia  E.  Bettiego  dla
pł yt  reissnerowskich.  Omawiane  twierdzenie  nie  jest  znane  w  literaturze  przedmiotu.
Twierdzenie  to  leży  u  podstaw  znanej  metody  punktów  osobliwych  («Singularitatenme-
thode»), którą   zresztą  do teorii sprę ż ystoś ci  pierwszy  wprowadził  E. BETTI   [1]. Zastosowanie
tego  twierdzenia w teorii sprę ż ystoś ci  i mechanice budowli jest niezwykle  szerokie. Pozwala
ono  na  skonstruowanie  szeregu  rozwią zań  problemów  brzegowych  teorii  sprę ż ystoś ci.
W  pracy  niniejszej  wykorzystamy  to  twierdzenie  do skonstruowania  rozwią zania  dla  dość
ogólnego  problemu  brzegowego  pł yt  Reissnera  a  także  płyt  trójwarstwowych.

Twierdzenie  E.  Bettiego  dla  omawianych  pł yt  spełnia  podobną   rolę   co  znany  wzór
Greena

(3.1)

w  teorii  funkcji  harmonicznych,  czy  też  wzór  [22]

(3.2)  G  f  \  f  u-1 V*v+  —L- graddiw) — vI   V2u+  r - 4r  graddivu)  dr =
J  J  J  I   \   1— 2v  I   \   1— 2v  I]

=  _  f  f[ u- F(w)- v- F(«)
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w  teorii  równań  przemieszczeniowych  teorii  sprę ż ystoś ci

(3.3)  A ^

Twierdzenie E. Bettiego wyprowadzimy  w sposób podobny, jak  to uczynili S. BERGMAN
i  M.  SCHIFFER [22] dla  otrzymania wzoru  (3.2).

Wprowadź my  do rozważ ań  wyraż enie  na energię   sprę ż ystą   nagromadzoną  w elemencie
zginanej pł yty  , },

( 3  4 )  d V =   2 f t > 3  '  ~  2  '  S  '  ~  [l   Sa)  > -   '- •   •   ScOi

Jeż eli  wykorzystamy  zwią zki  mię dzy  siłami  wewnę trznymi  i  przemieszczeniami  sprowa-
dzonymi  t»i  (2.1), to  otrzymamy  na  energię   sprę ż ystą, nagromadzoną   w  płycie rozpatry-
wanej  wyraż enie  nastę pują ce:

1 — v(8mi\2  ,  5(1 —f) [  ,  , „   dcoi
T"'

8^  (da>iY\

2  \   ax

Wprowadź my  teraz do  dalszych  rozważ ań  pewien  funkcjonał   zależ ny  od  dwóch  grup
funkcji  co,-  i ipi

,  ,  D  r  f  / 5(1  — v)\da>i dfi  da)!  8fi  Bipi  8y>\ .~\
1  T}  2  J  J  [  h2  I   8x  dx  dy  8y  Sx  8y  \

B

,  5(l—v)8coi  ,  5(1—v)  ,  3ft)2  <9w2  ,  1 — v  3a>2  3«2  ,  1 — v  80)3  8w2

A2  5x  /r2  r  3x  ox  2  8y  Sy  2  8x  dy

8co2  8v)i  \ — v3co2  dm  ,  5(1—  v)

l — vd(o3  8f3  80)3 8y>3  6v(l  +  v)  8ipz  6v(l  +  v)  8y>3\ ,  ,
H  2  8xl)x~  +  ~dy~~8j+  5Eh  P~8x+  5Eh  P~8y\  Y

Zwią zek  mię dzy  podanym  wyż ej  funkcjonałem  i  pierwszą   wariacją   energii  sprę ż ystej,
zostanie  omówiony  w  punkcie  czwartym,  na  razie  zauważ ymy,  że  funkcjonał   ten zwią -
zany  jest  z  wyraż eniem  na  energię   sprę ż ystą   (3.5)  nastę pują co:

(3.7)  V=e{w,co}.

Założ ymy, że funkcje  cou ipt są  cią głe wraz z pochodnymi do drugiego  rzę du w pewnym
płaskim obszarze  B oraz cią głe wraz  z pochodnymi pierwszego  rzę du na brzegu  C  (rys. 4).
Natomiast  o  funkcji  p{x,y)  założ ymy,  że  jest  ona  cią gła  wraz  z  pochodną   pierwszego'
rzę du  w  B  i  cią gła  na  brzegu  C.
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Zastosujemy  teraz  do wyraż enia  (3.6) przekształ cenie  Greena. Przykł adowo  zastosu-
jemy  to przekształ cenie do cał ek:

8wi  ,  .  CC 82o}\
- - ^—dxdy =  — I  —
ox  J J  8x2

B  B

(3.8)

p- £- dxdy  =  —  -

f   fJ J
n

Rys.  4

Jak  widać z powyż szego,  dą ż ymy  do takiego  przekształ cenia  funkcjonału  (3.6), aż eby
uzyskać  w  wyraż eniach  podcał kowych  funkcje  ipt bez  wystę powania  ich pochodnych.
Okazuje  się  to  moż liwe  do  przeprowadzenia  dla  cał ego  wyraż enia  (3.6).  Wten  sposób
otrzymujemy

(3.9)  *{«, , } =   - ^ ^

D  5(1  - v)

10

"25E(l

^)A  dp)

- v)  dx] yiidxdy- \ -
D  5(1 - y)

10  l- v

h2  l + v

52

10

T " ^ 2  J  l l W 2 + - ^

D_
2

Y l
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Przedstawimy  teraz  funkcje  co2, co3  oraz  ^2,^3  na  brzegu  C  przez  funkcje  co„,   co,

i  ip„,  y>t z pomocą nastę pują cych  zwią zków:

C02 = co„cos(n,  x)—cQ,cos(n,y),

^'  '  co3 =  ooncos(n,  y)- \ - cotcos(n,x).

Interpretacja  fizyczna  tego  przedstawienia  stanie  się  jasna  w dalszym  cią gu  wywodu
zasady  (twierdzenia) E. Bettiego.

Jeż eli  ponadto  weź miemy  pod  uwagę,  że (rys. 4)

m„ =  mxcos2(n,  x)+mycos2(n,y)- \ - 2mxycos(n,  x)cos(n,y),

(3.11)  mni =  (my—mx)cos(n,  x)cos(n,y)+mxy[cos2(n,  x)—cos*(n,  y)],

q„  =  qxcos(n,  x)+gycos(n,y),

to  po wykonaniu  prostych  dział ań  otrzymamy  na funkcjonał   e{co, f)  wyraż enie  nastę-

pują ce:

(3.12,  e {„ , » } . _ | l2 /

B

D  5(1 - v)  CC\dmi  \ .  h*

B

\   D  50L- V

h*  32  A2  g2 1  Ifi   1 +   v  g2a)3

- v)  8x2  10 dyzy2  \Q \~v dxdy

v)h  8p\
v)  8x j25£(1 -   v)  8x j W2  dXdy+  2  te  J J  \  8y  10 T = ^ 8x~dy

B

te 8*  te  8*  1  6v(l +  v)h  8p\
J W 3

+ y  J  [?„(co)vi+w„(co)i/ i„+m„ t

c

Wystarczy  teraz zauważ yć  na  podstawie  wyraż enia  (3.6), że funkcjonał   e{a>, \p}  nie  ulega
zmianie  przy  przestawieniu  funkcji  a>i z funkcjami  tpb  a z  równoś ci  e{co,  ip) =  e{y>,  co]
przy  uwzglę dnieniu  (3.12)  otrzymamy wzór  dla  pł yt  Reissnera  analogiczny  do  toż samoś ci
Rayleigha- Greena  dla izotropowych  pł yt  cienkich [22]

(3.13) D fj  [(WV*u)v- uWv]dxdy  -   J  M„(a) |^- - F„(w)»- M„()̂ J | + F„(»)w &.

Toż samoś ci, o której  mówiliś my  wyż ej  dla  pł yt  Reissnera,  nie  przedstawimy,  bowiem
widoczna jest ona w sposób dostatecznie wyraź ny  z równania (3.12) przy e{o,ip}  =  e{y>,w}.

Wielkoś ci  m,„ mnt,  q„  oraz mxi my,  mXJ,  qx, qy,  okreś lone zwią zkami  (3.11), które należy
rozumieć zgodnie ze wzorami  (2.1), przedstawiają  odpowiednie wielkoś ci  sił  wewnę trznych
zwią zanych  z polem  przemieszczeń  cot(ł  = 1 , 2, 3). Ponieważ na razie  nie  zakł adaliś my,
że  pole  to speł nia  równania  równowagi,  więc  interpretacja  tych  zwią zków  jako  sił   we-
wnę trznych  pł yty  Reissnera  jest  niemoż liwa.  Zwią zki  te należy  jedynie  rozumieć  jako
pewne  okreś lone  funkcje  pola coj.
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Przejdziemy  teraz  do wyznaczenia  wyraż enia  zasady  o wzajemnoś ci  prac. Założ ymy,
że na pł ytę  działa obcią ż eniep(co)  oraz momenty XM(co),  YM(to).  Towarzyszyć  temu  obcią-
ż eniu  bę dą   przemieszczenia  sprowadzone  wt(i —  1,2,3),  które  teraz  oczywiś cie  speł-
niają   równania równowagi  (2.3). Stan ten okreś limy jako  stan S(co). Nastę pnie oddzielnie
analogicznie okreś limy  stan  S(tp), zwią zany z obcią ż eniem p(y>), XM(y>), YM(tp) i przemiesz-
czeniami  sprowadzonymi  ipt(i—  1,2, 3)  spełniają cymi  także  równania  równowagi  (2.3).

Wykorzystując  zależ noś ci  (3.12)  i  toż samość  e{w,  ip} — e{y>,  a>}  otrzymujemy:

(3.14)  Jj  [p(a]i)ipi+XM((o)f2+Y M(a>)f3]dxd)>+   J  [aB(co)ipi+mn(m)fn+mm(a)ipt\ds  =
B

=  J J  [p(y)toi+XM(f)(»2+YM(y>)o}3]dxdy+  J  [tf„(^)a>i- fm„(y>)a)„+m„,(f)co t]ds,
li   C

co  przedstawia  poszukiwaną   przez  nas zasadę   o wzajemnoś ci  prac E. Bettiego  dla płyt
Reissnera.

Jasne  także  jest,  że wielkoś ci  wprowadzone  przez  nas zależ noś ciami  (3.10)  i  (3.11)
przedstawiają   kolejno  (rys. 4):

«„   sprowadzony  ką t obrotu wzglę dem  stycznej  do krzywej  brzegu C,
cot  sprowadzony  ką t obrotu wzglę dem  normalnej do krzywej  brzegu C,

mn,  m„t  odpowiednie momenty wzglę dem  osi n i t na brzegu C,
qn  sił ę  poprzeczną  na brzegu C.

N a  zakoń czenie  tego  punktu  omówimy  jeszcze  zasadę   E. Bettiego  o  wzajemnoś ci
prac  dla pł yt  trójwarstwowych.  Wyprowadzenie  tej zasady  podał   autor w pracy [23].
Tok  wywodu  jest  analogiczny  do podanego powyż ej  dla pł yt  Reissnera.  Pewne uprosz-
czenie daje  fakt, że w teorii pł yt  trójwarstwowych  momenty zginają ce  nie są  bezpoś rednio
zwią zane  z  obcią ż eniem  normalnymi p  [por.  (2.9)  i  (2.1.)].

Poniż ej  podamy jedynie  wyraż enie  analogiczne do  (3.12), które wystarcza  do  okreś le-
nia  zasady  E. Bettiego  dla pł yt  trójwarstwowych  po uwzglę dnieniu  wywodu  tej zasady
dla pł yt  Reissnera:

(3.15)  et{f,0}  =  - Gs

JJ  I  by  2  l — vi dx8y  \   1 — vi  8yz  2

+y /
c

Samo  twierdzenie o wzajemnoś ci  prac dla pł yt  trójwarstwowych  przedstawia w sposób
oczywisty  wyraż enie  (3.14).

4.  Warunki  brzegowe

Warunki  brzegowe  dla  pł yt  Reissnera  wyprowadzimy  w oparciu o znane z  rachunku
wariacyjnego  poję cie  naturalnych  warunków  granicznych.  D latego  zanim  przejdziemy
do  ich  omówienia, zwrócimy  uwagę   na ś cisły zwią zek  mię dzy  wprowadzonym w punkcie

5  Mechanika  teoretyczna
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poprzednim  funkcjonałem  e{w,ip}  i pierwszą   wariacją   energii  sprę ż ystej  nagromadzonej

w płycie.

Rozpatrzmy pł ytę  poddaną   działaniu obcią ż enia p, XM  i YM.  Energię   sprę ż ystą   nagro-

madzoną  w płycie przedstawia  wyraż enie  (3.5). Obliczając  pierwszą   wariację   energii  sprę-

ż ystej  otrzymamy

f  f  ( 5( 1— v)  \dcoi ddrni  .  dan  8dcoi  dóm  8dwi~\
(4.1)  6V — DI   i — T T ~  -5  a  ^  5  \ - M2—  \- VJI- T—  - f
v  '  J J  {  h2  I  8x  8x  óy  6y  6x  By J

5( 1— v)8a>\  .  , 5(1 —r)  .  .  8(02880)2  ,  l — v

h1  8x  h2  8x  8x  2h1  8x  h2  8x  8x  2  8y  8y  2  dx  8y

8(0386(02  ,  5 ( 1— v)8(o\  ,  ,  8a>2 860)3  ,  1 — v <9co2  SÓ0J3  ,  5 ( 1—r)  .

!?>>  (5y  A2  ej  0̂ ;  oj  2  8y  ex  h2

l — v da>3  8dco3  da>i dócos  6v(l- \ - v)  86a>2

+ + p

Porównując  wyraż enie  powyż sze  z  funkcjonałem  (3.6)  widzimy,  że

(4.2)  dV- 2e(co,Sa>}.

P onadto  na zał oż onych  wariacjach  przemieszczeń  6a)t(i  =   1, 2, 3)  o t rzym amy  pracę

obcią ż enia p, XM  i YM

(4.3)  6L=p6o)i+XM6w2+YM6o)i.

N a  podstawie  powyż szego  i zależ noś ci  z punktu poprzedniego  otrzymamy, że podane

w punkcie drugim  niniejszej  pracy  równania równowagi  (2.3)  przedstawiają   ukł ad  równań

Eulera  zagadnienia  wariacyjnego  znalezienia  minimum  całkowitej  energii  pł yty:

(4.4)  •   6U=6V~6L  = 0.

Warunek  powyż szy  wymaga  zerowania  się  jeszcze  nastę pują cego  wyraż enia:
t

(4.5)  J  (q„6a)i+m„6co n+mntda)t)ds,
c

które  wynika  z zależ noś ci  (3.12)  przy  uwzglę dnieniu  (4.2).  Otrzymujemy  stąd  naturalne

warunki  graniczne, które pozwalają   na okreś lenie  nastę pują cych  jednorodnych  warunków

brzegowych  dla pł yt  Reissnera:

1.  q„ =  m„ =  m„ t  = 0 ,  5.  toi =   m„ =  m„,  =  0,

2.  q„ =  m„ = ft), = 0,  6.  o>i =  wn =   co,  = 0 ,
(4.6)

3.  coi =  m„ = mm = 0,  7.  q„ =   m„ = m„,   =  0,

4.  coi =  m„  =  co,  = 0,  8.  c„  =   co„  =   co,  = 0.

Przez  analogię   do  pł yt  cienkich,  przyjmując  za  decydują ce  warunki  umieszczone

w  pierwszych  dwóch  kolumnach  (4.6), moż na by  okreś lić:

warunki  1,2  jako  «krawę dź  swobodną »,

warunki  3,4  jako  «swobodne  podparcie»,

warunki  5,6  jako  «zamocowanie».
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Jednak  ze wzglę du  na  fakt  wystę powania  dwóch  typów  warunków  brzegowych  w  każ dej
z  wyż ej  wymienionych  grup  okreś lenia  powyż sze  nie  mogą   być  ś cisłe.  Dlatego  podając
warunki  brzegowe  dla  pł yt  reissnerowskich  nie  moż na  posługiwać  się   wyż ej  podanymi
okreś leniami  przeniesionymi  z  pł yt  cienkich.  Należy  natomiast  podać  ś ciś le  warunki
według  (4.6).  Wydaje  się   moż liwe  natomiast uż ywanie  przykł adowo  takich  okreś leń  jak
«krawę dź  wolnopodparta  z  przeponą»  zamiast  warunku  typu  4.

Powyż ej  nie  podaliś my  okreś lenia  («nazwy»)  warunków  brzegowych  typu  7  i  8  (4.6)
ze wzglę du  na  to, że  takiego  prostego  okreś lenia  nie  mają   też  analogiczne  warunki  brze-
gowe dla  pł yt cienkich

(4.7)  F„  =  0,  ^  =  0,

gdzie  V„  jest  sprowadzoną   siłą   poprzeczną.
Wnioski  punktu  niniejszego  bez  dodatkowych  wyprowadzeń  rozszerzamy  na płyty

trójwarstwowe,  w których  także wystą pi  osiem typów  warunków  brzegowych  identycznych
z podanymi wyż ej  (4.6).

5. Zagadnienia podstawowe

Przedstawimy  teraz  zagadnienie, którego  rozwią zaniem  zajmiemy  się   w  dalszym  cią gu
pracy.  Mianowicie  bę dziemy  dą ż yć  do  wyznaczenia  przemieszczeń  sprowadzonych  co,-
(/  =  1, 2, 3) w  obszarze  B  za  pomocą   wielkoś ci  brzegowych  (wielkoś ci  co( i  ich pochod-
nych  na brzegu  C). Zagadnienie omówimy  dla  pł yt  Reissnera, co  łatwo moż na  rozszerzyć
na pł yty  trójwarstwowe.

Wracając  do  naszego  problemu  stwierdzamy,  że  celem  naszym  bę dzie  znalezienie
wzorów  analogicznych  do  nastę pują cych  znanych  zależ noś ci,  wynikają cych  ze  wzorów
Greena,  które  są   podstawą   dyskusji  nad  funkcjami  harmonicznymi:

dla przestrzeni  trójwymiarowej  czy

dla  przestrzeni  dwuwymiarowej.
Analogiczne  zresztą   wzory  są   znane także  dla  równań  teorii  pł yt  cienkich  [22],

(5.3)  w(Qo) =  —
c

gdzie S(P,  Q)  =  r* In r  (por. też  [24]).
We  wszystkich  tych  wzorach  wystę pują   funkcje  osobliwe,  jak  u =  l/ r  we  wzorze

(5.1), u =  In r we wzorze  (5.2) czy S(P,  Q) =  r* In r we wzorze  (5.3). Funkcje te nazywamy
rozwią zaniami  osobliwymi  danego  zagadnienia  czy  też  osobliwoś ciami  podstawowymi
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[25, 26 i 21].  Spełniają   one  równania  danego  zagadnienia  w  cał ym  rozpatrywanym  ob-
szarze  z  wyją tkiem  jednego  punktu, w  którym  wykazują   osobliwość  decydują cą   o  słusz-
noś ci wzorów  podanych powyż ej.

Interpretując  pod wzglę dem  fizycznym  rozwią zania  osobliwe  teorii  sprę ż ystoś ci  wiemy,
że  przedstawiają   one  rozwią zanie  dla  danego  obszaru  przy  pewnych  obcią ż eniach  sku-
pionych.  Przykładowo  rozwią zanie  w =   rl  In r  w  teorii  pł yt  cienkich  jest  rozwią zaniem
płyty  nieograniczonej  obcią ż onej  siłą   skupioną.

Przechodząc  do  teorii  pł yt  Reissnera,  w  celu  znalezienia  wzorów  analogicznych  do
omówionych  powyż ej,  bę dziemy  musieli  znaleź ć  rozwią zania  takich  pł yt  przy  obcią ż eniu
skupionym  oraz udowodnić moż liwość  wykorzystania  tych  rozwią zań  do  okreś lenia prze-
mieszczeń  sprowadzonych  za  pomocą   wartoś ci  brzegowych.

Powołajmy  się   teraz  na  wyprowadzoną   w  punkcie  trzecim  niniejszej  pracy  zasadę
o  wzajemnoś ci  prac.  Spójrzmy  na  wzór  (3.14)  wyraż ają cy  tę   zasadę,  biorą c  pod  uwagę
poję cie  zasady  prac  wirtualnych.  Okreś lmy  stan  5(w)  jako  stan  obcią ż eń  rzeczywistych,
a stan S(iji) jako  stan obcią ż eń wirtualnych. Założ ymy dodatkowo, że stan rzeczywisty  S(co)
zwią zany  jest  jedynie  z  obcią ż eniami  brzegowymi.  Wtedy  rozwią zania  cot(i=   1,2,3)
bę dą   w obszarze B funkcjami  regularnymi. Oznaczając  wię c zgodnie z tym co powiedziano
wyż ej  fi  =  «,-  otrzymamy

(5.4)  f  f  (~pu}i+XMW2+YMa)i)dxdy  =>  J(qno)i+m„m n+mmoJt—'qr,ah~m„a)n~m,:tcot)ds.
B  c

Jeż eli  bę dziemy  chcieli  znaleźć  wielkość  przemieszczenia  pionowego  OH{QO), to  należy
przyją ć  p  =   8(Qo), XM  =  3V  =  0. Analogicznie, jeż eli  bę dziemy-  szukać  W2(Qo),  to  przyj-
miemy  Xu  =   <5(<2o), p  =   YM  =  0.  Podobnie  postą pimy  szukając  &>3(2o).

Przy  tak  okreś lonym  obcią ż eniu, wykorzystując  znane własnoś ci  funkcji  D iraca <5(Q0),
otrzymamy  kolejno  po  lewej  stronie  równoś ci  (5.4):

(5.5)  / /   d(Q0)widxdy  =  co((Qo).

Problemem  wię c jest  znalezienie  rozwią zań  płyty  dla  obcią ż eń  skupionych  p  =  d(Q0),
XM =  <5(2o), YM  =   S(Qo). Rozwią zania  takie  wstawione  po prawej  stronie  równoś ci  (5.4)
pozwolą   kolejno  na  obliczenie  coi, a>2, 013 za  pomocą   wielkoś ci  brzegowych.

Rozumowanie powyż sze  pokrywa  się  z wielokrotnie stosowanym w  mechanice budowli.
Mianowicie,  jeż eli  chcemy  znaleźć  jakieś  przemieszczenie  danego  ustroju,  to  aby  sko-
rzystać  z równań zasady  prac wirtualnych, powinniś my  znać rozwią zanie  dla  tego  ustroju
przy  działaniu  obcią ż enia  skupionego  w  kierunku  poszukiwanego  przemieszczenia.

Cały  powyż szy  wywód  nie  ma potrzebnej  ś cisłoś ci,  daje  jednak  wskazówkę,  na  jakiej
drodze  należy  szukać  danego  rozwią zania  osobliwego.  D latego  po  znalezieniu  w  punkcie
nastę pnym  zgodnie  z  podanymi  powyż ej  sugestiami  rozwią zań  osobliwych,  w  punkcie
siódmym  wykaż emy  prawidłowość  uzyskanych  wyników  przez  udowodnienie,  że  wy-
kazują   one odpowiednie osobliwoś ci  do zastosowania  ich do wzorów wią ż ą cych  wielkoś ci o>i
z \ vi2lk0sciami  brzegowymi.

Zwróć my  jeszcze  uwagę   na  pewną   róż nicę   w  przypadku  obcią ż enia  momentem  sku-
pionym  w  teorii  pł yt  Reissnera  w  stosunku  do  teorii  pł yt  cienkich.  Mianowicie  jeż eli
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wprowadzimy  analogicznie  jak  w  teorii  pł yt  cienkich  definicję   momentu  skupionego
jako  granicę   Mx  — lim Pex  (rys.  5), to w  wyniku  otrzymamy  moment skupiony  pracują cy

na przemieszczeniu  BcoijBx (rys. 6).

W  przypadku  pokazanym  na  rys.  6a  praca  L  — M- p~  # 0,  a  w  przypadku  po-

kazanym  na rys.  6b  praca  L  =   M~—  =  0.  Jak  moż na  zorientować  się   z  powyż szego,

rozwią zanie  zagadnienia  pł yty obcią ż onej  tak  zdefiniowanym  momentem, uż yte po  prawej

Hm P ex= M
0

Rys.  5

stronie  równoś ci  (5.4), doprowadzi  do  wyznaczenia  odkształ cenia 8c»i/ dx. To  oczywiś cie
nie  wprowadza  nowoś ci  w  stosunku  do  obliczenia  ugię cia  a>i, ponieważ  po  zróż niczko-
waniu  tego  ostatniego  z  ł atwoś cią   otrzymamy  dcoijdx.  N atomiast  nadal  nie  bę dziemy
znali wielkoś ci  w2.

Widzimy  wię c,  że  interesować  nas  bę dzie  w  pierwszym  rzę dzie  obcią ż enie momentem
skupionym  zdefiniowanym  w  oparciu  o  obcią ż enie  XM  - »•   <5(2o)  czy  YM - * d(Qo), a  nie

a

-E

r  /
Rys.  6

w  oparciu o parę  sił  pionowych.  W  dalszym  cią gu pracy  obcią ż enie XM  =   Md(Qo)  i  YM  —
=   Md(Qa)  bę dziemy  nazywali  momentami  skupionymi,  natomiast  obcią ż enie  zdefinio-
wane  jako  lim Pe  — M  momentem  skupionym  pary  sił   pionowych.

Powyż sze  rozważ ania  nad  definicją   momentu  skupionego  są   waż ne  także  dla  pł yt
trójwarstwowych.  Poza  tym  moment  skupiony  XM  =   Md(Qo)  czy  YM  =   M6(QQ)  ma
w  teorii  tych  pł yt  prostą   interpretację   fizyczną   jako  para  sił  skupionych,  przyłoż onych
poziomo  w  warstwach  skrajnych.
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6. Rozwią zanie  podstawowe

Zgodnie  z  sugestiami  podanymi  w  punkcie  poprzednim  przystą pimy  teraz  do  roz-
wią zania  zagadnienia  nieograniczonej  pł yty  Reissnera  obcią ż onej  kolejno  siłą  skupioną,
momentem  skupionym  pary  sił   pionowych  oraz  momentem  skupionym.

6.1. Obcią ż enie  silą  skupioną.  Rozwią zanie  wyprowadzimy  w  oparciu  o  ukł ad  równań
(2.4).  Przyjmiemy  XM  =  YM  =  0,  nastę pnie  wykonamy  podwójną  nieskoń czoną  tran-
sformację  Fouriera  [28]:

(6.1)

1
In

r

J—  OO

OO

f
J- DO

OO

—  CO  —O O

ukł adu  równań  (2.4).
Po  wykonaniu  dział ań  i  wykorzystaniu  zależ noś ci  (2.5)  i  (6.1)  otrzymamy  poszuki-

wane  przemieszczenia  w postaci  nastę pują cej:

ou  ex

= —  f  f
ITlD  J  J

(a
—  OO  —OO

2

CO  OO

—  OO  —OO

OO  00

(6.2)  3
  2TT£)  J  J  (&+$*)*P  ^  ''

—oo  —oo

00  00

—  OO  —DO

COX"'  =  —  • J  J   O2+
- OO  —CO

CO  00

—  CO  —CO

Powyż ej  przyję to  rozł oż enie funkcji  co( na  dwie  grupy  funkcji,  z  których  pierwsza  (z  in-
deksem  1) oznacza wpł yw  funkcji  Fi,  a  druga  (z  indeksem 2) wpł yw  funkcji  przemieszczeń
F%  i Ą.  Cel  tego  rozł oż enia znajdzie  uzasadnienie poniż ej, gdzie  przedyskutujemy  oddziel-
nie  poszczególne  skł adniki  rozwią zania  (6.2).

Przejdziemy  teraz  do  obcią ż enia  siłą  skupioną  P.  Przyjmiemy  wię c,  że  p(x,y)  —
=   Pd(x)  d(y)  i  otrzymamy  stą d/ )*(a,/ S) =   P/ 2n.  Wstawiając  tak  okreś loną  transformatę
obcią ż enia  do  zależ noś ci  (6.2)  otrzymamy  poszukiwane  rozwią zanie  (funkcje  coj)  w  po-
staci  cał kowej.
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Aby  wyznaczyć  poszukiwane  przemieszczenia  w  postaci  jawnej  musimy  umieć  obli-
czyć nastę pują ce  cał ki:

—  C O — C O  —  CO  —  OO

(6.3)

F  F  ~K* x+ liy)  7  F  iae~K* x+ m

—  00  -   OO  —  CO  —  CO

Cał ki  powyż sze  nie  istnieją  jako  cał ki  niewł aś ciwe,  nie  moż emy  im  także  przypisać
wartoś ci  gł ównej  wedł ug  Cauchy'ego.  Okazuje  się  jednak,  że  moż na przypisać  im  pewną
wartoś ć.  Mianowicie moż na wydzielić  z nich tzw. «czę ść  skoń czoną )), (p.f.—- the finite part).

Okreś lenie to znane jest w literaturze i pierwszy  raz pojawiło się dzię ki J.  HADAMARDOWI
[29],  W  polskiej  literaturze  korzystał   z  tego  poję cia  W.  NOWACKI  [17]  i  H.  ZORSKI  [30].

Przypomnimy  tu  definicję,  jakiej  uż ył   N OWACKI ,  który  czę ść  skoń czoną  cał ki  roz-
bież nei

(6.4)  Jf(a)da

okreś la  nastę pują co:
b

N iech  / f ( a)da  d la  e > 0  bę dzie  cał ką  zbież ną;  zakł adając  f(p)  =  g(a)- \ - h(a);

b

G'(a)  =  g(a)  i  zbież ność  cał ki  /   h(a)da,  czę ść  skoń czoną  cał ki  rozbież nej  (6.4)  defi-
a

niujemy  nastę pują co:

ii  h

(6.5)  p.f.  Jf(a)da =  G(b)+  /  h(a)da.
a  a

Okazuje  się,  że  czę ść  skoń czoną  cał ki  rozbież nej  moż na  otrzymać  przez  formalne
wielokrotne  cał kowanie jej  przez  czę ś ci.  Moż liwość  uzyskania  w  ten  sposób  czę ś ci  skoń-
czonej  pewnej  cał ki  rozbież nej  wykaż emy  poniż ej.  Jest  to  istotne  ze  wzglę du  na  fakt,  że
definicja  powyż sza  (6.5), na  której  się  zresztą  oprzemy,  nie  podaje  drogi  uzyskania  roz-
ł oż enia  funkcji/ (a)  na  h(a)  i  g(a).

Zanalizujmy  podaną  powyż ej  definicję  czę ś ci  skoń czonej  cał ki  rozbież nej.  Zajmiemy
się  cał ką  rozbież ną  w  postaci:

gdzie p  >  1 jest cał kowite.

Zał oż ymy, że funkcja  cp{d)  ma pochodne do rzę du/? i jest  ograniczona  razem ze swoimi

A
pochodnymi w przedziale <  0, b  > .  Poza tym zał oż ymy, ż er/ / '£)(a) <  —przy  a  - »•  oo,  /  >  1.
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Zajmiemy  się  na razie  całką   zbież ną   J — -— da.  Całkując  przez  czę ś ci  otrzymamy
a?

E

<p{b)  1  cp'{b)

I - /;  e ' " ^ (1- / 0(2- /0  ^  • •" '  ( 1- / 0(2- / 0. .. (»- / »)
b

(—1)"  (P-1)  (—1)"  f  W

0—p)(2- p)...(n- p)  ' w  (1 - p)(2- p)...  (jl- p)  J

Oznaczmy  teraz  zgodnie  z definicją   podaną   uprzednio

i przejdź my  do  granicy e - >•  0 biorą c  pod  uwagę,  że  zgodnie  z  (6.5)  odrzucamy  wartoś ci
G(0).  Otrzymamy w takim  przypadku  nastę pują cy  wzór  na  obliczenie  czę ś ci  skoń czonej
przy p > 1:

(6.8)  f.p.J —da  =   j -

Całka  wystę pują ca  po prawej  stronie  powyż szego  wyraż enia  jest  zbież na  na mocy
uczynionych wyż ej  założ eń  dotyczą cych  funkcji q>(a).

Jeż eli bę dziemy stosowali wyż ej podany wzór na obliczenie czę ś ci skoń czonej  cał ki  (6.6)
w  przypadku  b -> oo, to otrzymamy  dla/) > 1:

(6.9)  f.p. fig- *—  Q.JlZ.^  j

Całka  wystę pują ca  po prawej  stronie  wyraż enia  (6.9)  jest  całką   zbież ną,  ponieważ
założ yliś my,  że q>w(a) < A/ a'  przy  a - >•   oo,  /  > 1.

Łatwo  zauważ yć,  że zgodnie  z  (6.5)  czę ść  skoń czona  całki  rozbież nej  zdefiniowana
jest z dokładnoś cią  do H(a)\a=0  < M.  N iemniej wyniki  uzyskane  za pomocą   tej  definicji
są   prawidłowe,  co  udowodnimy w p. 7 niniejszej  pracy.  Wytłumaczyć  to  moż na  faktem,
że  dodatkowe  ewentualne człony  rozwią zania  typu H(a) są  czę ś ciami  regularnymi naszego
rozwią zania.  N a powyż szy  fakt  pewnych  niedomagań  definicji  czę ś ci  skoń czonej  zwrócił
już  uwagę   J.  HADAMAR D [29].



ZAG AD N IEN I A  PŁYT  REISSNERA I  PŁYT  TRÓJWARSTWOWYCH  73

Zauważ ymy,  że jeż eli  chcemy  obliczyć  czę ść  skoń czoną   cał ki

Jo
to  całkują c  formalnie  przez  czę ś ci  otrzymujemy  [por. (6.8)]

oo  oo

f.p. j  ~~- da  = -   f  <p'(a)lnada.
o  o

Przykł adowo  otrzymamy:

f.p. J  ~-   dj3 = z j  e^ln/W/? = - (C+ Inz),  rez > 0:
o  '  o

C  jest  stałą   Eulera,  co pokrywa  się  z  dokładnos'cią   do stałej  C z  czę ś cią   skoń czoną
otrzymaną   przez  ZORSKIEGO  [30].

Przejdź my  teraz  do  problemu  całek  Ri, R2> R3, R*  (6.3).  Poniż ej,  wykorzystując po-
przednio  omówione  poję cie  czę ś ci  skoń czonej  cał ki  rozbież nej,  obliczymy  przykładowo
całkę  Ri:

— co  —o o

cosax

Po wzię ciu pod uwagę   [31], że

C c

otrzymamy:

(6.11)  R1

o  '

Skorzystamy  teraz  z zależ noś ci  (6.9) i  otrzymamy:

(6.12)  " ^  r e z > 0,

p.f. J  i_aj?- *(c+ lnj),

gdzie  C jest  stałą   Eulera.  Stąd  ostatecznie:

Pozostałe  cał ki  (6.3) otrzymujemy  wykorzystując  zależ noś ci:
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Stą d:

Ri = 7t^j- {C+\n]/ x2+y2),  R2 =  - 2n(\n)

(6.13)

W  zależ noś ciach  powyż szych  i w dalszym  cią gu  pracy  cał ki  należy  rozumieć w sensie
«czę ś ci  skoń czonej»  pomimo  nie zaznaczenia  tego  symbolem  p.f. Oczywiś cie  cał ki  te  jak
wspomniano  dają  rozwią zanie  naszego  zagadnienia  z dokł adnoś cią do czę ś ci  regularnej.

Ostatecznie,  wstawiając  otrzymane  powyż ej  wartoś ci  cał ek  do zależ noś ci  (6.2)  przy
p*  =  P/ 2n,  otrzymujemy  rozwią zanie  problemu:

(6.14.1)

(6.14.2)

£ ' 4 8 ) =  -

W  rozwią zaniu  powyż szym  pominię to  stałą  Eulera  C,  która  nie  wpł ywa  na rozwią zanie
osobliwe.

Ł atwo sprawdzić,  że otrzymane powyż ej  rozwią zanie, bę dą ce sumą  rozwią zań  (6.14.1)
i  (6.14.2), speł nia ukł ad  równań  (2.4) przy XM =  YM = 0 z wyją tkiem  punktu  (0, 0)  oraz
warunek  równoważ enia  się  sił  tną cych z siłą P dla  obszaru  zawierają cego  wewną trz  punkt
(0,0):

(6.15)  •   fq„ds  = P.
c

Ponadto  okazuje  się, że warunki  powyż sze  speł nia  samodzielnie  także  rozwią zanie
(6.14.1),  podczas  gdy  rozwią zanie  (6.14.2)  daje

(6.16)  fq„ds  =  O.
c

Powstaje  więc  pytanie,  które z tych  rozwią zań  jest  poszukiwanym  rozwią zaniem  przy
dział aniu  siły skupionej.  Mianowicie

„ ,  _  ,,)(i)  C7V  , ,, _  f,j(i)- L,- ,>(?)  z =  1  2  3

Warto  tu wspomnieć prace E.  STERNBERGA  i R. A.  EUBANKSA  [32,33], którzy  zajmowali
się  problemem siły skupionej w teorii  sprę ż ystoś ci  i udowodnili,  że jeż eli  zaż ą dać  od  roz-
wią zania  od siły  skupionej:

a)  speł nienia  równań  zagadnienia,
b)  speł nienia warunków  brzegowych,
c)  regularnoś ci,  z wyją tkiem  punktu  przył oż enia  siły  skupionej  oraz  równowagi  siły

skupionej  z  sił ami  brzegowymi  dla dowolnego  obszaru  otaczają cego  punkt  osobliwy,
to  takie postawienie problemu jest niejednoznaczne.
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Rozwią zanie  jednoznaczne  otrzymują   oni  przez  ż ą danie  dodatkowej  cechy,  jaką   ma
spełnić.  Cechą   tą ,  według  wyż ej  wspomnianych  autorów, jest  odpowiedni  rzą d  naprę ż eń
w  otoczeniu  siły  skupionej.  Zwróć my  uwagę   na  fakt,  że  szukamy  rozwią zania  problemu
przy  obcią ż eniu  p(x,  y)  =   ó(x)d(y)P.  W  równaniach  zagadnienia  (2.4)  wystę puje  samo
obcią ż enie  p(x,y)  jak  i  jego  pochodne.  Problem  polega  na  tym,  czy  należy  uwzglę dnić
te  pochodne,  czy  nie.  Rozstrzygnię cie  tego  problemu  jest  trudne.  Tradycyjne  sformuło-
wanie  problemu,  tzn.  według  podanych  wyż ej  punktów  a,  b,  c,  nie  daje  odpowiedzi  na
powyż sze pytanie.

Jak widać  z powyż szego, nasze pytanie nie może znaleźć odpowiedzi  bez  dodatkowych
rozważ ań. Rozważ ania takie przeprowadzimy w dalszym cią gu pracy, a na razie zanalizujmy
rozwią zanie  (6.14.2)  i  ustalmy  pewne  cechy  tego  rozwią zania  na  drodze  rozumowania
natury  fizycznej.

Weź my  pod  uwagę   zwią zki  mię dzy  sił ami  wewnę trznymi  i  przemieszczeniami  spro-
wadzonymi  (2.1).  Otrzymamy  dla  rozwią zania  (6.14.2)  nastę pują ce  wyraż enia  na  siły
wewnę trzne  (P =   1):

(6.17)
mx'  =   —-x

<>  =

vh2  y2—x2 2xy

vh2  x2—

20JC

„(2 ) _  a(®  —
2071  (x2+y2f'

lub  przechodząc  do  współ rzę dnych  biegunowych  (rys.  7)

m(2)  «(6- 18)  .,„   - 2 0 j t , . 2 5

Otrzymaliś my  wię c  stan,  który  moż na  zdefiniować  jako  «centrum  zginania»  przez
analogię   do  znanego  w  teorii  sprę ż ystoś ci  rozwią zania  centrum  ś ciskania.

Rys.  7

Jak  widać  z  powyż szej  analizy,  rozwią zanie  (6.14.2)  cof^Q =   1, 2,3)  przedstawia
obcią ż enie  osobliwe  samorównoważ ne,  którego  dodanie do  dowolnego  stanu  osobliwego,
spełniają cego  ż ą dania  typu podanych wyż ej  dla  siły skupionej  w  teorii  sprę ż ystoś ci  a, b, c
nie zaburza  tych  ostatnich  (str. 74).

Wydaje  się , że podane powyż ej  rozwią zanie jest dobrą   ilustracją   tez zawartych  w  wyż ej
wspomnianej  pracy  [32],

W  przypadku  przez  nas  rozważ anym  rozwią zanie  «centrum  zginania*  pojawiło  się
ze  wzglę du  na  specyficzny,  przybliż ony  charakter  uwzglę dniania  naprę ż eń  az,  prosto-
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padł ych  do  powierzchni  pł yty.  Naprę ż enia  te  pojawiają   się   w  teorii  Reissnera  tylko  na
obszarze  działania obcią ż enia p.  Ze wzglę du  na powyż sze  rozważ ania  okreś limy,  na  razie
intuicyjnie,  rozwią zania  z  indeksem  1 (6.14.1) jako  rozwią zanie  od siły skupionej,  a w  dal-
szym  cią gu  uzasadnimy  to założ enie.

Natomiast  rozwią zanie  z  indeksem  2  (6.14.2)  okreś limy  jako  osobliwość  dodatkową.
D la  przypadku  obcią ż enia  siłą   skupioną   otrzymujemy,  po  wykorzystaniu  (6.14.1)

i  (2.1), nastę pują ce  rozwią zania  dla  sił   wewnę trznych:

m.  =  - |f

(6.19)  m ,  _ _ ^

P(l  — v)  xv
mxy  =  — -

1  4?r  x*-

P
2%

Analogiczne  postę powanie pozwala  znaleźć rozwią zania  zagadnienia  nieograniczonej
płyty trójwarstwowej obcią ż onej siłą  skupioną. Rozwią zania takie uzyskał  autor w pracy [21].
Moż na  je  otrzymać  także  ze  zwią zków  (6.14.1)  po  wykorzystaniu  analogii  równań  (2.4),
(2.11)  i  (2.12)  oraz  uwag  z  punktu  drugiego  niniejszej  pracy.  Warto  nadmienić, że po-
stę powanie  powyż ej  podane  nie  doprowadzi  w  płycie  trójwarstwowej  do  pojawienia  się
rozwią zania  «centrum zginania».  Wynika  to z faktu,  że w pł ytach  tych pomijamy  naprę ż e-
nia  normalne  az.  Rozwią zania  dla  pł yty  trójwarstwowej  w  przypadku  obcią ż enia  siłą
skupioną   mają   postać  nastę pują cą:

(6.20)

Siły  wewnę trzne  są   identyczne  z  podanymi  wyż ej  dla  pł yt  reissnerowskich  (6.19).
Ponadto  zauważ ymy,  że  są   one  identyczne  ze  znanymi  sił ami  wewnę trznymi  dla  pł yt
izotropowych  cienkich.  Istotna  róż nica  mię dzy  rozwią zaniami  dla  omawianych  pł yt,
a  rozwią zaniami  znanymi z  teorii pł yt  cienkich  tkwi  w  wyraż eniu  na  ugię cia  om, cpu

6.2. Obcią ż enie  momentem  skupionym  pary  sił   pionowych.  Obcią ż enie  to  definiujemy  jako
graniczny  przypadek  dział ania  dwóch  sił   skupionych  przeciwnie  skierowanych,  gdy
odległość  ich  zmierza  do  zera.  Wobec  powyż szego  rozwią zanie  poszukiwane  dla
przypadku  obcią ż enia  pł yty  nieograniczonej  momentem  M  (rys.  5)  otrzymamy  przez
proste  róż niczkowanie  rozwią zania  dla  przypadku  dział ania  siły  skupionej  (6.14.1)

M  „   ,  .  ,  _„  , «,  Mh2  x
'  \ .Q(\~v)nD

M  2xy
0)3  =  —  T̂"
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Wielkoś ci  statyczne w tym  przypadku  otrzymamy  z nastę pują cych  zależ noś ci:

M  x

(6.22)  ^ ^ ( i H ^ a , ) - ^ ] ,  ,y= _™_Z_.

Łatwo  przekonać  się , że spełnione są  warunki równowagi  dla wycię tej płyty  zawierają cej
wewną trz  punkt  osobliwy  (rys.  5):

C  Ci  Ci

Te same  wyniki  otrzymać  moż na  także i dla  pł yty  trój warstwowej.
6.3. Obcią ż enie momentem skupionym. Definicję   tego momentu skupionego podano w punkcie

pią tym  niniejszej  pracy.  Rozwią zania  przeprowadzimy  dla  momentu  skupionego
XM  =  Md(x)8(y)  w  oparciu  o  równania  (2.4),  które  dla  przypadku  p =  YM = 0
przybierają   postać  nastę pują cą:

(6.23)  VaVłll- ~g- V»I.Fi= *O,  V*V* li -  ~  V* I Fz =  -
lo '  r*  D  '

V2V
 T ^ I Ó

  v r 3 =

Wobec  tego, że mamy  do  czynienia  z rozwią zaniem  płyty  nieograniczonej,  interesuje
nas  cał ka  szczególna  ukł adu  (6.23).  Stąd  przyjmiemy  F\ =  F3 =  0, a poszukiwane  prze-
mieszczenia  okreś limy  ze  zwią zków:

które wynikają   z zależ noś ci  (2.5). Przyjmijmy  do  rozwią zania  obcią ż enie Xu =  Mó(x)ó(y).
Zastosujmy  do równania  (6.23.2)  i zależ noś ci  (6.24)  podwójną   nieskoń czoną   trans-

formację   Fouriera  (6.1).  Otrzymamy  w takim  przypadku

M  1
f 6.251  Ft(a,0) = 2nD  [
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i  transformaty  przemieszczeń  sprowadzonych

1  2JZD

2JID  10
(6- 26)  ( a + / S ) +

M

10  l - v >[ i+ - £<*+ #>]

Przemieszczenia  wyznaczymy,  jeż eli  potrafimy  obliczyć  nastę pują ce  cał ki:

J  ~WW)  P'  J  J  (a2+/32)2—  0 0  —OO  — 0 0  —OO

—  CO  — 0 0

OO  OO

(6.27)
10

DO  OU

W/ /z2

-   /   /
—  co  —co

10

Czę ść  tych  cał ek  istnieje  jako  cał ki  niewł aś ciwe,  mianowicie  cał ki  R6  i  Rs
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Po wykorzystaniu  tablic  [31]  otrzymujemy
oa  ca

10  r   f
(6.28)  Rb = ̂   J  J- co  - 00 ( f t 2 + / 5 2 )

l   +  flt 2  + /?

- 2 *  J
exp  -

Analogicznie  obliczając  cał kę   i?8 otrzymamy

(6.29)  Rt  =  ^ [ ^  I n  ^ 3 ^

gdzie  y  =  ]/ lO/ / i2,  ATv(z) jest  zmodyfikowaną   funkcją   Bessela  I I   rodzaju.
Obliczając  pozostałe  cał ki  (6.27)  wykorzystać  musimy  poję cie  czę ś ci  skoń czonej,

omówione  w  6.1  niniejszego  punktu.  Wymaga  to  wykonania  szeregu  ż mudnych  prze-
kształ ceń, przy których uwzglę dnić  trzeba podane poprzednio czę ś ci skoń czone całek (6.12).

Poniż ej  podamy jedynie  koń cowe wyniki  obliczeń:

R2  =  - 2a< ln j/ jcH - yH -l  + C),  R* =   - tac  In ]/ x*+y2-   - y  *(1+ 2C ),

(6.30)

Nastę pnie  wykorzystując  wzory  na  transformacje  odwrotne  oraz  pomijając  stałą
Eulera  C  otrzymujemy  poszukiwane  rozwią zanie:

M  .

M

(6.31)
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Znając przemieszczenia łatwo  wyznaczymy  wielkoś ci  sił   wewnę trznych w płycie  nie-
ograniczonej,  obcią ż onej  momentem skupionym. Wykorzystując  zwią zki  (2.1) otrzymamy:

-   *i
q*   ~  2%  i

M  i s'm2cp  f  1

(6.32)

M  h2  |cos^(cos2c3—3sin2

23i  5

xy  An  r

M  h2 J sincp(sin2\p—3  cos2 qi)  „

gdzie

y  x
r2  =   x2+y2,  sino? =  —,  costp =  —.

r  r  •

Podamy  jeszcze  wielkoś ci  sprowadzonych  przemieszczeń  oraz  pewne  wielkoś ci  sta-
tyczne  dla  okrę gu  o  promieniu  /'.  Wielkoś ci  te  bę dą   potrzebne w  dalszym  cią gu  pracy.
Wykorzystując  zależ noś ci  (3.10)  i  (3.11)  oraz  to, że  dla  okrę gu  cos(«, x)  =  cosę? =   x/ r,
cos(n,y)  =  siny  — yjr  (rys.  8)  otrzymamy:

Msinq>
co, =   — a)2sm<7?- }- a>3Cosc) =  ———  ( I n r 2+ 1) - |-

M  h2

(6.33)

1  2nD  5 ( 1-

Mcosq>
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Oznaczając  przez  Mxw  i  Myw  składowe  momentów  brzegowych

(6.34)  Mxw  — mxcos<p+mxysinq>,  Myw  =

otrzymamy  na podstawie  zależ noś ci  (6.32)

(6.35)
M

Mvsh\2m  M

Rys.  8

Przejdziemy  teraz do sprawdzenia  warunku  równowagi  dla pł yty ograniczonej brzegiem  C,
wycię tej  z pł yty nieograniczonej  w  ten sposób,  że punkt  (0, 0) znajdzie  się   wewną trz płyty
wycię tej.  N ie  naruszając  ogólnoś ci  sprawdzimy  równowagę   dla  przypadku,  gdy  C  jest
okrę giem  o promieniu  r.

Sprawdzimy  teraz  kolejno  (rys. 8):
1)  warunek  równowagi  sił  pionowych

r
=  0 ;

c,  •-   J o

2)  warunek  równowagi  momentów wzglę dem  osi  y

2it 2i t

J  ( gH
Cr

M_  ffl_  | 2 _

2w  5  r2

=   —  [1

~

J ~

2n  2n

o(yr)  j  cos2cpd<p+— ryK\(yr) J
J  o  o

6  Mechanika teoretyczna
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3)  warunek  równowagi  momentów wzglę dem  osi  x
2 i t

r  M  r  Mv  f
j  (q„rsia<r- Myw)ds  =  - ^[l- yrKi(yr)]  J  sio.(pcos<pd<p+—  J ń n2<pd<p+

o  o

- 5

I"
\   sinlcpdcp =  0.

Jak  widać  z powyż szego,  rozwią zanie  spełnia warunki  wymagane  tradycyjnie  od  roz-
wią zań  przy  obcią ż eniu  skupionym.

Jak  wykazaliś my  poprzednio  sformułowanie  to  nie  prowadzi  do  rozwią zań  jedno-
znacznych.

Udowodnienie,  że  rozwią zania  te  przedstawiają   poszukiwane  przez  nas  rozwią zania
przy  obecnoś ci  obcią ż eń  skupionych  przeprowadzimy  w  punkcie  nastę pnym  w  oparciu
o  twierdzenie o wzajemnoś ci  prac.

7.  Dowód wzorów  podstawowych

Przejdziemy  teraz do wykazania,  że otrzymane przez nas w punkcie poprzednim rozwią -
zania  pozwalają   na  podanie  przemieszczeń  sprowadzonych  danej  pł yty  Reissnera  przy
danych  na  jej  brzegu  wielkoś ciach  brzegowych.

Rys.  9

Zajmiemy  się   pł ytą   o  obszarze  B  ograniczoną   krzywą   C  (rys.  9). N iech na  brzegu  C
tej  pł yty  bę dą   dane  nastę pują ce  wielkoś ci:  m„,  mnu  q„,  © i, w„,   OJ,.  Ogólnie  biorą c  wiel-
koś ci  te  nie  są   niezależ ne  (tylko  trzy  z  nich  są   dowolne).  Pytanie  nasze  brzmi:  jaki  jest
zwią zek  mię dzy wielkoś ciami  przemieszczeń sprowadzonych  co,(i =   1, 2, 3) w  obszarze  B,
a  danymi  powyż ej  wielkoś ciami  na  brzegu  Cl

Odpowiemy  na  to  pytanie  obliczając  kolejno  co\ , a>2,  co- }  w  obszarze  B.
7.1. Obliczenie przemieszczenia pionowego w  ̂ Zastosujemy  twierdzenie  o  wzajemnoś ci  prac

do  dwóch  stanów.  Jednym  z  nich  niech  bę dzie  stan  omówiony  powyż ej  zwią zany
z danymi wielkoś ciami  brzegowymi.  Stan  ten  symbolicznie  oznaczymy  jako  S  (co).  Jako
drugi  stan przyjmiemy  stan odpowiadają cy  obcią ż eniu  siłą  skupioną   pł yty nieograniczonej
(6.14.1),  (6.19)  S(co0).  Rozwią zanie  to  wykazuje  osobliwość  w  punkcie  przył oż enia  siły
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skupionej  (0, 0), nie moż emy więc  zastosować  twierdzenia  E. Bettiego  dla cał ego obszaru
pł yty  B. Wytnijmy  z  niej  obszar  zawierają cy  wewną trz  punkt  (0,0)  i  ograniczony  okrę-
giem  C,. o promieniu  r.  Zastosujmy  teraz  twierdzenie  o  wzajemnoś ci  prac  (3.14)  do  ob-
szaru  ograniczonego  brzegiem  C i  Cr  (rys. 9). Uwzglę dniając  to, że w obszarze  tym dla
obu stanów/; =  XM  =   YM =  0, otrzymamy:

(7.1)  J (qn

Indeksem  0  oznaczono  powyż ej  wielkoś ci  zwią zane  z  obcią ż eniem  siłą  skupioną.
Zanalizujmy  teraz  zachowanie  się  zależ noś ci  (7.1) przy  dą ż eniu  promienia  r  do zera.

Zanim  wykonamy  tę analizę,  podamy  odpowiednie  wielkoś ci  rozwią zania  osobliwego
na  brzegu  C,.:

Pr
o)„ o  =   CO20COSW- Ji

OTtJJ

c 9  = 0,
=  (mx0

P  1
q"°'~   2n~7-

Zależ noś ci  powyż sze  otrzymano  po wykorzystaniu  zwią zków  (3.10),  (3.11),  (6.14.1)
i  (6.19).

Prześ ledzimy  teraz  zachowanie  się poszczególnych  skł adników  wyraż enia  (7.1) przy
;•   - *•  0.  Zauważ my  ponadto, że  dla brzegu  Cr  ds =   —rdcp.

Biorąc  pod uwagę  cią gł ość  funkcji  qn(co) otrzymamy  lim J  qno)\ads = 0.
"+ 0  CV

Analogicznie  postę pując  po  uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (7.2) otrzymujemy:

(7- 3)  Hm \  q„a>iads = lim  _ Z _  |  q„r*lnr*ds—lim.   i!t  |  q„(lnr*+2)ds  =
~*  Jr  r- ,0  UnD Jr  r- o2QQ.- v)nD £

2%  2n

C  Ph2r  C
?B^+ I im = s ?1  ^- - (la^+l)  q„d<p.

r  T> 2  r

lim  m„o)„ 0ds =   uyl- —= - (lnr2+ l)  dy = 0,
r  Cr  0

li m  J w,„  a)rOife = 0,
(7.4)  ^ ° C r  ^

C  PC
lim  qnOwids  =  lim——  wicSp =   POJI (0, 0),

lim J  (m„oco„+wn(0co,) Ĉ = 0.

b*
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Ostatecznie  wię c  po  wykonaniu  przejś cia  granicznego  ;•   -•  0  w  wyraż eniu  (7.1)  i  po
przyję ciu  P  =   1 otrzymujemy  wzór  podstawowy  dla  okreś lenia  ugię cia  a>i(go) za pomocą
wielkoś ci  brzegowych:

=  J  {q„(Oio+m n(o„ 0+m„ to)to—q„0a}i—m„ilcDn—m„t0o)l)ds.

c

Wykazaliś my  wię c,  że  rozwią zanie  (6.14.1)  ma  wymaganą   osobliwość  dla  wyraż enia
wielkoś ci  coL(Q0) w  danym  obszarze  B  za  pomocą   wielkoś ci  brzegowych.

Ugię cie  w  dowolnym  punkcie  obszaru  pł yty  Qo(x,y)  obliczymy  ze  zwią zku  (7.5),
jeż eli  dokonamy  przesunię cia  ukł adu  współ rzę dnych.  Wtedy  wielkość  z  indeksem  0  bę -
dziemy uważ ali  za funkcje  dwóch punktów np.:

wio  =

20(1  - v)nD  l  u  '  l

Punkt<2i(.\ 'i, ji) znajduje  się   na krzywej  C.
Pozostaje  jeszcze  pytanie,  czy  jeż eli  dodamy  do  rozwią zania  osobliwego  przed  chwilą

dyskutowanego  rozwią zanie  «centrum zginania»,  wynik  ulegnie  zmianie  i  w  jaki  sposób.
Okazuje  się ,  że  jeż eli  we  wzorze  (7.1)  wstawimy  zamiast  rozwią zania  z  indeksem  0  roz-
wią zanie  osobliwe  «centrum zginania»  (6.14.2),  (6.18), to w  wyniku  przejś cia  granicznego
otrzymamy:

li m  f  (q„c © o .

Oznacza  to,  że  rozwią zanie  «centrum  zginania»  jest  nieprzydatne  do  zbudowania
wzoru  (7.5). Porównując  wnioski  powyż sze  z  zależ noś ciami  (5.4)  i  dalszymi  widzimy,  że
działanie  siły  skupionej  opisuje  rozwią zanie  (6.14.1).

Dyskusję   powyż szą   warto  porównać  z  przykł adem  podanym  przez  E.  STERNBERGA
i  R. A.  EUBANKSA  [32]  dla  przypadku  centrum  ś ciskania.

7.2. Obliczenie  w2.  Postę pując  analogicznie  jak  poprzednio  rozpatrzymy  dwa  stany
obcią ż eń.  Jednym  z  nich  niech  bę dzie  stan  S(m)  okreś lony  przez  wielkoś ci  brzegowe.
Natomiast  jako  drugi  stan  przyjmiemy  obcią ż enie  momentem skupionym  XM,  przył o-
ż onym  w  począ tku  ukł adu  współ rzę dnych.  Począ tek  ukł adu  umieś cimy  w  obszarze  B
zaję tym  przez  pł ytę   (rys.  9).  Stan  ten  symbolicznie  oznaczymy  jako  S(w<f).  Zastosujmy
teraz  twierdzenia  E.  BEttiego  do  obszaru  ograniczonego  brzegiem  C  i  okrę giem  współ-
ś rodkowym  z  punktem  przyłoż enia  momentu  skupionego.  Zagadnienie  sprowadza  się
do  zanalizowania  wzoru:

(7.6)  /   {qno)%+in„atf Q+m,ua$qĄ0mm%o)„~m%!>(ot)ds  =  0
C+Cr

przy  r * 0.

Powyż ej  indeksami  ^  oznaczono  wielkoś ci  zwią zane  z  obcią ż eniem  momentem  sku-
pionym XM  (6.29).
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Musimy  wię c  teraz obliczyć  granicę   całki  (7.6) po  krzywej  Cr  przy  r ~> 0. Zanim prze-
prowadzimy  to  obliczenie,  podamy  potrzebne  do  dalszych  rozważ ań  zwią zki  mię dzy
zmodyfikowanymi  funkcjami  Bessela  pierwszego  i  drugiego  rodzaju  / v(z),  Kv(z).  Bę dzie
nas  interesowało  zachowanie  się   tych  funkcji  i  ich  pewnych  kombinacji  dla  wskaź nika
v =  0,1 przy  z  -> 0.

Przedstawimy  te  funkcje  rozkł adając je  na  czę ść  regularną   i  czę ść  osobliwą   [34]

^f H+ 2 w( if K+ J + - 4)

2!3!  \  2 /   +  "  ^  r(k+l)I\k+2)[   2
/ t=0

Biorą c  pod  uwagę   powyż sze  zależ noś ci  podamy  poniż ej  granice  pewnych  kombinacji
zmodyfikowanych  funkcji  Bessela  przy  z  - * 0.  Wyraż enia  te  [granice  potrzebne  bę dą
w  dalszym  cią gu  pracy  przy  szacowaniu  wyż ej  wspomnianych  całek  wyraż enia  (7.6)]
przedstawimy  kolejno

lim
r- *0  Wr

- Kt(yr)- yrKo(yr)\   = O,

(7.8)

Obliczmy  teraz  granice  poszczególnych  skł adników  wyraż enia  (7.6)  po  krzywej  C,.
przy  r  -> 0.
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Po  wzię ciu  pod  uwagę   zależ noś ci  (6.31),  (6.33),  (7.8)  i  regularnoś ci  w  obszarze  B

rozwią zania  stanu S(m)  otrzymamy:

lim  qno:'v)ds=  — l im - - - - - r2( ln r 2+ l )  qncosipdcp =   0,
r- ^-0  • /   r- *0  oTtJJ  J

Cr  0

2%

lim  I  m»o)%ds =   lim  o- 7r> "0n r2+ 3) m„cos<pd<p—
r^ O  • /   r^ O  0 7 ^  •>

C  0

..  M  to  \  1  f

lim  m„,("fods  =  — limlim  m„,("fods  =  — li
r > 0 .'  r >C r

2

lim  qffo'^ds  =  — lim - —  y^i(y/ - )  I
r_>0  "̂   r- »0  2,71  \  r  J  J

Cr  0

dp  =  0.

Ostatnie dwie  całki  wyraż enia  (7.6) przekształ cimy, podobnie zresztą   jak  w  przypadku
obliczenia  ugię cia  4  (7.2),  nastę pują co:

Cr  Cr  Cr

Wykorzystując  teraz  zależ noś ci  (6.34),  (6.35)  otrzymujemy

l-   f  t  M  ,  M  •   >>  i  v  ) M  C  ,  Mv  f
hm  (mfocos'  + m^,osin  )  »2<w =  lira  —  co2d  + -   -   «ii '

2a
2  2y  f  f  1

Ki(yr)—y2Ko(yr)\ \  co2cos2  J®+ w/ «ri(yr)  w2sin2©(/ (»> =  Afco2(0,0),

1'  I   /   Af  •   Af  i A/ V  /

r- cO  f/   r- >0  1 47C  Jr- >0  I  4  J
0

T  [i~~  y7- *(y)- y«iCyO- y»- J- JKk(yr)J[ i  * ( ) « i C O » J J Kk ( ) J  J  a)3sin2^̂ j = 0.
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Wracając  teraz do analizy  zależ noś ci  (7.6) moż emy stwierdzić, że po wykonaniu  przejś-
cia  granicznego  w  tym  wyraż eniu  r  -> 0  i  po  przyję ciu  M =  1  otrzymamy:

(7.11)  w2(6o)  =  /   (q„  cow+mnm 0̂+mm(o^- q â  a)i—wJJ con- mjf0 ft);) ds.

Wielkoś ci  z  indeksem  <f  przedstawiają   rozwią zanie  pł yty  nieograniczonej,  obcią ż onej
momentem  skupionym  X,„  —  Md(x)d(y)  przy  M  =  1.

Podobnie jak  w punkcie  poprzednim 7.1, jeż eli  dokonamy  przesunię cia  ukł adu współ-
rzę dnych  i  wielkoś ci  z  indeksami  $f  bę dziemy  traktowali  jako  funkcje  dwóch  punktów
Qo(x, y)iQi(xi,  ji ) , otrzymamy ze wzoru  (7.11) sprowadzony ką t  obrotu co2w  dowolnym
punkcie Qo(x, y)  obszaru  B.

Rozszerzenie  omówionego  zagadnienia  na  pł yty  trójwarstwowe  jest  bardzo  proste
i  nie wymaga  dodatkowych wyjaś nień,  wystarczy  posł uż yć się  tylko wspomnianą  uprzednio
analogią   mię dzy  pł ytami  Reissnera  i  pł ytami  trójwarstwowymi  (2.12).

8. Rozwią zanie szczegółowe

Podane  w  p.  6  rozwią zania  podstawowe  osobliwe  dotyczą   pł yt  nieograniczonych.
Łatwo  sprawdzić,  że  wzory  podstawowe,  podają ce  rozwią zanie  ukł adu  równań  (2.3)
za  pomocą   wielkoś ci  brzegowych,  bę dą   nadal  aktualne,  jeż eli  zamiast  rozwią zań  pod-
stawowych  osobliwych  zastosujemy  rozwią zania  bę dą ce  sumą:

o).—  ,»(0- f  ,(>)  i =  1,2,3,

gdzie  rozwią zania  z  indeksem  r  przedstawiają   funkcje  regularne w  obszarze  zajmowanym
przez  pł ytę .

Jak już  powiedzieliś my  wyż ej,  w zagadnieniu pł yt Reissnera  moż emy założ yć na  brzegu
tylko  trzy  niezależ ne wielkoś ci,  podczas  gdy  we  wzorach  (7.5)  i  (7.11)  wystę puje  ich  sześ ć.
W  zwią zku  z powyż szym  rozwią zanie  szczegółowe  dla  danej  płyty przy  okreś lonym prob-
lemie  brzegowym  otrzymamy  wykorzystując  wzory  podstawowe  przy  wykorzystaniu
zamiast  osobliwych  rozwią zań  podstawowych  rozwią zania  bę dą cego  sumą   tego  ostatniego
i  rozwią zania  regularnego  tak  dobranego,  aby  były  spełnione jednorodne warunki  brze-
gowe  danej  pł yty.

Zagadnienie  znalezienia  wyż ej  wspomnianego  rozwią zania  regularnego  nie  przed-
stawia  pod  wzglę dem  matematycznym  trudnoś ci.  Moż liwe  jest  tu  zastosowanie  metod
numerycznych.  Sposób  powyż szy  jest  znany  i  był   wykorzystany  przez  PUCHERA  [35],
SUCHARA  [36]  oraz  KRU GA  i  STEINA  [37]  przy  budowaniu  powierzchni  wpływowych  dla
pł yt cienkich.

Jeszcze  wydatniej  potrafimy  uproś cić  rozwią zanie,  jeż eli  bę dziemy  znali  rozwią zanie
zamknię te  danej  pł yty  obcią ż onej  siłą   skupioną   i  momentem skupionym  przy  spełnieniu
jednorodnych  warunków  brzegowach  danego  zagadnienia,  tzn.  jeż eli  bę dziemy  znali
funkcje  G reena tego  zagadnienia.

Sposób  wykorzystania  wzorów  podstawowych  (7.5)  i  (7.11)  dla  otrzymania  rozwią -
zania  pewnego  problemu  brzegowego  omówimy  na przykł adzie. N iech bę dzie  dana  pł yta
zajmują ca  obszar  B. Szukamy przemieszczeń  wf(i  =  1, 2, 3) w  obszarze płyty przy danych
na  brzegu pł yty C nastę pują cych  wielkoś ciach:  m„(s) =fi(s),  wi(s)  =  fz(s), m„t(s)  =Ms).
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Założ ymy, że znamy  rozwią zania zagadnienia naszej  pł yty obcią ż onej  siłą   skupioną   P  =   1
oraz  momentami  skupionymi  Mx  — 1  i  My  =  1.  N iech  rozwią zania  te  spełniają   nastę-
pują ce  warunki  brzegowe:  mn(s)  =  coi(s) =   m„,{s) =  0.  Rozwią zanie  naszego  problemu
otrzymamy  wię c  wprost  z  zależ noś ci  (7.5)  i  (7.11) np.

wi(go)  =   f[fi(s)a>io+Ms)ml0- f2(s)q„0]ds,
ć

gdzie pod  całkami wystę pują   tylko  znane  funkcje.
W  punkcie  niniejszym  pokaż emy  rozwią zanie  pewnego  problemu  brzegowego  pł yty

Reissnera  i  trójwarstwowej,  które  otrzymamy  w  oparciu  o  powyż sze  rozumowanie.

8.1. Półplaszczyzna. Rozważ my  półpłaszczyznę   ograniczoną   prostą   x  =  0.  Założ ymy
nastę pują ce  dane  na  brzegu  ograniczają cym  naszą   pł ytę :

coi(0, y)  = / 1( y) ,  mx(0,  y)  =f2(y),  co„(O, y)  =  - wt(0,y)  = / 3( j) .

Zadaniem naszym jest znalezienie przemieszczeń  a>;(; =  1,2,3)  dla  x  >  0 przy podanych

wyż ej  wartoś ciach  brzegowych.  Chcąc  wykorzystać  wzory  (7.5)  i  (7.11),  zgodnie  z  tym

co już  powiedziano  wyż ej,  powinniś my  znać rozwią zanie  osobliwe  spełniają ce jednorodne

warunki  brzegowe  a>w  =  mx0  =  C030 =  0  dla  prostej  x  =  0.  Rozwią zanie  takie  nazywamy

funkcją   G reena.  Jeż eli  wię c  potrafimy  znaleźć  funkcję   G reena  dla  półpłaszczyzny  przy

danych  powyż ej  warunkach  brzegowych,  to  rozwią zanie  problemu  przedstawimy  nastę-

pują co :

oo

o>i(x, y)=  f  \ f2(yi)co$(x, y, Q,yi)- fi(yi)q$(x,  y, 0, yi)+A(yi)m$kx,y,  o,  y,)]dyu

/   i f t t ] m f f i ( x , y , Q , y x ) } d y x

i  analogicznie  dla  a>i(x,y).  Powyż ej  indeksem  P  oznaczono  rozwią zanie  dla  siły  P  =  1,
a  indeksem  X  rozwią zanie  dla  momentu  skupionego  XM.

Wracając  do  sposobu  znalezienia  tych  rozwią zań  zauważ my,  że  ż ą damy  spełnienia
dla  nich  warunków  antysymetrii  na  prostej  x  — 0,  czyli  wolnego  podparcia  z  przeponą
[warunek  4  (4.6)].  Rozwią zanie  otrzymamy  wię c  obcią ż ając  pł ytę   nieograniczoną   siłą
i  momentami  skupionymi,  antysymetrycznie  wzglę dem  osi  x  =   0.  Zauważ my  jeszcze,
że bę dą   nas  interesowały  tylko  pewne wielkoś ci  tych  rozwią zań  na prostej  ograniczają cej
nasz  obszar.  Aż eby  nie  rozszerzać  pracy,  podamy  wię c  jedynie  te  ostatnie.  Wykorzy-
stując  zależ noś ci  (6.14.1),  (6.21),  (6.31)  i  (6.34)  oraz  (3.10)  i  (3.11)  otrzymamy:

«$( *, y> o, yi) =  - «>$(*, y, o, yi),  ?# ( *, y, o, yt)  =  - q$(x,  y, o,  yi),
(  •   " }  w$>(*. y, 0, yi) =  «S&(*,y,o,yi);

«i{?(*. J=  0, yx) =  i

(8.2.2)

J  y
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0,yi) = ~ ~  0aH!+2cos»fl+l)+

TTD  5(1 —r)  i  r£

(8.2.3)  gg>(*, y, 0, yi) = ~ {^

I—v  sin0cos20
• X

(8.2.4)  9C5>(x, y, 0, yó =   - 1 .

1 —vcos0cos20  1  /J2 (cos

—s- —7 j-   ~T\ —

gdzie oznaczono:

r\  = x*+(yiyĄ,  y =

(p) kolejno  (?), (X), (

—  ,  cos(9 =  —

Wstawiając  powyż sze  zależ noś ci do zwią zków  (8.1) otrzymujemy  rozwią zanie problemu.
Przykł adowo  podamy  rozwią zanie  dla  przypadku  / z = / 3 =  0,  coi(Q,y)  —fi(y):

ł
—o o

\ fi(yi)dyi

i podobnie dla coi(x, y).
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Oczywiś cie  łatwo sprawdzić  po  wzię ciu  pod  uwagę   wyraż enia  asymptotycznego  dla
duż ych wartoś ci argumentu [38]

(8.4)

(v,k) (v,0)=1

Ban
że lim  a>2 =  5—, czego  należ ało się   spodziewać.

Podamy jeszcze  rozwią zanie  dla  przypadku,  gdy / i = fi  = 0, fi  =»  M(3(ji)  co odpo-
wiada  działaniu  momentu  skupionego  w  począ tku  układu  współrzę dnych  (rys.  10).

Rys.  10

W  tym  przypadku  obcią ż enia  rozwią zanie  podamy  jedynie  dla  momentu mx(x,  y)\

Pozostałe wielkoś ci łatwo otrzymamy po wykorzystaniu zależ noś ci niniejszego punktu.

§  1V-   O"

H  2H  3H  4W  SH 10H

/

I

y
*  i

/

- —""

rT—- L—| —- j- X

mnoż nik^

/   ptyta  cienka

mx(x,o)

Rys.  11
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Rozwią zanie  podane powyż ej  (8.5) jest  słuszne także  dla pł yty  trójwarstwowej,  należy
tylko  posłuż yć się   analogią   mię dzy  tymi pł ytami i pł ytą  Reissnera  (2.12).

N a  rysunku  11  podano  wykres  mx(x,  0)  dla  pł yty  trójwarstwowej  o  nastę pują cych
charakterystykach:  E  =  1,8  •   105  kG/ cm2, Gs  =  1,0  •   10" kG/ cnĄ   d =  3  cm, hx =   10 cm,

Vl  =  o,  rj -   1,35  17, y  <m  1,217  J,,  #  =   2hu

D la  porównania  pokazano  na  tym  samym  rysunku  wykres  odpowiadają cy  cienkiej
pł ycie  izotropowej.

Dodajmy  na  koniec, że  rozwią zanie  od momentu skupionego  moż emy  także otrzymać
wprost  z  rozwią zania  (6.31),  (6.34) wykorzystując  antysymetrię   działania  momentu.

8.2. O osobliwoś ciach  wyż szego rzę du  w  teorii płyt Reissnera i  trójwarstwowych.  Podamy  poniż ej
rozwią zanie  zagadnienia  nieograniczonej  pł yty  Reissnera  poddanej  działaniu obcią ż enia
skupionego,  równego  róż nicy  momentu  skupionego  zdefiniowanego  w  oparciu  o  obcią-
ż enie  Xm  — M(Qo)  i  momentu skupionego  okreś lonego  jako  granica  M  =  lim  Pex.

*,- >o
Zadanie to  ma raczej  charakter  teoretyczny, niemniej  posłuży do zilustrowania  tezy, że

sformułowanie zagadnienia przy obcią ż eniach skupionych w teorii pł yt nie może być oparte
na tak zwanym sformuł owaniu tradycyjnym,  o którym była już mowa w p. 6 niniejszej pracy.

Zajmiemy się  nieograniczoną  pł ytą  obcią ż oną  jak pokazano schematycznie na rys. 12.
Pł   P

Rys.  12

Rozwią zanie  dla  takiego  obcią ż enia  otrzymamy  odejmując  od  siebie  odpowiednie
rozwią zania,  podane  w  p.  6  dla  obu  rodzajów  momentu skupionego.  Biorą c  pod  uwagę
zwią zki  (6.21)  i  (6.31)  otrzymamy:

AM ił
ITID  5(l- i/)

(8.6)  wiM  =  -

AM
ft>3  =  —  •

2nD  5(1—v)

M oż na  wykazać, że  w  przypadku sprowadzenia problemu  do  szukania jednej  funkcji

biharmonicznej  i  jednej  speł niają cej  równanie  I I —  •—  V2) / f  =  0, jak  pokazano  w  p. 2

(2.8),  otrzymujemy  dla  omawianego przypadku:

M  te  d

M
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W  tym przypadku  wielkoś ci  sił  wewnę trznych  ł atwo wyznaczyć  korzystając  zs  wzorów
(2.1)  i  zależ noś ci  (8.6)  albo  wykorzystując  podane w  p.  6 wielkoś ci  sił  wewnę trznych  dla
obcią ż enia  momentami skupionymi  obu  rodzajów.  Poniż ej  podamy  jedynie  przykł adowo
dla  współ rzę dnych  biegunowych:

M  cosr/5
<Jr  =   - - ~- y——

( 8 ' 8 )

m<=  ~ ^ -

Moż na  się   przekonać, że  rozwią zanie  tegojproblemu,  podane  wyż ej,  spełnia równanie
zagadnienia  i  jest  regularne  w  całej  płaszczyź nie  z  wyją tkiem  punktu  (0, 0),  poza  tym
wypadkowa  wszystkich  sił   brzegowych,  dla  dowolnego  obszaru  zawierają cego  wewną trz
punkt  przyłoż enia obcią ż enia  skupionego, jest  równa  zeru.  Jest  to  zrozumiałe ze  wzglę du
na  fakt,  że  obcią ż enie  jest  samozrównoważ one.  Wobec  powyż szego  w  sformułowaniu
tradycyjnym  stan  ten powinien  być  równy  «zeru»,  czego  oczywiś cie  nie moż na  stwierdzić.
Wydawać  by się  mogło, że zgodnie z zasadą   Saint- Venanta róż nica wynikają ca  z  powyż szego
rozwią zania  może nas  nie  interesować.  Jednak  i  z  tym  nie  moż na  się   zgodzić,  ponieważ
zasięg  wpływu  powyż szego  rozwią zania  nie  jest  mniejszy  niż  poprzednich  rozwią zań
dla  obcią ż eń,  które nie były  samozrównoważ one.  Poza  tym  rozwią zanie  podane  powyż ej
dla  róż nicy  omawianych  dwóch  momentów  nie jest  fizycznie  bez  znaczenia.  Rozwią zanie
to  w  sposób  istotny,  w  sensie  twierdzenia  o  pracy  wirtualnej,  wpływa  na  poszukiwane
wielkoś ci  przemieszczeń.  Mianowicie, przy  zastosowaniu  rozwią zania  momentem skupio-
nym pary sił  pionowych, we wzorach podstawowych,  podanych w pracy, otrzymamy w  wy-

niku  wielkoś ć ——,  natomiast  po  dodaniu  do  powyż szego  rozwią zania,  rozwią zania  dla

obcią ż eń  zrównoważ onych,  bę dą cego  przedmiotem  dyskusji,  otrzymamy  rozwią zanie
«2,  czyli  że  sens  fizyczny  rozwią zania  dyskutowanego  jest  wyraź ny.

W  zakoń czeniu  pracy podajemy  propozycję   w  sprawie  dokładniejszego  formuł owania
problemów  z  obcią ż eniami  skupionymi  w  teorii  pł yt,  w  których  uwzglę dniamy  odkształ-
cenia  od  sił  poprzecznych.

9. Zakoń czenie

Podane  w  pracy  rozwią zania  i  wzory  mają   charakter podstawowy.  Mogą   one znaleźć
zastosowanie  przy  rozwią zywaniu  wielu  problemów  brzegowych  teorii  pł yt  Reissnera
oraz teorii pł yt  trójwarstwowych.

W pracy  starano się   spojrzeć  na zagadnienie pł yt  Reissnera  i trójwarstwowych  z jedno-
litego  punktu  widzenia,  który  jest  kontynuacją   znanego  podejś cia  do  równania  harmo-
nicznego, równań  teorii sprę ż ystoś ci  czy  też równania  teorii pł yt cienkich. Zwią zki  podane
w  pracy  mogą   służ yć do  sporzą dzenia  powierzchni  wpływowych  pł yt  Reissnera  jak  i  pł yt
trójwarstwowych.  Przykłady  podane  w  pracy  mają   charakter  ilustracyjny.  Poza  tym
wyprowadzone  zwią zki  pozwalają   na  sformułowanie  szeregu  problemów  brzegowych
dotyczą cych  niecią głych  warunków  brzegowych  [24].

Praca  ma jeszcze  jeden  aspekt.  Mianowicie  wykazano  w  niej,  że  tradycyjne  sformuło-
wanie  problemu  znalezienia  rozwią zania  zagadnienia pł yty  Reissnera  lub  trójwarstwowej,
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przy  obcią ż eniu  siłą   skupioną,  nie  zapewnia  jednoznacznoś ci  rozwią zania.  Pod trady-
cyjnym  sformułowaniem  rozumiemy, podobnie jak  STERNBERG  i  EUBANKS  [32],  sformuło-
wanie podane w niniejszej  pracy.

W  punkcie  6  otrzymano  dwa  rozwią zania  zagadnienia  pł yty  nieograniczonej,  które
spełniają   tradycyjne  ż ą dania  wymagane  od  rozwią zania  dla  takiej  płyty  obcią ż onej  siłą
skupioną.  Rozstrzygnię cie,  które  z  tych  rozwią zań  odpowiada  obcią ż eniu  siłą   skupioną,
otrzymano  w  oparciu  o  twierdzenie  o  wzajemnoś ci  prac.  Okazuje  się ,  że  rozwią zanie
odpowiadają ce  obcią ż eniu  siłą   skupioną   powinno  dodatkowo  spełniać nastę pują cą   zależ-
noś ć:

li m  J  (qnoUll.- \ - m„0oj„ r+m„ t0wtl.- ~ql„.to 10—m„,cori0—mntl.a>to)ds  =  Pe»i(0,0).
r- >0  c,

gdzie  indeksem  0  oznaczono  rozwią zanie  zagadnienia  pł yty  obcią ż onej  siłą   skupioną,
a  indeksem  r  dowolne  regularne  rozwią zanie  dla rozpatrywanej  pł yty.

Podobne warunki  powinny  spełniać rozwią zania  zagadnienia pł yty obcią ż onej momen-
tami  skupionymi.

W  tym sensie  praca niniejsza  jest kontynuacją   problemów poruszanych przez E.  STERN-
BERGA i R. A.  EUBANKSA dla siły skupionej  w teorii  sprę ż ystoś ci  na zagadnienia  rozwią zań
osobliwych  pł yt  Reissnera  i  pł yt  trójwarstwowych.
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P  e 3 io  M e

HEKOTOPLIE BOIIPOCLI  TEOPHH IDIACTHHOK PEHCHEPA H TEOPHH TPEXCJIOHHLIX
njIACTH H OK

pa6oTbi  HBJiaeTcn  TeopHfl  rrnacTHHOKj  yraTbiBaiomaH  fle(popMannH3  BM3BaHHŁie  nonepe -̂
HLIM H  CHJiaiviH. 3 ia Teopił fl  OTHOCHTCH,  B ^lacTHocTH, i< njiacTHHKaMj  paoMiTbiBaeivibiM   no TeopHH  Peftc-
Hepa,  a  TaK>Ke K TpexcnotobiM   mracTHHKaiw.

ITpcflnojiaraeTcjij  ^TO BHenn- rae  CJIOH  paccMaTpHBaeivibix  TpexcjiOHHtix  nnacTimoK  HBJIHIOTCH H30-
TponHbiMH, 6e3 wecTKocTH  Ha H 3rn6,  Tor\na  I OK cpeAHHHbiii  CJIOH  BOcnpHHHiwaeT  HCKniOHirrenbHO  no-

paSoTbi  HBJineTCH BMBefleHne  OCHOBHWX  diopiwyjij  ;(aioiu,HX  BO3M0>KH0CTb  Btipa3HTb
pemeHHe fljin  aaHHoii njiacTHHKH ̂ iepe3 KpaeBbie  BejnrqiiHbi.  AnajiorH^iHbie  dpopMynbi H 3Becunj  B Teoprai
rapMOHiwecKHx  4'yHKnnfi  (5.1)3  (5.2) H B TeopHH  TOHKHX  nnacTHHOK  (5.3).

OcHOBHbie  (hopMynbi  fljia   o6cy>KflaeMbix  B pa6oie  njiacTHHOK  nojiytieiro  na ociiOBe  n pusquna  B3aHM-
HOCTH  pa6oT3  BBefleHHoro  B pasflejie  3 H Ha ocHOBe  cHHryjiapuwx  peineHHił.  CniiryjiHpHwe  penieHHH
npeflCTaBjieiibi  B pa3flejie  6  HacioHmeii  pa6oTH3  B 3aMKHyioM   BH^e.  n p ii  nocipoemiii  cnHrynapHbix
peiuemm  ncnojib3OBano  flBOHHoe3  6ecKOHenHoe  npeo6pa3OBanne  cpypte.  n pH o6pameHHH  npeo6pa3o-
BaHHfl  Hcnonb30Bano,  BBefleHHoe  H . A.  AflAMAPflO M  [29] noHHTne  KOHeinioft  TOCTH  pacxoflHmerocH
HHTerpajia.

OGcyjKflaeTCH  0flH03iiaqH0CTŁ  peuteHuft  fljin   cnyuaji  pfi&cxBwn cocpeflOTOHemibix  ain.
Pa6oTa  HJunocTpupyeTCfi  npniwepaMH  peuieHHH  HeKOTOpfaix  KpaeBbix
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S u m m a ry

SOME PROBLEMS OF REISSNER'S THEORY OF PLATES AN D OF THE THREE- LAYER  PLATES

I n  the paper  the plates  theory  which  includes  strains  due  to  shear  forces  has  been  considered. The
theory  concerns as  particular  cases,  the plates  calculated  according to  Reissner's  theory, and  the three-
layer plates.

I t  has  been  assumed  that  in  the  three- layer  plates  the exterior  layers  are  isotropic  without  flexural
rigidity, while  the  shear  forces  can  act  on  the  middle  layer  only.

The main purpose of  the paper is to derive  the basic formulae which enable to express the solution  for
a plate by  means of  the boundary quantities. Similar  formulae are known  for  the problems of  the theory
of harmonic functions  (5.1), (5.2) and of  the theory of  thin plates (5.3).

The  basic  formulae  for  the  considered  plates  have  been  obtained  from  the principle of  reciprocity,
derived  in Chapter 3, and  from  the singular  solutions. The latter have been obtained  in the closed  form
in  Chapter 6.  In the construction of  singular  solutions  the double  infinite  Fourier transforms  have been
applied. In order to find  the inverse  transforms,  the concept of  the finite  part of  a divergent  integral has
been  used,  as  introduced by  J. Hadamard [29].

The problem of the uniqueness of  the solution in the case of concentrated loads applied has been also
discussed.

The examples  of  the  solutions  of  some boundary value problems have  been included.

Praca  została  złoż ona  w  Redakcji  dnia  11  marca  1966  r.


