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" 1,  W  opracowaniach  z  teorii  powł ok  cienkich  zajmowany  przez  materiał   powł oki
obszar  w  trójwymiarowej  przestrzeni  euklidesowej  bywa  z  reguły  parametryzowany  ukł a-
dem  tzw.  współ rzę dnych  normalnych.  Ukł ad  ten  jest  utworzony  z  rodziny  powierzchni
f3  =  const  równoległ ych  do  ś rodkowej  powierzchni  powł oki  ( |a  =  0)  oraz  z  dalszych
dwóch  rodzin  t*   =  const,  <5 =  1,2,  ortogonalnych  do  poprzednich  i  danych  sposobem
parametryzacji  powierzchni  ś rodkowej.  Ukł ady  współ rzę dnych  normalnych  są  w  teorii
powł ok  cienkich  zwł aszcza  wtedy  dogodne  w  zastosowaniu,  gdy  odkształ cenie  powł oki
przebiega  zgodnie  z  zał oż eniami  geometrycznymi  teorii  Kirchhoffa- Love'a.  Zał oż enia te
są  bowiem  od  razu  speł nione, gdy  ukł ad współ rzę dnych  normalnych  f1,  £s, £3  przyjmiemy
jako  konwekcyjny  (odkształ cają cy  się  wraz  z  powł oką)  oraz  jednocześ nie  gdy  potraktu-
jemy  f3  jako  odległ ość  dowolnego  punktu  materialnego  powł oki  od  jej  powierzchni
ś rodkowej.

Zupeł nie  ogólny  sposób  podejś cia  do  równań  teorii  powł ok  cienkich  uzyskamy  nie
wprowadzając  współ rzę dnych  normalnych,  lecz  parametryzując  powierzchnię  ś rodkową
powł oki  oraz jej  przestrzeń  dwoma  niezależ nymi  ukł adami współ rzę dnych:  powierzchnio-
wym  i przestrzennym  (por. np.  [1]). Przyję cie  takie prowadzi  jednakże  do zł oż onej  postaci
równań  teorii  i  nie jest  dogodne  do zastosowania  metody  współ rzę dnych  konwekcyjnych.

W  przedstawionym  komunikacie  bę dą  omówione  ukł ady  współ rzę dnych  nazwań*
prostokreś lnymi,  które  moż na  przyjąć  za  konwekcyjne  również,  gdy  na  odkształ cenie
powł oki  nie  są  narzucone  wię zy  geometryczne  teorii  Kirchhoffa- Love'a,  lecz  gdy  rozwa-
ż amy  teorię  «drugiego  przybliż enia)).  Uwzglę dniamy  w  ramach  tej  teorii  wydł uż enie  lub
skrócenie  elementów  materialnych  powł oki,  normalnych  w  jednej  konfiguracji  do  tej
powierzchni  ś rodkowej,  oraz  zmianę  ką ta  nachylenia  tychże  elementów  do  powierzchni
ś rodkowej.  Takie podejś cie  do zagadnienia  moż na znaleźć w pracy  [3].

Szczególnymi  przypadkami  prostokreś lnych  ukł adów  współ rzę dnych  są  ukł ady  nor-
malne.

Oznaczenia.  Przyjmujemy,  że  wskaź niki  kontra-   i  kowariantne,  oznaczone  literami
greckimi,  przebiegają  ciąg  1,2,  a  oznaczone  literami  alfabetu  ł aciń skiego  ciąg  1, 2, 3.
W  stosunku  do  wszystkich  wskaź ników  zastosowano  konwencję  sumacyjną.

Przecinkiem  oznaczono  w  pracy  róż niczkowanie  czą stkowe  wzglę dem  zmiennych
znajdują cych  się  po  jego  prawej  stronie.  N p.: gijtk  = dguldtik  .  Kreska  pionowa  oznacza
w  pracy  pochodną  kowariantną.  Nawias  zwykły  obejmują cy  wskaź niki  oznacza  czę ść
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symetryczną  tensora  wzglę dem  wydzielonych  wskaź ników,  nawias  kwadratowy  —  czę ść
antysymetryczną.

W  stosunku  do  wielkoś ci  o  charakterze  wektorowym  zastosowano  notację  absolutną.
Poniż ej zestawiono  inne waż niejsze  oznaczenia:

{£'}  ukł ad współ rzę dnych prostokreś lnych,
?(£')  promień wodzą cy  przestrzeni otaczają cej  rozważ aną  powierzchnię n,
r(fa)  promień wodzą cy  powierzchni n,

g;  wektory  bazy ukł adu  {£'} w przestrzeni otaczają cej  powierzchnię n,
gf  wektory  bazy ukł adu  {!' }  na powierzchni 7i(dla I 3 = 0),

gij  tensor metryczny ukł adu  {!'} ,
Sij> 'Sij, "glj  pierwszy, drugi i trzeci tensor podstawowy  powierzchni n,

[</ifc]i  {/ k}  symbole  Christoffela  pierwszego  i drugiego  rodzaju  w przestrzeni  otaczają cej
powierzchnię n,

Vj; k)]l {/& }  symbole  Christoffela  dla J3 = 0,
Rprst  tensor krzywizny  Riemanna- Christoffela.

2.  Niech  równanie  powierzchni  ś rodkowej  powł oki,  którą  dalej  nazywać  bę dziemy
powierzchnią  n„ bę dzie  dane równaniem:

(2.1)  r =  r( | 1 , a)

gdzie  {|5},  (3=   1,2,  jest  ukł adem  współ rzę dnych  krzywoliniowych  przyję tym  na  tej
powierzchni.  Wektory  bazy  tego  ukł adu  zapiszemy  wtedy  w  postaci

Przyjmijmy  na rozpatrywanej  powierzchni  pole  wektorowe

ga  =  gaG61, P ),

najeż ają ce  ją  w  dowolny  sposób.  G funkcji  g3  zakł adamy,  że  jest  dostatecznie  regularna
dla  dopuszczenia  operacji  wykonywanych  na niej  w  dalszym  cią gu  pracy.  Punkt A  leż ą cy
w  otoczeniu  powierzchni  n  (przez  otoczenie  powierzchni  rozumiemy  tu  obszar  jedno-
iednoznacznoś ci parametryzacji  ukł adem  {£'})  moż na wtedy  parametryzować  równaniem:

(2.3)  r(#0

Uzależ nia  ono  punkty  przestrzeni  otaczają cej  powierzchnię  jedynie  od  wielkoś ci  na  niej
danych  (rys.  1).

Ukł ad  {i 3,  £3}  bę dziemy  dalej  oznaczać  {£')  i  nazywać  ukł adem  współ rzę dnych
prostokreś lnych. Jego  linie parametryczne  dla  £3 =  0 pokrywają  się  z liniami  parametrycz-
nymi  ukł adu  współ rzę dnych  {C5},   a  linie  parametryczne  $s  =   const  są  prostymi  o  kie-
runkach danych na powierzchni n przez  pole wektorowe  g3.  Wektory  bazy  ukł adu prosto-
kreś lnego  okreś la  równanie

Kwadrat  elementu  liniowego  z  otoczenia  powierzchni  n  zapiszemy  wtedy  w  postaci

rfs2 =   dr  •   dt  -   r  ,•  •   idd?d&
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skąd  po przekształ ceniach  otrzymamy

(2.5)  * 2  -  iy&dS*  =

gdzie  gij  jest  tensorem  metrycznym  przestrzeni  otaczają cej  powierzchnię   n.  Prócz  tego
w powyż szym  wzorze  wykorzystano  nastę pują ce  oznaczenia:

(2.6)

=  & • pierwszy  tensor podstawowy  powierzchni,

'gij=  S3,i'  Sj  drugi  tensor podstawowy  powierzchni,

"gu  =  §3,i'  §3j  trzeci  tensor podstawowy  powierzchni.

Rys. 1

ł atwo  sprawdzić,  trzeci  tensor  podstawowy  moż na wyrazić  przez drugi  tensor  podsta-
wy  i  skł adowe  kontrawariantne  pierwszego  tensora  podstawowego.  Zależ ność  ta  ma

"gil

Jak
wowy
postać:

(2.7)

gdzie

Bezpoś rednio  z definicji  wynika,  że składowe kowariantne  drugiego  tensora  podstawo-
wego tworzą   nastę pują cą   macierz:

(2- 8)  [ ' f i d - [o  o ] "

3.  W  dalszym  cią gu  pracy  bę dziemy  również  korzystać  ze  składowych  kontrawariant-
nych  tensora  metrycznego  gtj.  Znajdziemy  je  w  postaci  rozwinię cia  w  szereg  potę gowy:

(3.1)

9  Mechanika  teoretyczna
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gdzie

(3.2)

Wykorzystamy  teraz zwią zek  wią ż ą cy  skł adowe kontra-  i kowariantne tensora  metrycz-
nego

(3.3)  gikg
kj  =   di

Po  podstawieniu  do równań  (3.3) zależ noś ci  (2.5) i  (3.1)  oraz po przyrównaniu  współ-
czynników  przy  tych samych potę gach £3  otrzymujemy:

(3.4) 'g(kn)'gW-  'gkn  'gJi)gin+   ...  .

Wykorzystano  tu równoś ci  (2.7)2 oraz  zwią zek

(3.5)  'gkJ =   'gm„g
kmgJn.

4.  Przejdziemy  obecnie do  okreś lenia  operacji  róż niczkowania w otoczeniu powierzch-
ni n. Do wyznaczenia pochodnej kowariantnej musimy znać symbole  Christoffela.  Moż na je
znaleźć w sposób  prosty  korzystając  ze zwią zków:

(4.1)

§3,3  =   g3,3  =   0.

Ponieważ  (por. np.  [2], str. 26)

(4.2)  [if;  k] = gk

więc dla I s = 0 otrzymamy nastę pują ce  wzory:

(4- 3)

[<U; a] =   [dX;  cr]( f.= 0)

[<5A; 3] =   [W;  3]K,= 0)

[ ( 5 3 ; J ]=   [(33;%»_o)  =

[33;  <5]  -   [33; 3] = 0.

1

Przez podniesienie wskaź nika pierwszym  tensorem podstawowym powierzchni dochodzimy
do  zależ noś ci:

(4.4)

{tó  =  8*

{ is}  = U\ }  = o.

Wykorzystując  powyż sze  zwią zki  mamy  na przykł ad  dla pola  tensorowego  Tu  na  po-
wierzchni  (i3 =  0) nastę pują ce  wzory:
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(4.5)

=  Tsx,a~ \ds\TkX

5.  Podane  powyż ej  symbole  Christoffela  pozwalają   napisać  równania  istnienia  po-
wierzchni  przy  nieortogonalnym  najeż eniu.  Punktem  wyjś cia  bę dzie  tu  własność  przes-
trzeni  euklidesowej,  stanowią cej  otoczenie  powierzchni  n.  Wiemy  mianowicie,  że  w  tej
przestrzeni  tensor  krzywizny  Riemanna- Christoffela  jest  równy  zeru  [2].  Moż na  to  za-
pisać  w  postaci

(5.1)  imt  =   0,

gdzie

(5.2)  Rprst  =  i -   (gpt,rS+gr,iPt- gps,rt- grt,ps)+g"a([r^   m][pt; »]- [rt ]  m][ps] «]).

Zwią zki  (5.1)  i  (5.2) prowadzą   do  nastę pują cych  zależ noś ci:

(5- 3)

&arfP  =   0)  =  ^2323 =  0,

AU M ( P  =  0)  =   R1323  =  0,

Rm^3  = 0) =  Riaa  =   0,

Ą auCP  =  0)  -   i?2 3 12  =  0,

^132l(|3  =  0)  =   R l m  =   0.

Wykorzystując  zwią zki  (4.3),  równania  (5.3)!  i  (5.3)2  zapiszemy,  jak  nastę puje:

Raata =  y  (4 'g(<>a),i- 'gik 'gsk—g8s,t*)+gmn[38; rn][3d;  n] =  0  (d —  niesumowane!),

natomiast  równanie  (5.3)3 przyjmuje  postać

- Rl323 -   Y  ( 2  '# (").2 +  2  'g(.M),l- 2  'gik  'gu- gM.vd+g""'  'gm  'gin  -   0.

Powyż sze  zależ noś ci  moż na  napisać  w  postaci  ukł adu równań

(5.4)  g33tdx  =  'g5S,X+'gX3,S-

Składowa  i?1212,  opisują ca  zakrzywienie  powierzchni  n,  po  rozwinię ciu  przyjmuje
postać

(5.5)  Rim  =   i -   (2g1 8 s l 2- g1 1, 2 2- ga 2 i l l)+ g'"n( [12;  m][\2; »] - [22;  m][U;   n)) =

( 2 ) +

-   [U J

9*
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Wprowadź my  oznaczenie

(5.6)  J?x*ai2 =   - £ *3{- 2 [ i2;  5]'*<«,+ [22; 8\ 'ga+[tt;   d]

—g33{—2g- 3(1>8)  ( ,  ,  }

Równanie  (5.5) okreś la  teraz  zależ ność

(5.7)  RfUi  =   —i - ( gl l j 2 2 - 2 1̂ 2, 1 2+ g3 2, 1 1) + gM ( [12;  <5][12; A]- [22j  <5][11; A])—

Ostatnie  dwa równania  istnienia  powierzchni  otrzymamy  z  warunku  zerowania  się
skł adowych  ^2312 i  - R1321 tensora  Riemanna- Christoffela.

Pierwsze  z nich zapiszemy  w postaci

2̂312 = y  (2 ' ftu+ ftx.M - 2  'g(21),2- <g- 32,21)+ r"('^m[22; n]- 'gim[21;  «]),

drugie  natomiast jako  zależ ność

Riza  =  T  (2 'g1

Po  przyrównaniu  tych zwią zków  do zera  otrzymujemy:

(5.8)  y , ]  ftrt«,]  ]|  / [ /

6.  Przytoczymy  jeszcze  zwią zki  okreś lają ce  pochodne  czą stkowe  wektorów  bazy
ĝ> g1* i wektorów  g3 oraz g3. Odpowiadają  one klasycznym  wzorom  Weingartena- Gaussa.
Moż na je otrzymać bezpoś rednio  ze zwią zku  (por. np. [2], str.  25)

(6.1)  8u- K/ ;*lg*,  gt / = - G *}g*
W  naszym  przypadku  przyjmuje  on postać:

7.  Na zakoń czenie  wykaż emy,  że  przyję cie  pola  wektorowego  g3  ortonormalnie do
powierzchni U  prowadzi  do ukł adu współ rzę dnych  normalnych. Zgodnie z definicją  (2.6)
tensor  metryczny  f y  posiada  wtedy  pięć skł adowych  niezerowych

(7.1).  j

i  na powierzchni  £3 = 0 moż na przyjąć  pierwszy  tensor  podstawowy  w postaci

v- A)  gsx — gtxvC  = u | .

W  drugim  tensorze  podstawowym  znikają  przy  powyż szym  przyję ciu  skł adowe  'gS3.

A więc  ukł ad  pierwszego  i drugiego  tensora  podstawowego  powierzchni.%  jest  wtedy  taki
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sam,  jak  we  współ rzę dnych  normalnych.  Po  wykorzystaniu  uproszczeń  wynikają cych
z  ortonormalnoś ci g3  symbole  Christoffela,  okreś lone  wzorami  (4.3) i  (4.4), mają   postać

[dl;   a] =  y  (gSa,x+gxa,  s—gsx,a),

(7.3)  [<5A; 3] =   ~'gdX,

[ « ; A ] - ' f t i ,
[33;  5 ] =   [63; 3]=   [33; 3] =  0,

(7.4)  m Z Z ^'

U%} =  {4} =  {A} -  o.
Zależ noś ci  (7.3)  i  (7.4)  są   identyczne  ze  znanymi  w  układach normalnych  [2],

Wreszcie  równania  istnienia  powierzchni  (5.4),  (5.6)  i  (5.8)  zmieniają   się   w  sposób
nastę pują cy:  ponieważ

(7.5)  fcą .A- 0,

wię c  trzy  równania  (5.4)  przechodzą   w  toż samoś ci.  Równanie  (5.6)  ma  postać

(7.6)  i?i*2i2 =  d e t ' g ,̂

a  wię c  otrzymujemy  zwią zek  okreś lają cy  krzywiznę   Gaussa  mnoż oną  przez  wyznacznik

z  tensora metrycznego. Podstawiając  (7.1)  i  (7.5) do  równań  (5.8) otrzymamy

lub

W  i -   {i%}  'g»-  {Ł } 'gsv- 'giv, 2+ U } 'f u+  {A} ' ^  = 0,

co  prowadzi  do  równania  Codazziego  dla  powierzchni  parametryzowanej  normalnym
ukł adem współ rzę dnych

(7- 7)  ' ^ l x -   'Slę\ 2.
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P  e 3 K3  M e

KOOPflHHATHŁI E  JIHHEffrtATBI E  CHCTEMBI  B TEOMETPHH  CPEflHHHBlX
nOBEPXH OCTEft  TOHKHX  OBOJIO^IEK

O6cy>KflaeTca  reojneTpHH cpeflHHHOH noBepxHOcra  TOHKHX o6o^o^iei< npn  HcnojiB3OBaHHii
HOił   CHCTeMBi c  npoH3B0JibHfciM   HanpaBJieHHejw  H fljiHHOH  6a3HCHoro  BeKiopa  gs.  BBefleHHaa

T, B BHfly npHHHTOit djopMM   napaMexpHHecKoft  JDIHHH f* =  const, Ha3BaHa jiHHeH^aTOH   cacie-
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Moft.  OnpeflenaioTCH  ocHOBHbie  TeH3opbi  noBepxHocTH  (<|)opMyjibi(2.6))  H ormcbiBaeTCH  onepamra  KO-
BapHaHTHoro flHdjdpepeHirHpoBaHBMfl^3 I I  =   O B  3TOH  cHcieiwe.  B n. 5  BWBOAHTCH:, HcxoflH  H3  ien3opa
i<pHBK3Hbi  PiiMaHa- XpHCTo^eitHj  niecTb  ypaBHerorii  cymecTBOBaiiHH  noBepxHocTH  n pa  HeopToroHajib-
HOCTH 6a3HCHoro BeKTopa g3,  B n. 7 noKa3aHO., I T O  HopMajibHaa  cHCTeina KoopflHHaT HBJiHeTcsr,,

HHHeiraaTOH cncTeiwbi  KoopflHHaT.  BbiBefleHHwe  cooTHOineHHn aaiOT  BO3MO>KHOCTŁ
KoopflHHaTHbix  CHCTCM  B  Teopiin  oGojio^eK,  He  yflOBJieTBOpHKJiqeH

KHpxrocJJdjia- JlHBa.

S u m m a ry

RULED  COORDINATE SYSTEMS  I N  THE GEOMETRY
OF  THE  MIDDL E  SURFACES  OF  TH IN  SHELLS

The  geometry of  the middle surface  of  thin  shells  has  been  considered  in the paper,  the problem  being
parametrized  by  a  coordinate system  with  base  vectors  g3  of  arbitrary  length  and  direction. The  system
introduced  is  called  „ruled system"  due  to  the assumed  form  of  the parametric line  | d  =  const. The  fun-
damental  tensors  of  the  surface  (Eqs.  2.6)  and  the  covariant  differentiation  operation  for  f3  = 0  are
defined  in  this  system.  Basing  upon  the Riemann- Christoffel  curvature  tensor,  the six  equations  of exis-
tence of  the  surface  with non- orthogonal rigging have been derived  in p. 5. In p.  7  the normal coordinate
system is shown  to be a particular case of a  ruled coordinate system. The derived  formulae  enable to apply
the convectional  reference  frames  in the theory  of  the surface  which  does  not  satisfy  the  Kirchhoff- Love
assumptions.
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