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I .  Wprowadzenie

1.  Temat  pracy

Oś rodek  sprę ż ysto- plastyczny  o  wybranym  prawie  konstytutywnym  nazywamy  nie-

jednorodnym,  gdy parametry  (moduł y) wystę pują ce  w tym prawie zależą   od współ rzę dnych

materialnych  rozpatrywanej  czą stki.  G dy zmienne  są   moduły  opisują ce  własnoś ci  plas-

tyczne, oś rodek nazywamy plastycznie  niejednorodnym.
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Badania w dziedzinie  teorii ciał  plastycznie  niejednorodnych, zapoczą tkowane  pracami
[1 i 2], dotyczyły przypadku  cią głej  zależ noś ci moduł ów od współ rzę dnych,  spowodowanej
takimi  przyczynami, jak  niejednorodność składu, obróbka  powierzchniowa,  temperatura,
bombardowanie  strumieniami  czą stek  elementarnych  i  innymi.  Przeglą du  osią gnięć
i  problemów  nierozwią zanych  dokonano w  pracach  [3 i 4].

Istnieje  jednak  obszerna  klasa  problemów  praktycznych,  przy  których  analizie  wystę-
puje  konieczność rozważ enia  odkształ ceń plastycznych  ciał   z  powierzchniami,  na  których
własnoś ci  plastyczne  doznają   skoku  (niejednorodność  skokowa).

Pierwszą   grupę   stanowią   tu  problemy  wytrzymałoś ci  konstrukcji  złoż onych  z  czę ś ci
wykonanych  z  róż nych  materiał ów, w  szczególnoś ci  konstrukcji  metalowych  klejonych.

Drugą  bardzo obszerną   grupę  stanowią   problemy wspólnej  obróbki plastycznej  róż nych
metali.  Szczególnie  aktualne  są   zagadnienia  obróbki  wyrobów  bimetalicznych  (cią gnienie
drutu  z wkładkami, walcowanie  warstwowych  blach  itp), głównie dla  potrzeb  przemysłu
chemicznego,  przemysłu  elektrotechnicznego,  budowy  reaktorów  itp.  W  tej  dziedzinie
istnieje bogate piś miennictwo  techniczne, natomiast opracowanie mechaniki tych  procesów
nie  wyszło  poza  ramy  przybliż onych  uję ć  inż ynierskich  (por.  np.  [5- 8]). Ten  stan  rzeczy
znalazł  odbicie w pracy  [9].

Próbę   uję cia  niektórych  aspektów  mechaniki  procesów  deformacji  plastycznej  ciał
o  skokowym  rozkładzie własnoś ci  stanowią   prace  [10- 16]. Niniejsze  opracowanie  poś wię-
cone  jest  przedstawieniu  podstawowych  wyników  tych  prac^).  Poniż ej  podany  zostanie
sposób wł ą czenia zagadnień skokowej niejednorodnoś ci do teorii ciał  idealnie  plastycznych,
dokonana  zostanie  analiza  pola  naprę ż enia  i  prę dkoś ci  ruchu  w  otoczeniu  powierzchni
kontaktu czę ś ci  o róż nych granicach plastycznoś ci  oraz przedstawiony  bę dzie  sposób  roz-
wią zania  szeregu problemów  brzegowych  dla pł askiego stanu odkształ cenia i dla  skrę cania.

Przyjmujemy  model  ciała  sztywno  idealnie- plastycznego,  izotropowego  i  nieś ciś liwego.
Praca  należy  zatem do  dziedziny  nazywanej  zazwyczaj  matematyczną  teorią  idealnej plas-
tycznoś ci. W  zwią zku  z  tym  nie są   w  niej  analizowane  liczne  aspekty  natury par  exellence
fizykalnej  rozpatrywanych  procesów,  np.  istota  zjawisk  powierzchniowych  na  styku  dwu
odmiennych czę ś ci  ciała.

Z  drugiej  strony,  problemy  skokowej  niejednorodnoś ci  prowadzą   do  wielu  nieroz-
wią zanych problemów matematycznych, np. w teorii równań quasi- liniowych  o  niecią gł ych
współczynnikach.  Celem  naszym  jest  podanie  opisu  mechaniki  badanych  zjawisk,  a  n ic
czysto  matematycznych aspektów  otrzymywanych  ukł adów równań.

2.  Model zł ą cza  dwu  materiałów

W  ramach przyję tej  koncepcji  jedyną   stałą  fizykalną ,  opisują cą   własnoś ci oś rodka, jest
granica  plastycznoś ci  K.  Jest  jednak  rzeczą   zupełnie oczywistą,  że  podanie  granicy  plas-
tycznoś ci  po  obu  stronach  powierzchni  kontaktu  nie  daje  informacji  wystarczają cej  do
opisu zachowywania  się  ciała jako  całoś ci. Co wię cej,  trudnoś ci poprawnego  sformuł owania
problemu  i  istotne własnoś ci  ciał   o  skokowej  niejednorodnoś ci kryją   się   właś nie we  włas-
noś ci styków.

Współautorem  pracy  [15] jest J. A.  K 6N I G ,  współautorem  pracy  [16] jest  M.  ARCISZ.
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Zadaniom  praktycznym  ze  skokową   niejednorodnoś cią   plastyczną,  które  nas  bę dą
interesowały  z  punktu  widzenia  moż liwoś ci  zastosowań  teorii  idealnej  plastycznoś ci,
moż na  na  ogół   nadać  postać  nastę pują cego  problemu  brzegowego:  rozpatrujemy  ciało,
podzielone  skoń czoną   liczbą   powierzchni  kontaktu  na  czę ś ci  o  róż nych  granicach  plas-
tycznoś ci  (rys.  1.1);  na czę ś ci  ST  powierzchni  ciała dany jest rozkł ad sił   powierzchniowych
vTt  z  dokł adnoś cią   do  mnoż nika  v,  na  czę ś ci  Sv  dane  są   prę dkoś ci  przemieszczeń  F (;
należy znaleźć stan naprę ż enia i prę dkoś ci przemieszczeń ciała przy jego ruchu plastycznym
oraz odpowiednie wartoś ci  mnoż nika v dla sił  powierzchniowych. Terminem «ruch plastycz-

Rys.  1.1

ny»  obejmujemy  umownie  również  przypadek,  gdy  czę ś ci  ciała  poruszają   się   jak  bryły
sztywne,  a na powierzchniach kontaktu wystę pują   skoki  prę dkoś ci  i  deformacje  skupione.

Sformułowany  powyż ej  cel  badania  narzuca  sposób  opisu  własnoś ci  zł ą cz:  brakują cą
informacją   jest opis warunków  na powierzchni kontaktu, umoż liwiają cych  wzajemny  ruch
stykają cych  się  czę ś ci.

Skokowa  niejednorodność  plastyczna  może  być  uż yta  jako  matematyczny  model
nastę pują cych  realnych  warunków:

1)  dwa  materiały  przedzielone  są   cienką   (idealizowaną   jako  nieskoń czenie  cienka)
warstwą   trzeciego  materiał u, którym  może  być  klej  do  metalu,  smar,  warstwa  izolacji
termicznej  lub  elektrycznej  itp.,

2)  dwa  materiały poł ą czone są   za  pomocą   odpowiedniego  zabiegu  technologicznego,
np. zgrzewania,  spawania  na zimno, spawania  wybuchowego  lub  też stykają   się   wykazując
znaczną   przyczepność  adhezyjną   [17],

3)  dwa  materiały  stykają   się   nie  bę dąc  zł ą czonymi, przy  czym  styk  charakteryzuje
pewien współ czynnik tarcia,

4)  wewną trz  tego  samego  materiału mamy wą ską   strefę   silnej  zmiany granicy  plastycz-
noś ci.

Rozpatrzmy  wię c  zł ą cze  dwóch  materiał ów  o  granicach  plastycznoś ci  Kv  i  Kfl,  prze-
dzielonych  powierzchnią   LVfl  o  równaniu  F(xi)  =   0.  Stykają ce  się   materiały mogą   wyka-
zywać ponadto cią głą  niejednorodnoś ć.



48 JAN  RYCHLEWSKI

Przyjmijmy,  że dla wszystkich omówionych  sytuacji  o zniszczeniu zł ą cza (o  moż liwoś ci
powstania  niecią głoś ci prę dkoś ci na Lv/ l)  decyduje  naprę ż enie normalne an oraz styczne  rn,
przy  czym  normalne naprę ż enie  ś ciskają ce  może  osią gnąć  dowolnie  duże  wartoś ci.

Zależ ność  graniczną   mię dzy  a„,  t„  przyjmiemy  w postaci  przedstawionej  na rys.  1.2
(krzywa A i prosta B), gdzie T0 oznacza maksymalną   wartość  naprę ż enia stycznego,  które
może być przekazane przez powierzchnię  kontaktu przy a„ =  0, a0 zaś jest  wytrzymałoś cią
rozdzielczą   zł ą cza na rozcią ganie.  Naprę ż enie  styczne  nie może  być oczywiś cie  wię ksze
od mniejszej  z liczb Kv, K^  (prosta  C). Reasumując  moż na stwierdzić, że zł ą cze  pozostaje
«niezniszczone»,  gdy  naprę ż enia a„,  r„  spełniają   nierównoś ci

(2.1)  rn<min(Kv,Kf),  t„  <f(ff„),   an<a0.

Gdy  naprę ż enie  styczne  osią ga  wartość  r„  — min(Kv,  Ky),  pojawia  się   moż liwość nie-
cią głoś ci  składowej  stycznej  prę dkoś ci  przemieszczenia  wskutek  poś lizgu  w  słabszym
materiale,  gdy r„  =  f(a„),   poś lizg  może  nastą pić  na  granicy  materiał ów,  gdy  a„ =  cr0

c
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o

c
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Rys.  1.2

moż liwa  jest  niecią głość  składowej  normalnej  prę dkoś ci  (kruche  zniszczenie  spojenia
materiałów).  Gdy zł ą cze  nie jest  «zniszczone»,  ruch  plastyczny  obu  materiał ów  jest
moż liwy,  jednakże  musi  on  spełniać warunki  cią głoś ci  wektora  prę dkoś ci na powierzchni
kontaktu  LVfl.  Wzajemne  położ enie krzywej  A  i  prostych  B, C  zależy  od  konkretnych
wartoś ci  liczbowych  i  może  być  zmienne nawet  wzdłuż tej samej  powierzchni  kontaktu.

Zł ą cze o opisanych  powyż ej  własnoś ciach nazwiemy  modelem I .
D la  niektórych  zł ą cz wpływ  naprę ż enia normalnego na wartość  graniczną   naprę ż enia

stycznego  jest  nieznaczny i wówczas  moż na przyjąć  uproszczony  «warunek  zniszczenia»,
w którym A jest  linią   prostą   równoległą   do osi  a„.  Zł ą cze o tych  własnoś ciach  nazwiemy
modelem I I .

Model I I  odpowiada przypadkowi  czwartemu. Może on być przyję ty  jako  uproszczenie
dla niektórych sytuacji w przypadkach pierwszym  i drugim, nie jest natomiast do przyję cia
np.  dla  niesmarowanego  kontaktu z tarciem  (przypadek  trzeci).

Wykaż emy  obecnie, że model  I I , w przypadku  gdy wytrzymałość  rozdzielcza  a0 jest
dostatecznie duża  lub  gdy  a„   jest  dostatecznie  małe  (dla o„ < 0 zawsze),  moż na w zupeł-
noś ci zinterpretować w ramach teorii oś rodka  idealnie  plastycznego.

Stwierdzamy  najpierw,  że  gdy  niejednorodność  skokowa  jest  zdefiniowana  jako
sytuacja  graniczna  dla  cią głej  monotonicznej niejednorodnoś ci w cienkiej  warstwie  (przy-
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padek czwarty,  rys.  1.3a), to wykres zmiany  granicy  plastycznoś ci  w kierunku normalnym
do  powierzchni  kontaktu  ma  charakter  przedstawiony  na  rys.  1.3b.  Tak  zdefiniowany
styk,  mieszczą cy  się   cał kowicie  w  ramach  teorii  ciała  idealnie  plastycznego,  nazwiemy
kontaktem  z  idealną przyczepnoś cią .  N a płaszczyź nie tf„,  t„   odpowiadają   mu  dwie  proste

(2.2)  T„  =  ± m i n ( ^ ,  Kv).

Rozważ my  teraz  sytuację,  gdy  materiały  o  granicach  plastycznoś ci  Kv,  K^  są   prze-
dzielone warstwą   o  gruboś ci  co trzeciego  materiału również  idealnie  plastycznego,  o  gra-
nicy  plastycznoś ci  Kvll(

2),  rys.  1.4a.  O  powierzchniach  LOv,  LOfl  zakładamy,  że  są   one

I

h)

Rys. 1.3

powierzchniami  kontaktu  z  idealną   przyczepnoś cią.  Przejdź my  do  granicy  z  gruboś cią
warstwy  poś redniej,  co -> 0.  Łatwo  stwierdzić,  że  otrzymujemy  w  granicy  kontakt  odpo-
wiadają cy  dokł adnie modelowi  I I , przy  czym  T0 =   K^.  Analogicznego  przejś cia  granicz-
nego  moż na dokonać z sytuacji  przedstawionej  na  rys.  1.4b,  gdy  przy  co  -> 0  K^,  Ky,  Ky

są  ustalone.

Ki

Rys. 1,4;

Styk  idealnie  gł adki  (bez  tarcia)  odpowiada  w  tym  sensie  przypadkowi  przejś cia  gra-
nicznego  co -> 0  dla  KVfl  =  0,  tzn.  gdy  warstwa  poś rednia jest  cieczą   idealną.

(2) W pracy tej nie ma potrzeby uż ycia gdziekolwiek w istotny sposób oznaczeń tensorowych, dlatego
bę dziemy uż ywać wskaź ników tak, jak to bę dzie wygodne w każ dym przypadku.

4  Mechanika  teoretyczna
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Zł ą cze opisywane  modelem I I  jest zatem równoważ ne oś rodkowi  plastycznemu o nastę-
pują cym  rozkładzie granicy  plastycznoś ci  w  otoczeniu powierzchni  kontaktu Lv/ i  opisanej
równaniem F(xi)  =  0:

KAP),  F<0,
(2.3)  K=   KV!l,  F=0,

K^P),  F>0.

Rozkł ad  ten przedstawiony jest na rys.  1.4c.
Interesują cy  jest  tu  m in.  czysto  matematyczny  aspekt  sprawy,  przypisujemy  miano-

wicie  pewną   granicę   plastycznoś ci  powierzchni,  a wię c  zbiorowi  miary  zera.
Gdy  spełniony  jest  warunek

(2.4)  Kvit  >  min(Kv,  K^),

to  wartość  KV)t  jest  bez  znaczenia, ponieważ  o  moż liwoś ci  «zniszczenia  styku»  decyduje
słabszy  materiał. Jedyny  wyją tek  moż na by  zrobić dla  przypadku,  gdy  KVII — ad(F),  gdzie
d(x) oznacza funkcję   D iraca. Odpowiadałoby to modelowi takiej  sytuacji, w której  warstwa
poś rednia z przejś cia  granicznego  przedstawionego  na rys.  1.4a  jest  wielokrotnie  silniejsza
od  stykają cych  się   materiał ów  (bardzo  cienka  wkł adka  zbrojeniowa  itp.).  W  przejś ciu
granicznym  warstwę   tę   należ ałoby  traktować jako  sztywną   idealnie  wiotką   bł onę,  nakł a-
dają cą   odpowiednie wię zy na sposób  ruchu plastycznego  otaczają cego  oś rodka.

3.  Pewne dane doś wiadczalne

Przedstawiony  w  pracy  sposób  uję cia  zagadnień  skokowej  niejednorodnoś ci  plastycz-
nej,  opierają cy  się   na wykorzystaniu  modelu sztywno- plastycznego  ciała  bez wzmocnienia
i  uż yciu  wprowadzonego  modelu  zł ą cza, jest  niewą tpliwie  daleko  posunię tym  uproszcze-
niem  sytuacji  rzeczywistych.  Uproszczenie to jest  dokonane ś wiadomie,  bowiem  na  obec-
nym  etapie  rozwoju  teorii  plastycznoś ci  nie  mamy  jeszcze  dostatecznie  wiarogodnych
i  zadowalają cych  z  teoretycznego  punktu  widzenia  opisów  ciał   ze  wzmocnieniem;  opisy
takie dopiero powstają. Autor ma jednak nadzieję, że w obu grupach  zadań, wymienionych
w p.  1, moż na znaleźć zastosowanie  dla  zależ noś ci wyprowadzonych  w  pracy.

D la  zilustrowania  powyż szych  wywodów  przytoczymy  kilka  zdjęć  zł ą czy,  uzyskanych
na  drodze  «zimnego  spawania»  metali  poprzez  ich  wspólną   deformację   plastyczną   [18].
Na  rysunku  1.5a  przedstawiono  w 400- krotnym powię kszeniu  strefę   poł ą czenia w procesie
deformacji  na  gorą co  stali  60  i  stali  St2kp.  Widzimy  tu  silną   zmianę   twardoś ci,  a  wię c
i granicy plastycznoś ci,  w wą skiej  strefie.  Inna  sytuacja,  dla  stali  6XS  i  St2kp,  przedsta-
wiona  jest  na  rys.  1.5b  (powię kszenie  400- krotne).  Mamy  tu  do  czynienia  z  wyraź nym
skokiem  granicy  plastycznoś ci.  N a  rysunku  1.5c  (powię kszenie  300- krotne)  obserwujemy
sytuację   odmienną   od  obu  poprzednich:  na  granicy  ł ą czonych  metali,  stali  X23N18
i  stopu  EI437, powstała  nowa  bardzo  wą ska  strefa..

Na. rysunku  1.6.  przedstawiono  wg  [9] przekroje  wielokrotnie  przecią ganych  prę tów
ze stalowym  rdzeniem w miedzianej otoczce. Zwróć my uwagę   na zachowane  podobień stwo
kolejnych  przekrojów  i  zjawisko  «pływania»  sztywnego  rdzenia w  mię kkiej  otoczce.

N a  rysunkach  1.7  i  1.8a,b  przedstawiono  przekroje  trzech  pierwotnie  równoległ ych
warstw  odkształ conych  przez  dwa  stemple  [19].  Warstwy  zewnę trzne  są   z  aluminium,
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warstwę  ś rodkową  stanowi  ż elazo- armco  (rys.  1.7)  lub  miedź  (rys.  1.8a,b).  Powstają ce
trójką tne  strefy  mię kkiego  aluminium, w  których  ma  miejsce  przestrzenny  stan  ś ciskania,
zbliż ony  do  hydrostatycznego,  z  ł atwoś cią  przecinają  i  nastę pnie  rozsuwają  warstwę
ś rodkową  o znacznie wyż szej  granicy  plastycznoś ci.

Rys.  1.8b

II .  Pł aski  stan  odkształ cenia

4.  Podstawowe  równania

Stan  ruchu, przy  którym  wektory  prę dkoś ci  przemieszczeń  są  równoległe  do  pewnej
pł aszczyzny  i  nie  zależą  od  odległ oś ci  od  niej,  tradycyjnie  nazywamy  pł askim  stanem
odkształ cenia(3).  Przyjmiemy  w  pł aszczyź nie  pł ynię cia  dowolny  ortogonalny  krzywo-
liniowy  ukł ad  współ rzę dnych  Eulera  y,  d oznaczając  przez <p  kąt  nachylenia  linii  y  (ó  =
=   const) do osi  x  kartezjań skiego  ukł adu  odniesienia.

W  pł askim  stanie  odkształ cenia  niejednorodnego  oś rodka  sztywno- plastycznego  bez
wzmocnienia  i  nieś ciś liwego  poszukujemy  pię ciu  nieznanych  funkcji:  dwóch  skł adowych
fizycznych  wektora  prę dkoś ci

(A  1  \   TV  T/"  /   '  ^ \   ' T/"  J/  f  .£\

i  trzech skł adowych  fizycznych  tensora naprę ż eń:

(4- 2)  '  ayy  =  ffyy(y,  d),  add  =   ass(y,  8),  ayS  =   ayi(y,  8).

(3)  D la uż ytego  modelu  ciała  sł uszniejszą  nazwą  jest  «przepł yw  plaski».
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Wielkoś ci  te  muszą   spełniać układ równań  złoż ony z warunków  równowagi(4)

R8sy  *  8ss  *  Rs  •  Ry

,  SadS  .  ctyy—a5S  ayd  _
OS  R  ROSy  OS}  Ry

warunku  plastycznoś ci

(4.4)  (ff„- «y«)ł+ 4or»,  =   AK%y, 8)\

warunku  nieś ciś liwoś ci

(4.5)  e ,r + e„  =  0

i wynikają cego  z prawa  płynię cia Misesa  zwią zku

(4.6)  CrT^t  =  3l  =   X >  0,

gdzie

(4.7)
dSy  Ry'  Sd5  dS5

V
Dla pochodnych w kierunkach y,  d wprowadzono  tu oznaczenia(6)

l v ' *. )  ~M   —  1  n~~ 9  ~5  =z  1  ć T"s >  K

OSy  hyoy  (1st  tisdd

gdzie  hy,  hj  są   parametrami Lamego  ukł adu y,  6  (por.  [20]), zaś  Ry,  Rs  są   promieniami
krzywizn  linii y,  8, zwią zanymi  z ką tem q> zwią zkami

Układ  (4.3)- (4.6) jest  quasi- liniowym  układem hiperbolicznym,  a  jego  charakterysty-
kami  są   tzw.  linie  poś lizgu,  bę dą ce  trajektoriami  maksymalnych  naprę ż eń  stycznych.
Siatkę   linii  poś lizgu  oznaczamy  przez  a,  /?; umowę   o jej  kierunkach  dodatnich  pokazuje
rysunek  2.1; ką t  mię dzy  kierunkiem  linii  a  a  osią   x  oznaczamy przez  6.  Gdy ukł ad y,  d
pokrywa  się  z układem kartezjań skim  x, y,  należy  przyją ć

8  8  8  8  _ L e —  0
8sy  8x'  8ss  By'  R& ~  Ry  ~~

(')  Sposób uję cia  równań płaskiego stanu  odkształcenia  pokrywa  się   z przyję tym  w  podrę czniku  [20].

Zakładamy,  że Czytelnik zapoznał   się   z treś cią   rozdziału  VII I   tej  ksią ż ki.

(5)  D la symboli (4.8) mamy

aa  d2  1  d  1  8_

dssdsy  Ssydss  JRy  dsy  Rd 8sd  '

równania  w  [20] podane  są   bez  uż ycia tych symboli.
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Korzystając  z klasycznego  podstawienia  Levy'ego

(4.10)  ayy  =  a—Kń n2f,  aM  — <x+Kcos2y>,  ayS  =  Kcos2ę ,

gdzie,  jak  widać,  a  jest  naprę ż eniem  ś rednim,  zaś  y>  jest  ką tem  mię dzy  kierunkami  a,  y

(por.  rys.  2.1)

(4.11)  y>  =  6- cp

i  korzystając  z  (4.9) zamiast  trzech pierwszych  równań  ukł adu otrzymujemy  dwa  równania
wzglę dem  a,  6:

da

(4.12)
8sv

- 2Jqcos2(0- ?>) -   = sm2(0- cp)~- c
J  OSy

f
N

6 /

a a

7
/ oc

/

Rys.  2.1

Przyjmując  w  charakterze  ukł adu  współ rzę dnych  siatkę   lini i  poś lizgu,  tzn.  przyjmując
y  =  a,  8  =  (i, ip s  0, q>  =  6 otrzymujemy  nasz ukł ad równań  (4.12),  (4.5),  (4.6) w  postaci

(4.13)

(4.14)

dsa dsa
—

m  4-   8K  o-
OSp  OSX

8VX  86 86
7.- 0.

Są   to  tzw.  zwią zki  wzdłuż  charakterystyk.
Rozpatrywane  ciało  jest  podzielone  w  płaszczyź nie  ruchu  liniami  kontaktu  LV)I  na  n

czę ś ci  Gv(v  =  1,  ...,  ri)  o  cią głym  rozkł adzie  granicy  plastycznoś ci.  Zakł adamy, że zł ą cza
mają   własnoś ci  opisywane  przez  model  I I , a  <r„   <  <v

Matematyczny  aspekt  problemu  polega  zatem  na  koniecznoś ci  cał kowania  quasi-
liniowego  ukł adu  (4.12),  (4.5),  (4.6)  o współ czynnikach  niecią głych  na  liniach L„ v  zgodnie
z  (2.3).  Autorowi  nie  udało  się   znaleźć  opracowania  ogólnej  teorii  takich  ukł adów,
w  szczególnoś ci  dowodów  twierdzeń  o  istnieniu  i  jednoznacznoś ci  rozwią zań  podstawo-
wych  problemów  brzegowych.  Pewne  zbliż one  problemy  matematyczne  powstają   w  teorii
dyfrakcji  i magnetohydrodynamice  (por.  [21  i 22]).
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W  niniejszym  opracowaniu  ograniczymy  się   do  podania  przykł adów,  w  których  ob-
szary  Gy  są   jednorodne  (Kv  =  const,  v  =  1,  ..., n).  W  każ dym  z  takich niedomknię tych
obszarów  równania  (4.13)  mogą   być  scał kowane,  co  prowadzi  do  zwią zków  Kottera-
Hencky'ego

W  «+2K6=fM  w <?, (»- 1. 2,  . . . , ^ ).

5. Analiza  stanu naprę ż enia  i  prę dkoś ci  ruchu w  otoczeniu powierzchni kontaktu

W  każ dym  z  niedomknię tych  obszarów  Gv  współczynniki  ukł adu  (4.12)  są   cią głe.
Obecnie skupimy  uwagę   na zbadaniu zachowania się   rozwią zań  a,  9, Vx,  Vp  w  otoczeniu
powierzchni  kontaktu  ustalając  warunki  i  ograniczenia  dla  naprę ż eń  i  prę dkoś ci,  które
powinny  być  na  nich  spełnione [11].

A.  Warunki  dla naprę ż eń .  Przyjmujemy,  że linia kontaktu Lvii  jest  linią   <5(t.zn.  y =  y0)
pewnego  ukł adu współ rzę dnych  krzywoliniowych.

Jeż eli  siły  masowe  i  siły  bezwładnoś ci  nie  mają   na  L^  osobliwoś ci  typu  funkcji
D iraca,  to  wektor  naprę ż enia przekazywanego  przez  L^  nie  doznaje  skoku,  zatem

(5.1)  av„  =  Ą y =  ayy,  a*s =  tfs =  ay5.

Dla  przypadku  gdy  zachodzi  nierówność  K^  <  m.in(Kv,  K^),  otrzymujemy  pierwsze
ograniczenie  okreś lają ce  najwię kszą   wartość  składowej  stycznej  wektora  naprę ż enia,
która może być przekazana przez lini ę  kontaktu:

(5.2)  M<Ą v

Jeż eli  z  obu  stron  Lvii  ma  być  spełniony  warunek  plastycznoś ci  (1.2),  to  skł adowa
«wewnę trzna»  tensora naprę ż enia po dwóch  stronach Lvll  wynosi(6)

Y  <  Vo •
(  }  V >  y0:

Linia  kontaktu  L v/ t  dwu  ciał  uplastycznionych  jest  wię c  linią   niecią głoś ci  pola  na-
prę ż enia;  niecią głoś ci  doznaje  składowa  normalna  tensora  naprę ż enia  działają ca  rów-
nolegle  do  LVII,  zaś  wielkoś ć  skoku  wynosi^)

. . . .

Inaczej  mówią c,  pole  naprę ż eń moż na przedłuż yć z  obszaru  Gv  w  obszar  (?„  jako  cią głe
tylko  w  przypadku,  gdy  jeden  z  obszarów  jest  w  otoczeniu Lv/ l  nieuplastyczniony.

N a  powstanie  skoku  naprę ż eń składają   się   dwa  efekty:  1) skok  granicy  plastycznoś ci,
2) niejednoznacznoś ć, z jaką   warunek plastycznoś ci  okreś la als  dla danych ayy,aSy.  Sytuację
odpowiadają cą   przyję ciu  jednakowych  znaków  we  wzorach  (5.3)  i  zatem  znaku  minus
we  wzorze  (5.4)  nazwiemy  niecią głoś cią pierwszego  rodzaju;  sytuację   odpowiadają cą
przyję ciu  przeciwnych  znaków  we  wzorach  (5.3)  i  znaku  plus  w  (5.4)  okreś lamy  jako
niecią głoś ć drugiego rodzaju.  Gdy skoku  granicy plastycznoś ci  nie ma, Kv  — K^, niecią głość

(G)  Wartoś ci a}s,  a 5̂  (i podobne wielkoś ci  dalej)  rozumiemy jako  lewo-   i prawostronne granice.
(7)  Wzory  (5.4) i  (5.6) łatwo zinterpretować za pomocą  kół   Mohra o promieniach Kv  , K^.
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pierwszego  rodzaju  znika,  drugiego  zaś  rodzaju  pozostaje.  Wynika  stą d, że  linia kontaktu
bę dzie z reguły linią   niecią głoś ci pierwszego  rodzaju.

Przejdź my  do  wyznaczenia  warunków  na  ciś nienie  ś rednie  a  i  ką t  y>  nachylenia  linii
poś lizgu  a  do  normalnej  do  lini i  kontaktu. Korzystając  z  (4.10)  i  (5.1)  otrzymujemy  dla
skoku  ciś nienia ś redniego  zależ ność

(5.5)  oy- a»  =

a  dla  skoku  ką ta  y  zwią zek

(5.6)
i K

f  = ±  - r-  arccos  - ~ Ą - nn,  ip =  d—cp,

gdzie n jest liczbą   cał kowitą , arccosx jest rozumiane jako  wartość główna funkcji  Arccos JC.
a.  Zajmiemy  się  analizą   wzoru  (5.6) pomijając  na razie ograniczenia wynikają ce  z (4.4),

tzn. przyjmują c,  że zachodzi warunek  (2.4) z rozdziału I .
Poł oż enie  lini i  poś lizgu  przecinają cych  linię   kontaktu  w  punkcie  P  przedstawione  jest

na  rys.  2.2:  znakowi  plus  we  wzorze  (5.6)  odpowiada  niecią głość  pierwszego  rodzaju
(rys.  2.2a),  znakowi  zaś  minus  niecią głość  drugiego  rodzaju  (rys.  2.2b).  Zauważ my,  że
znana  reguła W.  PRAGERA  [20]  o  symetrii  lini i  poś lizgu  wzglę dem  lini i  niecią głoś ci  nie jest
speł niona  dla Kv  ^  K^.

Rys.  2.2

Przyjmiemy  dla  uporzą dkowania  dalszych  rozważ ań,  że  Kv  <  K^  i  wprowadzimy
wielkoś ci pomocnicze r\ ,  x

V  =
(5.7)

K/

1
: — arccos rj,

~ .

(5.8)

Przyjmiemy  ponadto,  że  ką ty  yv,  ip*  są   tak  okreś lone,  że  spełniają   nierównoś ci

TT  At  Ul  - rr
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Moż na  zawsze  do  tego  doprowadzić  dodając  do  ^ ( y")  ką t  ±TC  [tzn.  zmieniając  jedno-

cześ nie  zwroty  linii  a,  /? w  obszarze  G/ G,,)]  co  nie  zmienia,  jak  widać z (4.10),  stanu

naprę ż enia.

Zależ ność (5.6) przedstawiona została na rys. 2.3. D la danego r\  ką t  ip" (tzn. ką t  mię dzy

normalną   do lini i  kontaktu a  linią   poś lizgu  a",  biegną cą   z punktu P  w  materiale mocniej-

szym)  ograniczony jest przez nierównoś ci

(5.9)  »(<|̂ |<^- Jł.

Oznacza  to,  że  charakterystyki  a'1,  /?''  w  obszarze  mocniejszym  nie  mogą  tworzyć

z  normalną do  linii   kontaktu  LVII  oraz z samą  linią   kontaktu  ką tów  ostrych  mniejszych

od n.

Rys.  2.3

N a  rysunku  2.4  obszary,  w  których  mogą   być  poł oż one  charakterystyki  przechodzą ce
przez  punkt  P,  zostały  zakreskowane.  Charakterystyka  av  biegną ca  np. w  obszarze  A1

doznaje  przy  przejś ciu  przez  linię   kontaktu  zał amania  trafiają c  do  obszaru  A",  jeż eli
niecią głość  naprę ż eń  jest  pierwszego  rodzaju,  lub  do  obszaru  a",  jeż eli  niecią głość  jest
rodzaju  drugiego.

Wskaż emy  jeszcze  na  nastę pują cy  aspekt  zbadanego  zjawiska:  w  obszarze  słabszym
może  istnieć  każ dy  statycznie  dopuszczalny  (tzn. spełniają cy  równania  równowagi  i wa-
runek plastycznoś ci)  stan naprę ż enia, natomiast w  obszarze  silniejszym  mogą   istnieć  tylko
stany  spełniają ce  ograniczenie  (5.9). Inaczej  mówią c,  każ dy  stan  naprę ż enia moż na prze-
dłuż yć z obszaru słabszego w obszar mocniejszy,  ale nie każ dy z mocniejszego  do sł abszego.

Zwłaszcza  interesują co  przedstawia  się   przypadek  szczególny,  gdy  charakterystyka  a"
zajmuje  jedno ze skrajnych  położ eń, co odpowiada znakom równoś ci w  (5.9) oraz punktom
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P, R,  T, P',  R',  T'  na rys.  2.3. Linia kontaktu ma w  punkcie P kierunek  charakterystyczny
dla  obszaru  słabszego.  Dochodzimy  w  ten  sposób  do  waż nego  wniosku:  linia  kontaktu

moż e  stanowić  charakterystykę  lub  obwiednię  charakterystyk  dla  obszaru  słabszego^)

Sytuację   odpowiadają cą   punktowi  R  z  rys.  2.3  fv  =   0,  if  ~  K  przedstawiono  na
rys.  2.5.

a)

Rys. 2.5

Siatka  lini i  poś lizgu  jest  gł adka  w  otoczeniu  lini i  kontaktu  Lv/ l>  tzn.  f]  — 0,  tylko
wtedy,  gdy  LVII  jest  jednocześ nie  trajektorią   naprę ż enia  głównego  i  linią   niecią głoś ci
pierwszego  rodzaju.  .

b.  Jeż eli  maksymalne  naprę ż enie  styczne,  które  może  być  przekazane  przez  linię
kontaktu,  jest  mniejsze  od  Kv,  to  należy  uwzglę dnić  dodatkowo  warunek  (5.2).  Wpro-
wadzimy  wielkoś ci  pomocnicze:

(5.10)

__  1
v  2

1
«/»  -   - =- arc cos  ^ .

Korzystając  z  (5.6)  i  przyjmując  nadal umowę   (5.8) otrzymujemy  nastę pują ce  dodatkowe
ograniczenia dla  ką tów  ipv, ip11:

/ c  1  1  \   ^-   I   vi  ^  ~  ̂ I   ul  ^

(8)  Wydaje  się , że wykryta  silna  osobliwość w przebiegu  siatki charakterystyk powinna mieć miejsce
..  ogólnym  przypadku  quasi- liniowego  hiperbolicznego  układu  równań  o współczynnikach  typu  (4.4).
Moż na  sobie  wyobrazić, jak trudno byłoby ją   wykryć nie biorą c pod uwagę   sensu  mechanicznego  pro-
blemu.

w
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Ograniczenia  te pokazano na rys.  2.6  analogicznym  do  rys.  2.4.

Warunki  dla  ką ta  6 otrzymujemy  z wyż ej podanych przez podstawienie  (4.11), gdzie q>

jest ką tem mię dzy  normalną   do L^  a  osią   X.

Rys.  2.6

B.  Analiza prę dkoś ci  przemieszczeń .  Własnoś ci  pola  prę dkoś ci  przemieszczeń  i  od-
kształceń w  otoczeniu lini i  kontaktu  są   prostym  skutkiem  własnoś ci  stanu  naprę ż enia.

a.  Jeż eli  \ctiy\   <  min(Kv,  KVII), to  w myśl  analizy  przeprowadzonej  wp.  1 skok  skł ado-
wej  stycznej  Vs  wektora  prę dkoś ci  przemieszczeń  jest  niemoż liwy,  a  ponieważ  wykluczy-
liś my  również  moż liwość  skoku  składowej  normalnej  Vy,  to  pole  wektora  prę dkoś ci  jest
cią głe na Lvii,  tzn.

2  2

Składowe  w  kierunku  poś lizgu  ulegają   zmienię   wskutek  obrotu  lini i  poś lizgu  i  zwią -
zane są   ze sobą   zależ noś ciami

Ze  zwią zków  VI  =   V%  i  V] — VC,  z  których  wynika  e}3  — e$s,  przy  wykorzystaniu

prawa  płynię cia  (4.6)  otrzymujemy

(5.14)  Av(^- or„)  = A'(oS,- <r„).
Jeż eli  niecią głość  naprę ż eń  na  lini i  kontaktu  jest  niecią gł oś cią   pierwszego  rodzaju

(tak  jest  prawie  zawsze),  to  wyraż enia  w  nawiasach  mają   ten  sam  znak,  zatem  na  Lv/ J

doznaje  przeskoku współ czynnik funkcyjny  w prawie  pł ynię cia, przy czym

(5  15*)  —

Jeż eli  niecią gł ość naprę ż eń jest  niecią głoś cią   drugiego  rodzaju, to sytuacja nie róż ni się

od  dobrze  znanej  w  przypadku  jednorodnoś ci  (por.  np.  [20]);  wyraż enia  w  nawiasach

we  wzorze  (5.14)  mają   róż ne znaki, a  ponieważ  z definicji  X >  0,  to

(5.16)  Av =  ^  =  0,  eJj=Etj  =  O,  i,j=y,d,

co  oznacza, że lini ę  kontaktu należy  interpretować jako  nierozcią gliwą,  idealnie wiotką   nić.
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b.  Gdy  Icr̂ l  ==  Ky  <  Kv/ i,  to  przebieg  charakterystyk  w  otoczeniu  LVfl  ma  charakter
przedstawiony  na  rys.  2.6  i  powstaje  moż liwość  niecią głoś ci  składowej  Vs,  przy  czym
z  równań  (4.14)  nie  wynika  stał ość  wartoś ci  skoku.

Niecią głość  składowej  Vs  może powstać  również w przypadku,  gdy

6.  Począ tkowe  pł ynię cie plastyczne  klina  o  skokowej  niejednorodnoś ci

A.  Sformułowanie  problemu.  Rozważ ymy  problem  noś noś ci  granicznej  klina  obcią ż o-
nego  na  jednej  z  krawę dzi  stał ym  obcią ż eniem  normalnym.  Kli n  składa  się   z  dwóch
materiał ów  o  granicach  plastycznoś ci  K+,  K- ,  K+  >  K- ,  przedzielonych  prostą   linią
kontaktu,  przechodzą cą   przez  wierzchołek.  Obcią ż enie  działa na  czę ść  mocniejszą.

Rys. 2.7

Zadanie charakteryzują   trzy  niezależ ne parametry:  y\ ~  K- JK+, ką t  rozwarcia  klina  y
i  ką t  rozwarcia  strefy  mocniejszej  6. W przestrzeni parametrów C3 interesuje  nas wnę trze
obszaru

Przyjmiemy  kartezjań ski  ukł ad  współ rzę dnych, kierują c  oś  wzdłuż dwusiecznej  ką ta  y
(rys.  2.7).  Korzystając  ze  zwią zków  (4.10)  warunki  brzegowe  moż emy  zapisać  w  sposób
nastę pują cy(9):

(6.2) OB:  <r= - p+ K+,  0 = - f e -X

(')  Założ one kierunki lini i a, / 3  odpowiadają   ś ciskaniu w otoczeniu brzegu O A  i przyję tym umowom
co do kierunku  lini i poś lizgu a, /J (por. rys. 2.1 a także  [20]).
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(6.3)

(6.4)

O A:  a =   - K- ,

gdzie przez />  oznaczono nieznaną   wartość  nacisku  normalnego na OB,  AB  jest  nieznaną
charakterystyką   /?, dzielą cą   obszar  sztywny  i  obszar  ruchu  plastycznego.

Łatwo  stwierdzić,  że warunek  brzegowy  dla prę dkoś ci  przemieszczeń  (6.4)  nie  daje
informacji  wystarczają cej  do wyznaczenia  sposobu  plastycznego  ruchu  klina  w  chwili
odpowiadają cej  począ tkowi  niewstrzymanego  płynię cia  plastycznego  (z  dokładnoś cią
tylko  do skali  czasu).  W ramach  rozpatrywanego  modelu  począ tkowe  pole  prę dkoś ci
przemieszczeń  bę dzie  znane  zatem  z  dokładnoś cią   do jednej  funkcji  jednej  zmiennej,
która  musi  spełniać słabe  ograniczenia  wynikają ce  z postulatu  nieujemnoś ci  mocy dys-
sypacji w każ dym punkcie obszaru  uplastycznienia.

Pozwala  to, jak  się  przekonamy, traktować otrzymane pola naprę ż eń jako  rozwią zania
słuszne dla bardzo  obszernej  klasy kinematycznych warunków  brzegowych.

Rozwią zanie  postawionego  problemu  dla  klina  jednorodnego  (K+ =  K- )  podał
E. H.  LEE  [21] (por. także  [20]).

B.  Rozwią zania dla  naprę ż eń . W obu  obszarach  niedomknię tych  G+, G-  mamy K =
=   const, toteż z obu stron linii kontaktu obowią zują   całki  Kottera- Hencky'ego  dla rów-
nań  (4.13)

(6.5)  a- 2KB=f(P),  a+2Kd=g(a).

Całkowanie równań  (4.12)  polegać  bę dzie  na  doborze  funkcji/ ,  g spełniają cych  warunki
brzegowe  (6.2),  (6.3)  oraz  warunki  na  linii  kontaktu  (5.5),  (5.6).

Rys. 2.8

R o z w i ą z a n ie  1, rys.  2.8(10). Na odcinku  O A  o nieznanej  długoś ci  warunki  (6.3)

(10)  Wszystkie rysunki są  wykonane dla  rj — 1/2.
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formułują   problem  Cauchy'ego,  którego  rozwią zaniem  jest  jednorodny  stan  / =   const,

g =  const, co  daje

(6.6)  a=- K- ,  0 = - Ul +  - J.J  w  AOE.

Dla  y—d  • < n/ 4  stan  ten się ga do  linii  kontaktu L.

Niecią głość  naprę ż eń  na L jest  oczywiś cie  niecią głoś cią   pierwszego  rodzaju.  Korzys-

tamy  z warunków  (5.5),  (5.6) i  (4.11), w których  należy  przyją ć  q> =   — I <5—-—  , n =  0,
\   2  /

przyją ć  znak  plus  oraz  zamienić  indeksy  / J,, v odpowiednio  na + . —•  Obliczając  a+,  0+
otrzymujemy  na  OE  problem  Cauchy'ego.  Rozwią zaniem  jest  stan jednorodny:

a =   - K- .- [l- ~cos2(y- d)]- K+[l- r}Hm*2(y- d)]1i\

(6.7)  .  n  „  ,  y  ,  1  .  ,  , ,  . .. <  w  EOF,

gdzie  OF jest  charakterystyką   a przechodzą cą   przez  punkt  O. Zasięg  tej strefy  okreś la
ką t  EOF  równy v,

(6.8)  v e  - ~- a.rccos[rjsm2(y—5)].

Znana  charakterystyka  OF oraz  warunek  (6.2)  w punkcie  O formułują   zwyrodniały
problem  Riemanna  (por. np.  [20]).  Charakterystyki  a  tworzą   wachlarz  biegunowy  (g =

=  const), zatem

(6.9)  o = <yFO- 2K+(Q- 6FO),  6F0 < 6 < - f e _ ^ -j  w  FOG.

Dzię ki  przyję ciu  p  — const  problem  Cauchy'ego  (6.2)  ma rozwią zanie  niesprzeczne
z  (6.9).  Otrzymujemy

(6.10)  <x = - p+K+,  e = - f e _ - | .J  w  GOB.

Porównując  a z FOG i GOB na OG otrzymujemy  wartość  obcią ż enia  granicznego

(6.11)  P l =

+  2<5- 4r- arccos(?7sm2(y- <5))  1.

Przedstawione  rozwią zanie  jest  słuszne, gdy  zachodzą   nierównoś ci  (por.  rys. 2.8)

(6.12)
71  1

fhs—8:—T  y- arccos[?;sin2(y—<5)]  > 0.
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N a  płaszczyź nie  rj =  const  w  obszarze  (6.1)  odpowiada  to strefie  zaznaczonej na
rys.  2.20  liczbą   l ( n ) .

Ką ty  Hij  (ij =  1, ..., 6)  zostały  tak dobrane  i  oznaczone,  aby zmianie  znaku / j,u

odpowiadało  przejś cie  od  / - tego  do  ./ - tego  rozwią zania.  Zachodzi  równoważ ność

C«y =  0) <* (fiji  =  0).
R o z w i ą z a n ie  2, rys. 2.9. Gdy  w  poprzednim  rozwią zaniu  mamy  / tn,  linia

kontaktu  staje  się   charakterystyką   a dla  obszaru  słabszego,  przy  czym  wektor  prę dkoś ci

Rys.  2.9

doznaje  na niej  skoku  (por. p. 5). Moż na wykazać,  że  dla  mniejszych  ką tów  d linia  kon-
taktu musi być nadal linią   niecią głoś ci prę dkoś ci, co daje  warunek

(6.13) • ( * - * na  EO.

W  obszarze  AIO  mamy  nadal  stan jednorodny  (6.6). Znana  charakterystyka  10 oraz
warunek  (6.13)  formułują   zwyrodniały problem  charakterystyczny,  którego  rozwią zaniem
jest  stan z wachlarzem  biegunowym

_ I ^ - _ Z. +   <5J  w IEO.(6.14)or= - JE_ - 28:- ( fl- (9i o) ,  - I Z-  +  ^ .

D la obszaru mocniejszego  otrzymujemy  na podstawie  (5.5) i (5.6) problem Cauchy'ego,
którego  rozwią zaniem jest  stan jednorodny:

w  EFO,

cr=   —K- —2K- \y- i

(6.15)
ft  ~  n

  _L   Y

gdzie x jest okreś lone przez wzór  (5.7)

( u)  Podobnie na rys.  (2.20) oznaczamy wszystkie pozostałe rozwią zania.
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Podobnie jak w rozwią zaniu  poprzednim otrzymujemy w FGO,  GBO stany  (6.9), (6.10).
Obcią ż enie graniczne wynosi

(6.16)  Pz  = •

a  wię c jest liniową   funkcji  <5, y.
Zakres  słusznoś ci przedstawionego  rozwią zania  okreś lają   nierównoś ci

(6.17)  / % = ( ? —8 ) — Ą ^ > °>  /% =  <5- - ^- - —arccos?? > 0 .

R o z w i ą z a n ie  3,  rys.  2.10.  Gdy w  rozwią zaniu  1  wyraż enie  okreś lają ce  ką t
rozwarcia  wahlarza  biegunowego  FOG  staje  się   ujemne,  to  rozwią zanie  cią głe  po obu
stronach  linii  kontaktu  nie istnieje.  Należy  mniemać, że w czę ś ci  silniejszej  pojawia  się
linia niecią głoś ci naprę ż eń.

Ukł ad charakterystyk  odpowiadają cy  rozwią zaniu niecią głemu podany jest na rys. 2.10.
W  obszarze  AOE, EOF, FOB  stan  naprę ż enia  okreś lają   nadal wzory  (6.6),  (6.7) i  (6.10).

Na  linii niecią głoś ci zachodzą  warunki  (5.5), (5.6), w których należy przyjąć  Kv = Kll =  K+,
fv  =   dv—q>  oraz n =   — 1  [8V crv są   okreś lone  wzorami  (6.7),  $„,  a  ̂wzorami  (6.10)].

Z warunku na skok  ką ta nachylenia charakterystyk  a_, a+  obliczamy ką t q>  okreś lają cy
położ enie linii niecią głoś ci FO, co daje

(6.18)  f  -   - ^.fa- Ą ,

gdzie p,Zi okreś lone jest przez wzór  (6.20), zaś v przez wzór  (6.8).
Z  warunku  na skok  ciś nienia  ś redniego  obliczamy  wartość  obcią ż enia  granicznego

(6.19)  p3  =  K+  ( l+ ł ?) - 7?cos2(y- ó )+ [ l - 7?
2sin22(y- < 5) ]1/ 2-

—2sin  — d+- j  + - j .arccos(??sm2(y—<5)) \ \ .

5  Mechanika  teoretyczna
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Podane rozwią zanie jest  słuszne, gdy zachodzą  nierównoś ci

(6.20)

R o z w i ą z a n ie  4,  rys.  2.11.  Gdy w  rozwią zaniu  2  wyraż enie  okreś lając  ką t  roz-
warcia  wachlarza  biegunowego  FOG  staje  się   ujemne  lub  w  rozwią zaniu  3  wyraż enie
okreś lają ce  ką t  n3i  staje  się   ujemne, wtedy  układ  charakterystyk  przybiera  postać przed-
stawioną   na rys. 2.11.

Rys.  2.11

Naprę ż enia w obszarach AIO,  IEO, EOF, FOB  okreś lone są   odpowiednio przez wzory
(6.6),  (6.14), (6.15) i (6.10).

Podobnie  jak  w  rozwią zaniu  poprzednim  z  warunków  cią głoś ci  na  FO  (5.5)  (5.6)
wyznaczamy ką t  ę   okreś lają cy  położ enie linii niecią głoś ci

(6.21)

oraz wartość obcią ż enia granicznego

(6.22)  A  =

j  >  0,

Rozwią zanie obowią zuje,  gdy zachodzą  nierównoś ci

n  o  .  1  _  „

(6.23)

= y  15-  |-  + y arccos»y 0.
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G dy ^45 =  0 linia niecią głoś ci naprę ż eń FO  pokrywa  się  z linią  kontaktu.  Otrzymujemy
wyją tkową   sytuację,  gdy  linia  kontaktu jest  linią   niecią głoś ci  drugiego  rodzaju.

R o z w i ą z a n ie  5,  rys.  2.12.  G dy  juiS  <  0  otrzymujemy  moż liwość  zbudowania
rozwią zania,  w  którym  pole  naprę ż eń jest  znów  cią głe  po  obu  stronach  linii  kontaktu.

Rozprę ż enia  w  obszarach  AIO,  IFO,  EBO  okreś lone  są   odpowiednio  przez  wzory
(6.6),  (6.14)  i  (6.10).

Z  warunku  okreś lają cego  wielkość  skoku  ką ta  6 na  linii  kontaktu  (5.6)  wyznaczamy
EO- W  tym celu  należy we  wzorze  (5.6)  z  uwzglę dnieniem  (4.11)  przyją ć  Ą  =

,  9? =  y  — <5. Jednocześ nie z  warunku

(6.24)  ojuo+lK- Ajuo  =   oFEO+2K- dFE0

wyznaczamy  ciś nienie  ś rednie  w  strefie  FEO.  Po  wykonaniu  rachunków  otrzymujemy

(6.25)

„.  n  1  sin2<5]
a=   —K- ~- 2K- \ (y—d)—- -  — - ~ arccos  ,

n  1

2

w  FEO.

7}

Z  drugiego  warunku  na  lini i  kontaktu  (5.5)  okreś lamy  wielkość  obcią ż enia  granicz-
nego :

(6.26)

Zakres słusznoś ci rozwią zania  okreś lają   nierównoś ci

(6.27) = y  arccos
sin2(5 3T  1  sin2c5

=   {y—S)-  — -   — arccos
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R o z w i ą z a n ie  6  (rys.  2.13).  Gdy  w  rozwią zaniu  3  mamy  / ^36 =  0,  to  podobnie
jak  dla  / % =  0  linia  kontaktu jest  linią   niecią głoś ci  drugiego  rodzaju.  D la  / ł 36  <  0  linia
niecią głoś ci  naprę ż eń przebiega  wewną trz  obszaru  słabszego.  To  samo  ma miejsce  w  roz-
wią zaniu  5 dla [xm  <  0. Otrzymujemy  w ten sposób rozwią zanie przedstawione na rys.  2.13.

y

Rys. 2.13

Naprę ż enia w  obszarach  AFO  i EBO  okreś lone  są   przez zależ noś ci  (6.6),  (6.10). Z  wa-
runków  na linii kontaktu  (5.5) i  (5.6)  otrzymujemy

w  EFO.(6.28)
y  .  'JT  1  sin2<5

~~ y  ~  ~  2" ~  " 2 a r c c o s  ^

Korzystając  ze zwią zków  (5.5) i  (5.6), w których należy przyją ć  Kv  =  Kll  =  K_,6V  =  6AF0,

O11 =   QFEO>  n =  1, obliczamy  ką t  7j>,   okreś lają cy  poł oż enie lini i  niecią głoś ci: •

l i . n l  sin2<5\
(6.29)

oraz wielkość obcią ż enia  granicznego

<6.30)  ps  = K+   ( l+ ??)- cos2(3+ (??

2- sm22ó)1/ 2- 2?7Cos  ( y -

Rozwią zanie jest  słuszne, gdy  zachodzą   nierównoś ci:

(6.31)

\ \ .^  -   i  arccos ^^-  \ \ .
4  2  rj  J)

= -2 [(y- ^)—j + - j a r c c os

a r c c o s
sin2ól



PLASTYCZN OŚĆ  CIAŁ  O  SKOKOWEJ  NIEJEDNORODNOŚ CI  69

Posługując  się   wzorami  (5.6)  moż na  bez  trudu  dla  wszystkich  rozwią zań  1,  . . . ,6
znaleźć naprę ż enia w ukł adzie  biegunowym.

C.  Rozwią zania  dla  prę dkoś ci.  Aby  wykazać,  że  znalezione  rozwią zania  1,  ...,  6  są
kinematycznie  dopuszczalne,  wystarczy  dla  każ dego  z  nich  wskazać  jedno  rozwią zanie
równań  H.  G EIRING ER  (4.14)  spełniają ce  warunek  brzegowy  (6.4)  oraz  postulat  nieujem-
noś ci  mocy  dyssypacji  w  każ dym  punkcie  obszaru  uplastycznienia  (tzn.  postulat  X >  0).

W  poniż szych  wywodach  chcemy  osią gnąć  ogólniejszy  cel,  mianowicie  chcemy  dla
każ dego  z  rozwią zań  1,  ...,  6  wskazać  wszystkie  dopuszczalne  rozkłady  prę dkoś ci  prze-
mieszczeń .  Przy  tej  sposobnoś ci  ujawniona  zostanie  zasadnicza  róż nica  mię dzy  grupą
rozwią zań  1, 2  a  grupą   rozwią zań  3, 4,  5,  6.

Otrzymane  rozwią zania  zawierają   obszary  o  róż nych  siatkach  charakterystyk.  Przy
rozwią zywaniu  równań  H. G EIRIN G ER  (4.14) oraz obliczaniu prę dkoś ci  odkształceń umówi-
my  się   przyjmować  ukł ady  współ rzę dnych  w  poszczególnych  obszarach  w  nastę pują cy
jednolity  sposób.  W  obszarach,  w  których  0 — const, przyjmujemy  ukł ady  współ rzę dnych
kartezjań skich  o kierunkach pokrywają cych  się  z kierunkami charakterystyk  a, j9 i o wspól-
nym  począ tku  w  punkcie  O.  W  obszarach  wachlarzy  biegunowych  przyjmujemy  układy
współ rzę dnych  biegunowych  o  wspólnym  biegunie  O,  przy  czym  a  jest  współ rzę dną   ra-
dialną ,  zaś  /? współ rzę dną   ką tową.

G dy  charakterystyki  a,  /? tworzą   siatkę   kartezjań ską,  to, jak  wiadomo  (por. np.  [20]),
wobec  0 =  const  równania  (4.14)  mają   rozwią zania  w  postaci

(6.32)  V* =  B{B),  Vfi  =  A(a).

D la  siatek  biegunowych,  przyjmując  /? jako  współ rzę dną   ką tową,  otrzymujemy  roz-
wią zania  równań  (4.14)  w  postaci

(6.33)  Vx  =   - B'(P),  V,> =  B(P)+A(a).

Rozwią zywanie  problemów  brzegowych  dla  równań  (4.14)  bę dzie  polegać  w  naszym
przypadku  na wyznaczaniu  funkcji  A(d),  J?(/ J).

Prawo  pł ynię cia  Misesa  (4.6)  odniesione  do  siatki  charakterystyk  (d s  q>) ma  postać
ea / !  =  Affjj/) ,  ( eaa =   Bpi)  =  0). Wobec  przyję tych  umów o kierunkach  linii  a, /? i o ukł adach
współ rzę dnych  mamy  a  ̂ =   Ą - K.  Zatem  postulat  nieujemnoś ci  mocy  dyssypacji,  A.^0,
jest  równoważ ny  postulatowi  eaf,  >  0.

Od  dawna  wiadomo,  że  w  pł askim  stanie  odkształ cenia oś rodka  idealnie  plastycznego
pole  wektorowe  prę dkoś ci  przemieszczeń  może  być  niecią głe  na  charakterystykach.
Z  formalnego  punktu  widzenia  oznacza  to, że w  takich przypadkach  rozwią zania  równań
(4.5)- (4.7) mają   charakter  rozwią zań  uogólnionych, W zwią zku  z tym z wielu  stron padały
głosy  o koniecznoś ci  zastosowania  w tych przypadkach  teorii  funkcji  uogólnionych  (teorii
dystrybucji),  jednakż e, jak  się  wydaje,  prób realizacji  tego projektu  dotychczas nie  robiono.
W  niniejszej  czę ś ci  pracy  zostaną   uż yte  najprostsze  i dobrze znane dystrybucje:  jednostko-
wa  funkcja  Heaviside'a  H (x)  oraz  funkcja  D iraca  S(^).  Są   one  bardzo  przydatne
ujawniając  sens  mechaniczny  rozwią zań  i  przyczyniając  się   do  zawartoś ci  i  przejrzystoś ci
wywodów.
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Dla  kompletnoś ci wywodów  przytoczymy  wszystkie  wł asnoś ci dystrybucji  H (x), S(x),

które bę dą  przez  nas wykorzystane(12)  (por. np.  [24]):

0 , x < 0

(6.34)  *(*)«H '(*) .  &fo*)- 4S£,  8(- x)  = »(*),

gdzie/ (x) jest funkcją  cią głą  i róż niczko walną.

Rozpatrzmy  dowolną  funkcję  F(£) okreś loną  dla  |  >  0, przy  czym ,F(|) =  0 dla  |  >  /,
o skoń czonej iloś ci punktów niecią gł oś ci i skoń czonej iloś ci punktów niecią gł oś ci pochodnej
F '(f)  w przedziale (0, / ). Skoki funkcji  F(£) w punktach C>(v  = _ 1, . . . , «,  | v  <  fv+1,  I " <  /)
oznaczymy, przez  Av,  zaś  skoki  pochodnej  i<"(f) w punktach §"(jx — 1,  ...,m)  oznaczymy
przez  fy,.  Umowa o znakach tych wielkoś ci  wynika  z  definicji

(6.35)  J v  = U m [ f( f* + e) _ i?( |»- f i ) ] ,  A„  =  l i m ^ ^ + B ) - / 1 ' ^ " - ^ ] .
e- )-0  ,  e- »0
5>0  e>0

Funkcja  F(JC) może być przedstawiona w postaci  (por. np.  [24])

(6.36)

gdzie / (£)  jest  funkcją  cią gł ą, zdefiniowaną  przez  tę  zależ noś ć. Wzór  ten ma prostą inter-
pretację  geometryczną,  przedstawioną  na  rys.  2.14;  pierwszy  czł on  jest  czę ś cią  cią głą
funkcji  F(x),  drugi zaś  czł on stanowi czę ść schodkową  tej  funkcji.  Zwracamy uwagę  na to,
że ze wzglę du  na póź niejsze  zastosowania  funkcja/ (I)  została tak  dobrana, że

(6.37)

jak  również na fakt,  że nie interesuje nas pół oś  £ <  0.

Pochodna  funkcji  F(£) zgodnie z  (6.34) jest  równa

(6.38)  F'(S)

(12)  Wedł ug  niedokł adnego  okreś lenia  przyję tego  w fizyce. «8(x)  jest  funkcją  równą  zeru  wszę dzie
b

z wyją tkiem  punktu x = 0, gdzie ma  ona  wartość oo, przy czym cał ka f  8(x)dx, a < 0,  b>  0, jest równa 1».
a

Okreś lenie to pozwala na  ł atwe intuicyjne uchwycenie sensu mechanicznego  dalszych  rachunków.
We  wzorach na prę dkość symbol  S oznaczać  bę dzie  zawsze  S- funkcję  Diraca  (a nie kąt  rozwarcia

strefy  mocniejszej!).
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Pochodna / ' ( I )  Je st  niecią gła w  punktach  |".  Uż ywając  rozkł adu analogicznego  do
(6.36) moż na napisać

(6.39)  / ' ( I ) = p'(f)H ( / - !)-

gdzie cp'(£) jest funkcją  cią gł ą.

Rys.  2.14

R o z w i ą z a n ie  1 (rys.  2.15).  Klasę  dopuszczalnych  pól prę dkoś ci przemieszczeń
uzależ nimy  od rozkł adu skł adowej  normalnej wektora  prę dkoś ci  na brzegu  obcią ż onym
tzn. od

(6.40)  Va\  =  FQ),  0 <  £ <  /,
OB

gdzie |  jest dł ugoś cią na OB mierzoną od punktu O.

W  poszczególnych  obszarach  przyjmujemy  ukł ady  współ rzę dnych  pokazane  na
rys.  2.15.
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Zakł adamy,  że / (£) jest  funkcją  odcinkowo- cią głą  o  odcinkowo- cią gł ej  pochodnej (13)

i  zastosujemy  jej  reprezentację  (6.36).

Warunki  brzegowe

(6.41) va\ - vf\  =
OB  OB

V.\  = 0
BGFE

OC1

Rys.  2.15

formuł ują  mieszany  problem brzegowy  dla  równań  (4.14)  w  obszarze  skł adają cym  się  ze

stref  1, 2,  3.  Korzystając  z  (6.32)  oraz  z  równoś ci  £ =

wią zanie  w postaci

(M2)  n —

otrzymujemy  jego  roz-

i=   1, 2,  3,

gdzie  a1}  a2  mają  sens  współ rzę dnych  w  ukł adach kartezjań skich,  a  a3  jest  współ rzę dną

w ukł adzie biegunowym, a =   • *- =-  / ,  av  =  j/ 2 |v .

Ponieważ  linia  kontaktu  JL nie  ma  w  ż adnym  punkcie  kierunku  charakterystycznego,
wektor  prę dkoś ci  jest  na  niej  cią gły  (zł ą czenie nie jest  «zniszczone»).  Otrzymujemy  po-
prawnie  postawiony  na  OE problem brzegowy  Cauchy'ego  dla obszaru  4 i nastę pnie pro-
blem  Riemanna dla obszaru  5.

Zastosujemy  w  tym  przypadku  oraz  w  dalszych  rozwią zaniach  nastę pują cy  sposób
formalny.  Rozszerzamy  obszar  AEO  przez  doł ą czenie strefy  sztywnej  AEE',  gdzie  E'  jest
punktem przecię cia  lini i  kontaktu z prostą  poprowadzoną  z  punktu A  i  mają cą  kierunek
charakterystyki  a.  Rozwią zanie  (6.42) zostało tak  napisane, że  obowią zuje  w  cał ej  czę ś ci

(is)  Wydaje  się,  że  z  punktu  widzenia  mechaniki  rozpatrywanie  jeszcze  ogólniejszych  rozkł adów
prę dkoś ci na OB nie ma sensu.
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silniejszej  klina,  dając  (ze wzglę du  na uż yte  funkcje  Heaviside'a)  w  obszarze  sztywnym
Va =   Vp =  0.  Moż emy  zatem dla całego  obszaru  rozszerzonego  AOE' sformułować  pro-
blem  Cauchy'ego  [por zwią zki  (5.13)]

(6.43)  VZ\ =   - V\ \  siń zie,  VJX=V\\WKA%,  A6 = V- /
E'O  E'O  E'O  E'o

Va  Vp  0.  M o ż my
blem  Cauchy'ego  [por. zwią zki  (5.13)]

43)  VZ\ =   - V\
E'O  E

Uwzglę dniając  zwią zki

- ,  AA.
aa\   = a 4  I  fa  |  4  ^

E'O  E'O  E'O  O- i  EO  Pi  E'O

E  _  ]/ 2  s i n^
2  cosv  r  2  COSJ'

_  l/ 2  cos 1̂2  E _  ]/ 2
OLA —  ——— /   " —  ,  PA  —  ' —^— /4  2  r  2

oraz  (6.32), otrzymujemy  rozkł ad prę dkoś ci w czę ś ci  słabszej w postaci

V. = ]/ 2/ ( / 4) sinZlOH^- ^f)- j/2 sin/1

(6.45)

Vf  =  - ]/ 2/ (/ - ^|)coszieiH(af- a4)+ y'2coszlć»
\   a4/

W  strefie  5 wobec  J?4—jSf  < 0 pierwszy  wzór  daje  K, =  0,  aw  strefie  doł ą czonej  AEE'
wobec  /?4—/?f <  0,  af—a4  < 0 otrzymujemy  Va — Vp =  0.

Otrzymane pole wektorowe  prę dkoś ci jest niecią głe. Jak widać z (6.42),  (6.45)  prę dkość
V*  = / ( / ) Ą= 0 powoduje  powstanie  niecią gł oś ci skł adowej  Vp na liniach a( =  a,  /  = 1, 2, 3
(BGFE),  a4 = af  (EA)  oraz  niecią gł oś ci  skł adowej  Ka na linii  /?4 =  )3| (£/ ?)•   Analogiczne
linie  niecią gł oś ci  aj =   ]/ 2^v,  aA = al,  y?4 =  j3j  są  spowodowane  przez  każ dy  skok Zlv
prę dkoś ci  normalnej  V„   I  (rys.  2.15).

OB

Prę dkoś ci  odkształ ceń postaciowych  w poszczególnych  obszarach  wynoszą

(6.46)

=   f(ad,  f =   1 J 3

- ]/2  - 4 cos J0/ '(/ - %) H(af- a4)la4  \   a4 /   J

V =  I
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Wzory  te  mają  proste  i  wygodne  interpretacje  mechaniczne.  Wyrazy  zawierają ce
pochodną  «cią gtej  czę ś ci»  rozkł adu  prę dkoś ci  V„\   =  F ( |)  (por.  rys.  2.14),  tzn.  funkcję

OB

'(£),  przedstawi/ ają  rozkł ad  prę dkoś ci  odkształ ceń  w  odpowiednich  obszarach,  wyrazy
zawierają ce  S- funkcje  przedstawiają  nieskoń czenie  wielkie  prę dkoś ci  ś cinania  na  liniach
niecią gł oś ci  wektora  prę dkoś ci.

Wzory  (6.46)  pozwalają  również  na  poprawne  sformuł owanie  ograniczeń,  które  na-
kł ada na funkcję  F(f)  warunek  nieujemnoś ci  mocy  dyspozycji  aaP  >  0.  Istotnie, bę dzie  on
speł niony  w  obszarach  i  na  liniach  niecią gł oś ci  wtedy  i  tylko  wtedy,  gdy(14)

(6.47)

przy  czym  znak  równoś ci  nie może mieć miejsca  jednocześ nie  we  wszystkich  zwią zkach.
Warunki  te oznaczają,  że  rozkł ad  prę dkoś ci  normalnej  na  OB  musi  być dodatnią  nie-

rosną cą funkcją  f.
Klasa  dopuszczalnych  rozkł adów  prę dkoś ci  dla  rozwią zania  1  została  więc  w  peł ni

okreś lona  przez  wzory  (6.42),  (6.45)  i  (6.47).  Klasa  ta jest  bardzo  obszerna.  Wskaż emy
nastę pują ce  przypadki  szczególne  (rys.  2.16):  a)  gł adki  stempel  wciskany  ruchem  poste-

a)
- v„

powym,  b)  gł adki  stempel  wciskany  ruchem postę powym  z  jednoczesnym  obrotem  prze-
ciwnie  do  ruchu wskazówek  zegara,  c) kilka  gł adkich  stempli  oddział ują cych  jak  w  p. b),
przy  A „   <  0. Zatem rozwią zanie  1, zbudowane dla klina obcią ż onego  ciś nieniem bocznym,
stanowi  jednocześ nie  rozwią zanie  wszystkich  powyż szych  i  wielu  innych  zadań.  Ł atwo
wskazać  jednocześ nie  zadania  pokrewne,  dla  których  rozwią zanie  1 nie jest  poprawne  ze
wzglę du  na  ujemność  dyssypacji  mocy  (mimo  speł nienia  wszystkich  warunków  kinema-
tycznych  i  statycznych), np. zadanie o gł adkim stemplu  obracają cym  się zgodnie  z ruchem
wskazówek zegara  (rys.  2.16d).

Zauważ my  jeszcze,  że  dla  / (/ ) — Av  =  0  (v —  1,2,  .. . ,«)  wzory  na  prę dkość  od-
kształ ceń  nie  zawierają  S- funkcji,  co  odpowiada  cią gł oś ci  pola  prę dkoś ci  przemieszczeń.
D la/ ' (£)  =  0  wzory  na  odkształ cenia  w  obszarach  1,  3, 4,  5  zawierają  same  S- funkcje;
w  chwili  odpowiadają cej  począ tkowi  ruchu  plastycznego  obszary  te  zostają  podzielone
liniami  niecią gł oś ci prę dkoś ci  na czę ś ci  zaczynają ce  się poruszać jak  ciała sztywne;  gdy  jest

(14)  Symbol JJ  oznacza kwantyf ikator ogólny  i powinien być czytany «dla każ dego  x».
x
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dodatkowo Y\ńv  =  °=  mamy przykł ad z rys.  2.16, a ruch plastyczny jest taki jak  w zadaniu
V

omówionym  w p. 7.
R o z w i ą z a n ie  2  (rys.  2.17).  Rozwią zanie  w  obszarach  1, 2,3  pokrywa  się   z roz-

wią zaniem  okreś lonym  poprzednio  (6.42).

Lini a  kontaktu jest  charakterystyką   dla  słabszej  czę ś ci,  a wię c  wektor  prę dkoś ci  może

być  dla niej  niecią gły. Warunki  brzegowe

(6.48) Vf\  =
OE OB

V.\=0
El A

formułują   problem charakterystyczny  w obszarze składają cym  się  ze stref  4,  5.  Korzystając

z  (6.33),  (6.32),  (6.42)  oraz  zwią zku  a4  I   —  a3  I   otrzymujemy  rozwią zanie w postaci
OE  COSX  OE

(6.49)  Vi = 0,  V\ =  - l / J / l /^

i- 4,5.
Każ demu  skokowi  Av  odpowiada  skok  składowej  Vp  wzdłuż  odpowiedniej  załamanej

charakterystyki  /?  (rys.2.17.)

et,

Rys.  2.17

Istotnym  jakoś ciowym  zjawiskiem  w  podanym  rozwią zaniu  jest  niecią głość  prę dkoś ci
na  lini i  kontaktu  L  («zniszczenie»  zł ą cza).  Wielkość  skoku  wynosi

(6.50)  \AV  |  =   - V%
O
%
OE

(af- aj)- l/2 sin«  V

jest  wię c  zmienna i  nie znika  dla  ż adnej  funkcji  F(tj), jeż eli  sina:  ^  0. Aby  móc  formalnie
wł ą czyć  ten skok  do  pola prę dkoś ci przemieszczeń, a nastę pnie w postaci  S funkcji  do  e^,
należy  napisać

(6- 51)  K
OE
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gdzie /?4 jest ką tem w wachlarzu 4 liczonym od OE w stronę  przeciwną   do ruchu wskazówek

zegara. Wtedy  mamy

(6.52) -̂   -   VI  =  AY I

Łatwo  stwierdzić, że dla  F(lj)   spełniają cej  warunki  (4.47)  e*p >  0,  e% >  0.  Uwagi  poczy-
nione  w  odniesieniu  do  rozwią zania  1 obowią zują   i  dla  rozwią zania  2.

R o z w i ą z a n ie  3  (rys.  2.18).  Rozwią zanie  3  zawiera  lini ę   niecią głoś ci  naprę ż eń
w  obszarze  silniejszym.  Nakł ada  to  dodatkowe  ograniczenia  na  moż liwą   kinematykę
ruchu.  Istotnie,  do  warunku  brzegowego  (6.4)  doł ą czyć musimy  warunek  znikania  skła-

F'

dowej  stycznej  wektora prę dkoś ci na lini i niecią głoś ci naprę ż eń (por. np.  [20]). Ze wzglę du
na  to należy  spodziewać  się  a priori,  że klasa dopuszczalnych  pól prę dkoś ci  przemieszczeń
bę dzie wę ż sza od klasy  okreś lonej  przez warunki  (6.47).

W  charakterze  funkcji,  od  której  uzależ nimy  prę dkoś ci  Vx,  Vp,  wygodniej  bę dzie
przyją ć  rozkł ad składowej  normalnej wektora  prę dkoś ci  na lini i niecią głoś ci naprę ż eń  FO,
a  nie na brzegu  OB.  Wtedy  dla  dziewię ciu  obszarów  zaznaczonych  na  rys.  2.18  otrzymu-
jemy  kolejno:  2,  3 — problemy  Cauchy'ego,  1, 4 — problemy  charakterystyczne,  5,  6  —
problem  Cauchy'ego,  7 , 8 ,9  — problemy  charakterystyczne,  przy  czym  w  każ dym  z  ob-
szarów  1,  ..., 9 prę dkoś ci bę dą  wyraż one róż nymi wzorami. W celu uproszczenia rachunku
stosujemy  sposób  formalny,  polegają cy  na  doł ą czeniu  do  obszarów  plastycznych  czę ś ci
sztywnych  BFF',  E"EFF',  AEE'  gdzie BF',  F'E",  AE'  są   prostymi  o kierunku  odpowied-



PLASTYCZN OŚĆ  CIAŁ  O  SKOKOWEJ  NIEJEDNORODNOŚ CI  77

nich  charakterystyk,  FF'  jest  przedłuż eniem  linii  niecią głoś ci,  a  EE'  przedłuż eniem  linii
kontaktu.

N a  przedłuż onej lini i  niecią głoś ci  OF'  mamy  dane

(6.53)

Vt\   = 0,
Of'

V„   |  =  <7(0  =

gdzie / jest  odległoś cią   na FO  mierzoną   od punktu  O, a  V„  jest skierowane jak na rys.  2.18,

h=OF=   „   ]/ 2  1.
2cos/%

Dla  rozszerzonych  obszarów  OBF'  (indeks  r)  i  OE'F'  (indeks  /) mamy  sformułowane
problemy  Cauchy'ego

VI  I  =  F„   ] sin/ %,  Vf  |  =  - F„   |  cos/ %,
F'O  P'O  F'O  F'O

(6.54)
F i  |  =   - V„  I   sin/ *gl,  F^  |  =  - F„   |  coS(«31.

F'O  F'O  F'O  F'O

Korzystając  z zależ noś ci  (6.32)  oraz ze zwią zków

(6.55)  t  — h—j  ==   h - 0-,  af  =  Acos/ %,  /3f  =

otrzymujemy  rozwią zanie  dla  obszarów  1, 2 w postaci

<6.56)  ' ~l

ft

Prę dkoś ci  odkształ ceń w  obszarach  1, 2 wyraż ają   się   wzorem

(6.57)  2eaP  =

+ g(A)cosi «3 1S(af- a1) - sini a31  ]
v = l  V - 1

Analiza  tego  wzoru  pozwala  na  proste  znalezienie  warunków,  które  musi  spełniać
rozkł ad  prę dkoś ci  normalnej  na  OF,  aby  w  całym obszarze  klina  zachodziła  nierówność

• «j  >  0.

Dla  (?(/;) =  g(/ i)  ?4 o  wyrazy  trzeci  i  czwarty,  reprezentują ce  nieskoń czenie  wielkie
odkształ cenie  postaciowe  na  liniach  niecią głoś ci  prę dkoś ci  jSx =  /Jf  (FG)  i  ax  =  af  (FB),

nie mogą   być na raz  dodatnie, zatem na jednej  z  tych  lini i dyssypacja jest ujemna.  Inaczej
mówią c,  skok  składowej  Vx  na  FG  (dla  g(h)  >  0)  lub  skok  składowej  V?  na  FB  (dla
g(h)  <  0)  jest  niezgodny  z  kierunkiem  dział ania  naprę ż enia  stycznego  aa[l  =   +K.  Zatem
VM  =   g{h) =  0 .
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D o  analogicznej  sprzecznoś ci w odniesieniu do odpowiednich linii niecią gł oś ci /?x =  /?£,
ax  = d[ dochodzimy analizując  wyrazy  pią ty  i szósty  we wzorze  (6.57) dla Av  #  0. Zatem
«dv = 0,  v =  1, ...,  «.

Dalej, w obszarze  1 pozostaje  tylko  drugi  wyraz  (bowiem  jSf—j3x <  0), skąd  wniosku-
jemy,  że powinien być speł niony warunek g'  <  0.

Wreszcie  w  obszarze  2  suma  wyrazów  pierwszego  i  drugiego  musi  być  dodatnia,
a  ponieważ  /V/?f  Js ax/ af,  to  funkcja  g'(t)  musi  być  funkcją  niemaleją cą  swego  argu-
mentu.

Reasumując ą twierdzamy,  że warunek nieujemnoś ci mocy dyssypacji w każ dym punkcie
obszaru  uplastycznienia  jest  speł niony  wtedy  i  tylko  wtedy,  gdy  rozkł ad  prę dkoś ci nor-
malnej na OF (4.53)  speł nia  warunki

(6.58)  /7  /7  [J
V  t  t,B>0

E. H.  LEE W  pracy  [23] wykazał   dla  podobnego,  zadania,  że  muszą  zachodzić  dwa
ostatnie  warunki  (6.58)  zakł adając  cią gł ość  funkcji  G(f) ze wzglę dów  intuicyjnych,  raczej
nie  budzą cych  wą tpliwoś ci.  Powyż szy  dowód  formalny  cią gł oś ci  [dwie  równoś ci  (6.58)]
ilustruje  zastosowanie  dystrybucji  U.(x), S(.v), odsł aniając jednocześ nie  pewne  interesują ce
wł asnoś ci  badanych  rozwią zań.

Rozwią zanie  problemu  Cauchy'ego  (6.54)  dla obszarów  3, 4  i  sprawdzenie  warunku
e«/i  5s 0 przebiega  podobnie. W rezultacie otrzymamy

(6.59) w  strefach  1,2;

•   Va=   - ^

(6.60)  w  strefach  3 , 4.

V» = - 8\h^r  \co&  filial- a2),

Dla  obszaru  rozszerzonego  skł adają cego  się ze stref  5, 6 , 7 , 8 , 9,  AEE'  mamy problem
brzegowy  Cauchy'ego:

VI  |  =   V\  |  cosZie- Kp  |  sin/ ie,  F j  |  =   K  |
(6.61)  o £ '  0 £ ;'  o £ '  £ '°  OE'

A6  =  v—/ j,3i.

Korzystając  z rozwią zań  (6.60) oraz ze  zwią zków

0E'

O£'

,,F  " 3
«3

,,K_ A  .
OE' OE'

(6.62) f  2
a?

OE' OE'

„B   _
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ł atwo otrzymać

K  =  -
(6.63)

I

\   as  I  \   as

w strefach  5, ..., 9 .
Wykaż emy,  że warunki  (6.58)  zapewniają  nieujemność  dyssypacji  mocy w obszarach

5,  ..., 9. Na podstawie  (6.63) i  (6.62) mamy

, , . . ,.  „   sinrcosZlfl  ,/   ^ 3 \ T T , O  o „ .  cosi'sin/ 10  ,
(6.64)  2es,  ^ —  g  (A^)H0»/Jf)

W  wyraż eniu  tym nie wystę puje  d—•  funkcja,  ponieważ g{h) = 0 [por.  (6.34)],-  co  jest
odzwierciedleniem  formalnym  cią gł oś ci  pola  prę dkoś ci  przemieszczeń  (6.63).  Korzystając
ze zwią zku  AO =  v—/ j,3i otrzymujemy

(6.65)  2eaP =  sin2ł ^g'\ h- ~i  H(jS3- - ^f)- g'  A- i-   H (a?- a3) } +

+ cos2i'<^ '  IA- ^|- IH ( 3̂—j8f)—g'l/ j—|lH (af—a3)>-

~  sin2.ctg/ *M {§' (/i

ze  wzglę du  na  (6.58)  oraz z uwagi  na  to, że 1) dla  każ dego  dwumianu  uję tego  w nawias
pierwszy  czł on  jest  «wygasz'ony»  przez  funkcję  Heaviside'a  wcześ niej  niż drugi, 2) argu-
ment pierwszego  czł onu jest wię kszy  od argumentu drugiego  czł onu.

Rozkł ad  skł adowej  normalnej  prę dkoś ci  na  brzegu  obcią ż onym  otrzymujemy  ze
zwią zków

ax  \ =(6.66)  Vn\   = £ ( g  f  )
OB  *•   OB  OB  OB  OB

korzystając  z rozwią zania  (4.59). W ten sposób  otrzymujemy

(6.67)  Vn\

gdzie £G =  ltg/ j,31.  Rozkł ad  ten pokazany jest na rys.  2.19.
R o z w i ą z a n ia  4 , 5 , 6.  Podobnie moż na budować  pola  prę dkoś ci  dla  rozwią zań

4,  5, 6.  Odpowiednie  zależ noś ci  podane są w pracy  [12].  Ograniczenia  na  dopuszczalne
rozkł ady prę dkoś ci  bę dą  podobne do  (6.58).
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D .  Omówienie wyników. Znalezione rozwią zania  dla prę dkoś ci  przemieszczeń  wskazują
na  zasadniczą   róż nicę   mię dzy  grupą   rozwią zań  1, 2  a  grupą   rozwią zań  3, 4,  5,  6.

Rozwią zaniom  z  pierwszej  grupy  odpowiada  obszerna  klasa  dopuszczalnych  pól
prę dkoś ci  przemieszczeń,  zawierają ca  pola  niecią głe  [por.  warunki  (4.47)].  W  szczegól-
noś ci rozwią zania  1, 2 są  słuszne dla przypadku wciskania  gładkiego stempla  przy  V° >  VB.

Rozwią zaniom  z  drugiej  grupy  odpowiada  znacznie wę ż sza  klasa  dopuszczalnych  pól
prę dkoś ci  przemieszczeń,  składają ca  się   z pól  cią głych  [por. warunki  (6.58)].  W  szczegól-
noś ci  rozwią zania  3, 4,  5, 6  nie  mogą   być  poprawne  dla  zadania  o  wciskaniu  stempla.
Wynika  to ze wzorów  typu  (6.68)  (por. także rys.  2.19).

Rys. 2.19

N a  podkreś lenie  zasługuje  specjalna  rola, jaką   odgrywają   rozwią zania  odpowiadają ce
punktom  Alt  A2  na  płaszczyź nie  r\  =   K- / K+ =  const,  (por.  rys.  2.20).  Rozwią zania  te
nazywamy  podstawowymi.

Podstawowe  rozwią zanie  Ax  otrzymujemy  z  rozwią zań  1, 2,  3, 4,  gdy  zachodzą   rów-
noś ci  pn  =   [i 13  =   / in  =  ^24 =   fiai  =  psi  =   [i i2  =  fii3  =   0,  czyli  dla  nastę pują cych  ką tów

(6.68)
n \ rei

- j  — — arccos??,

podstawowe  zaś  rozwią zan ie  A%  odpowiada  sytuacji,  gdy  w  rozwią zan iach  3, 4,  5, 6
odpowiedn io  / % =   / j,ae =   fj, iS  =   / ii5  =   fj,5i  =   / *56 =   fiR3  =   ^  =   0,  czyli  gdy

(6.69)
71 1

=   - j-  — —a rc cos?;,

W  obu  przypadkach  w  czę ś ci  słabszej  i  czę ś ci  mocniejszej  klina  mamy  jednorodny
stan  naprę ż enia  a =  const,  6 =  const  (rys.  2.21).  Skł adowa  styczna  wektora  naprę ż enia
na  lini i  kontaktu L ma najwię kszą   dopuszczalną   wartość  K-   (linia kontaktu jest  charakte-
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• n/ 4

(1)

(1,2,3,4)

(3Ą 5,S)

Rys.  2.21

rystyką   dla czę ś ci  słabszej).  D la rozwią zania Als  na linii kontaktu otrzymujemy  niecią głość
naprę ż eń  pierwszego  rodzaju,  natomiast  dla  rozwią zania  A2 -  niecią głość  drugiego
rodzaju  (por. p. 2). W  rozwią zaniu  Ax  wystę puje  skok  prę dkoś ci  przemieszczeń na lini
kontaktu  («zniszczenie»  zł ą cza),  w  rozwią zaniu  A2  pole  prę dkoś ci  jest  cią głe.  Wielkość
obcią ż enia granicznego  okreś lają   wzory

(6.70) p A x =

6  Mechanika  teoretyczna



82  JAN RYCHLEWSKI

Rozwią zania  podstawowe  mają   nastę pują cą   interesują cą   wł asnoś ć: przez  zmiany  para-
metrów  Ć S, y,  r\  moż na  z  nich  otrzymać wszystkie  6  znalezionych  rozwią zań  (rys.  2.21).

Z  podobną  sytuacją   spotkamy się  w p.  14 przy  analizie  noś noś ci granicznej  skrę canego
prę ta  o  skokowej  niejednorodnoś ci.  Nasuwa  to  nastę pują cą   koncepcję   rozwią zywania
zadań  tej klasy: należy  znaleźć rozwią zania  podstawowe  i nastę pnie badać ich  zachowanie
się   przy  zmianie  parametrów.  Koncepcja  ta  wymaga  jednak  dokładniejszego  sprecyzo-
wania  i zbadania.

Powierzchnie

(6.71)  py(y,  d,  rj)  =   0

dzielą   obszar  (4.1) przestrzeni  C3 na 6 podobszarów  odpowiadają cych  sześ ciu  znalezionym
rozwią zaniom.  Charakter  tego  podziału  przestrzennego  moż na  uprzytomnić  sobie  bez
trudnoś ci  operując  przecię ciami  rj =   const. Ponieważ

(6- 72)  ft,  ( i ,  *. ,  v\   =  0,

to  kolejne  przekroje  rj =  const  bę dą   podobne do  przekroju  rj =  1/2  przedstawionego  na
rys.  2.20,  a  róż nice bę dą   wynikać  z  innego  usytuowania  punktów  AXi  A2.

Przy  wzroś cie  rj  od  0  do  1  punkt  Ax  wę druje  od  poł oż enia  r l - j - ,  - = -)  do  poł oż enia

^ - ,  - j- J,  punkt  zaś A2  wę druje  od  R\—r- ,  01 do  S,  przy  czym  oba  punkty  leżą   stale
2  4 /   \  4  /

na  prostej  y—o  =  - j- .

Dla  rj =  0  i  r\  =  1 otrzymane rozwią zania  przechodzą   w  znane rozwią zania  dla  klina
jednorodnego o rozwartoś ci  odpowiednio  5 i y.  Istotnie, przy  rj =   0 obszary  5,  6  redukują
się   do  linii ,  rozwią zania  3,4  przechodzą   w  rozwią zanie  klasyczne.z  linią   niecią głoś ci
(<5  <  TE/2),  rozwią zania  zaś  1,2  .pokrywają   się   z  klasycznym  rozwią zaniem  cią głym
(<5  ^  njl).  Analogicznie  dla  rj =  1 znika  obszar  4,  rozwią zania  3,  6 pokrywają   się   z  kla-
sycznym  rozwią zaniem  niecią głym  y  <7r/ 2,  a  rozwią zania  1,2,  5 —  z klasycznym  roz-
wią zaniem  cią głym  (y  ^  TT/2).

Rozpatrzone  kliny  niejednorodne  mogą   być  podzielone  na  grupy  o  mniejszej  iloś ci
moż liwych  rozwią zań.  N p. dla  0  <  y  <  JI/4  niezależ nie  od wartoś ci  • >]  bę dziemy  mieli  do
czynienia  jedynie  z  rozwią zaniami  3, 6.  Analogicznie  dla  n/ 2  <  d <  3JT/4  wystą pią
Jedynie  rozwią zania  1, 2  itd.  (por.  odpowiednie  oznaczenia przedział ów  zmiennoś ci  <5,  y
na  rys.  2.20).

Należy podkreś lić,  że  nie  sprawdziliś my  jednego  z warunków  poprawnoś ci  rozwią zań
dla  ciała  sztywno- plastycznego  bez  wzmocnienia, mianowicie  nie wykazaliś my,  że  obszar
poniż ej  charakterystyki  AB  może być istotnie obszarem sztywnym.  W  tym celu należ ał oby
znaleźć  w  tym  obszarze  stan  naprę ż enia  spełniają cy  równania  równowagi,  warunki  a„   =
=   T„  =  0  na  krawę dziach  bocznych,  warunki  an  =   a,  %„  =  K±  na  AB  oraz  warunek
(oxx—Gyyf+Ą Gly  <  4JK|.  . N ie ma powodu,  aby  wą tpić,  że  takie  przedł uż enie stanu  na-
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prę ż enia  istnieje,  tym  niemniej  z  formalnego  punktu widzenia  podane rozwią zania  należy
zaklasyfikować jako  rozwią zania  kinematycznie dopuszczalne.

Powyż sza  okoliczność  nabiera  istotnego  znaczenia  dla  przypadku,  gdy  obcią ż ona  jest
krawę dź  słabszej  czę ś ci  klina  (por.  [12]).

Chcielibyś my  stwierdzić,  że  rozważ ony  przykł ad  wskazuje,  jak  się   zdaje,  na  celowość
uż ycia  najprostszych  dystrybucji  H (x),  §0)  do  opisu  pól  prę dkoś ci  przemieszczenia
j  odkształ cenia  w  pł askim  stanie  odkształ cenia  oś rodka  idealnie  plastycznego.  Linie
niecią głoś ci  prę dkoś ci  przemieszczenia  znajdują   naturalny  wyraz  we  wzorach  na  Va,  Vp

[człony  typu  AH(x),  A  ^  O por.  np.  wzór  (6.45)]  oraz  we  wzorach  na  ettp  [człony  typu
A$(x),  i ^ O ,  por. np. wzór  (6.46)], co formalizuje  orientację  w przebiegu  linii  niecią głoś ci
i  sprowadza  sprawdzenie  warunku  A >  O na  liniach niecią głoś ci do  formalnego  stwierdze-
nia  znaku  odpowiednich  współ czynników.  Odpada  również  konieczność  oddzielnego
'uwzglę dnienia  czł onów  odpowiadają cym  liniom  niecią głoś ci  we  wzorach  na  moc  dyssy-
pacji,  bowiem  zawiera  je  cał ka  Je^a^dS.  N a uwagę  zasługuje  także  zwarty  i  przejrzysty
charakter  wzorów  na  Va,  Vp,  eal,  w  obszarach  składają cych  się   ze  strefo  róż nych rozkła-
dach prę dkoś ci  [por. np. wzory  (6.63) wspólne  dla pię ciu stref]. W podobny sposób  moż na
uż yć  dystrybucji  K(x),  S(x)  w  innych  działach teorii  plastycznoś ci.

N a  zakoń czenie należy  dodać, że  rozpatrywane  rozwią zania  moż na  próbować  uzyskać
z  przejść  granicznych  od  rozwią zań  sprę ż ysto- plastycznych  dla  klina  obcią ż onego  na
brzegu  nieskoń czonym.  Odpowiednie  rachunki dla  klina jednorodnego  zawarte  są   w pra-
cach  [25- 27].  Dokł adniejsza  analiza  wskazuje  jednak,  że  wyniki  prac  [25  i  26]  nie  są
poprawne  dla  y  >  n/ 2,  ponieważ  w  pobliżu  osi  dyssypacja  energii  jest  ujemna.  Dyskusja
tego  problemu zawarta jest w pracy  [28].

7.  Działanie  gładkiego sztywnego stempla na półprzestrzeń [1]

Rozważ ymy  zadanie  o  dział aniu gładkiego  sztywnego  stempla  na  prostoliniową   kra-
wę dź  ciała  zł oż onego  z  dwu  materiał ów  o  stał ych, ale  róż nych  granicach  plastycznoś ci
(rys.  2.22).  Przyjmiemy,  że  linia  podziału L  jest.prostą   przecinają cą   brzeg  w  punkcie  O,

Rys.  2.22

zaś stempel działa na materiał  mocniejszy, przy czym jego krawę dź pokrywa  się  z punktem  O.
Zakł adamy  ponadto,  że  ciało  jest  na  tyle  duż e,  że  płynię cie  plastyczne  zlokalizowane
jest  w  obszarze  stykają cym  się   ze  stemplem.  Przyjmiemy  wreszcie,  że  zł ą cze L  ma  włas-
noś ci  opisywane  przez  model  I I , przy  czym  spełniony jest  warunek  (2.4).
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Należy  wyznaczyć  stan  naprę ż enia  i  prę dkoś ci  przemieszczeń  oraz  wartość  graniczną
siły  nacisku  w  chwili  odpowiadają cej  począ tkowi  niepowstrzymywanego  pł ynię cia  plas-
tycznego.

Zadanie charakteryzują   dwa  niezależ ne parametry

K-
(7.1) 71 =

K+
gdzie  K- ,  K+  oznaczają   odpowiednio  granice  plastycznoś ci  strefy  słabszej  i  mocniejszej,
Q jest ką tem  rozwarcia  strefy  słabszej.

N a  brzegu  OB  warunki  brzegowe  dla  prę dkoś ci  należy  zapisać  w  postaci

(7.2) - V.  |  -   V°+(VB-
OB

• nf 0

gdzie  V°,  VB  oznaczają   prę dkoś ci  pionowe  krawę dzi  stempla  w  chwili  począ tku  ruchu,
AB  oznacza  nieznaną   granicę   czę ś ci  sztywnej  i  plastycznej,  która  jest  charakterystyką   /?.

Warunek  dla  składowej  normalnej  wektora  prę dkoś ci  pod  stemplem  uwzglę dnia
w charakterze przypadków  szczególnych  nastę pują ce  moż liwoś ci:

1) stempel jest zagł ę biany w materiał   ruchem postę powym,

V°  =   VB  >  0,

2)  stempel  jest  zagł ę biony  w  materiał   z  jednoczesnym  obrotem;  prę dkoś ci  V°  >  0,
VB  >  0 są   dane, przy  czym  V°  i=   VB,

3)  dana jest  prę dkość  pionowa  pewnego  punktu poś redniego  Vx,  0 <  x  <  1  (przegu-
bowe  obcią ż enie stempla),

4)  cię ż ki  stempel  spoczywa  na krawę dzi  OB;  wielkoś ci  V°,  VB  nie są   dane.
Traktując  półprzestrzeń  jako  klin  o  ką cie  rozwarcia  y  =  n  przy  czym  Q =  n—d

widzimy,  że  poprzednia  szczegółowa  analiza  dopuszczalnych  rozkł adów  prę dkoś ci  dla
klina pozwala  uż yć otrzymane w p. 6 rozwią zania  dla zadania o stemplu.  Istotnie, rozkł ad
prę dkoś ci  (7.2) jest  szczególnym  przypadkiem  rozkł adu  (6.41). Specyfikując  odpowiednio
poprzednie wzory  uzyskujemy  dwa  rozwią zania,  przy  czym rozkł ad nacisku pod  stemplem
jest równomierny(15)

R o z w i ą z a n ie  1  (rys.  2.23,  2.24).  Nacisk  w  chwili  odpowiadają cej  począ tkowi
niepowstrzymywanego  pł ynię cia wynosi  zgodnie z  (6.11)

(7.3)  Pl  =   KM+ v  (I- cos2e)+(I- f - —2Q—arccos(^sin24

Rys.  2.23

(1B)  W pracy  [11], wykonanej  przed pracą   [12], został  przyję ty  inny  tok  postę powania,  niezależ ny  od
rozwią zania  dla klina.
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Rozkł ady  prę dkoś ci  na podstawie  (6.42)  i  (6.45) są  okreś lone  nastę pują co

yt = o,  Vi =  ~\ °- VB)^- ,  i =  1, 2, 3,(7.4)

(7.5)

(7.6)  K=0,  Vl=VI,
gdzie  at,  a3>  a4  są  współ rzę dnymi  w  ukł adach  kartezjań skich,  zaś a2  jest  współ rzę dną

radialną w ukł adzie biegunowym  (rys. 2.24).

Rys. 2.24

Podane pole prę dkoś ci jest niecią głe wzdł uż lini i podziału strefy  sztywnej  i strefy  ruchu

plastycznego,  tzn. lini i  AE  i  EFGB  oraz  wzdł uż  charakterystyki  EH. Wielkość  skoku

wynosi

(7.7)  |Z1V|£F GB  =   ]/ 2VB,  \AV\AE  =   j/ 2> Bcos Ad,  \A\ \EII  =   ]/ 2>Bsinzl(?.

N a  uwagę zasł uguje wykryte zjawisko jakoś ciowe: w chwili  odpowiadają cej  począ tkowi

niepowstrzymywanego  pł ynię cia plastycznego  obszar  sł abszy  zostaje  podzielony  linią nie-

cią gł oś ci  wektora  prę dkoś ci  przemieszczeń na dwie  strefy  o róż nej  kinematyce ruchu.

Gdy  granice  plastycznoś ci  wyrównują  się, r\  -> 1, lub strefa  sł absza  maleje  do zera,

Q - * 0, otrzymane rozwią zanie  przechodzi w sposób  cią gły w rozwią zanie  dla jednorodnej

pół przestrzeni;  wzór  (3.12)  okreś la  znaną  wartość p =   KQ- \ - n).

Gdy  rj -> 0,  otrzymujemy  rozwią zanie  dla  jednorodnego  klina  o  ką cie  rozwarcia

7i—Q J5=   3TE/4.

Otrzymane  rozwią zanie  obowią zuje  wobec  (6.12) i y =  %, g =  n—d dla

(7.8) n

G dy  Q -> ?r/4  strefa  4  redukuje  się ze zera,  przy  czym  moż na  pokazać, że  jednocześ nie

zachodzi  e^  -> co (por. [11]), w  pozostał ych zaś obszarach  ettp są ograniczone.
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R o z w i ą z a n ie  2  (rys. 2.25, 2.26).  Nacisk  w chwili  osią gnię cia  noś noś ci podł oża
wynosi  zgodnie z (6.16)

(7.9)  i ; 2 = J S

Rozkład  prę dkoś ci w obszarach  1, 2, 3 okreś lają   wzory  poprzednie, zaś w obszarach
4,  5 na podstawie  (6.49) mamy

(7.10)  Vi =  0,  VI =   - F( ' ( H - J?)
1 / B + ( F O - FB ) ( 1+ J?) - ^ -,  i =  4, 5,

gdzie  a4 ma sens współ rzę dnej w układzie biegunowym,  zaś a5 w ukł adzie  kartezjań skim.

ir/ 4

Rys. 2.25

Rys. 2.26

Podane  pole  prę dkoś ci  jest  niecią głe  wzdłuż  AIE,  EFGB,  EO.  Wielkoś ci  skoków

wynoszą

AY\EFGB  =  l / 2F B ,  \AV\AIE  -

(7- H)
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Należy  podkreś lić,  że  wielkość  skoku  prę dkoś ci  na  linii  kontaktu jest zmienna.
Zgodnie z  (6.17) rozwią zanie  obowią zuje,  gdy

7t  .  „   3tt  1
(7.12)

T  "T  JŁ*

Gdy  7]  - * 1, to  K - »•   0  i  otrzymujemy  w granicy  rozwią zanie  dla jednorodnej  półpłasz-
czyzny, przy  czym  |ZlV|Oj;  -+  0, zasp  - *  K(2+ri).

•  Gdy Ty  -> 0, to  %  - >•   TZ/4 i  w  granicy  otrzymujemy  rozwią zanie  dla jednorodnego  klina
o ką cie rozwarcia  n—Q  >  w/2.

N a  podstawie  (6.47)  stwierdzamy,  że  warunki  konieczne i  dostateczne na  to,  by  dys-
sypacja  mocy  we  wszystkich  obszarach  i  na  wszystkich  liniach  niecią głoś ci  była  nieu-
jemna,  mają   dla obu  rozwią zań postać:

(7.13)  Vs  > 0,  F ° > F B

lub
(7.14)  VB=0,  F ° > 0.

Gdy  VB  =  0 stempel zaczyna  obracać się  wokół  punktu B w kierunku  odwrotnym do
ruchu  wskazówek zegara, przy  czym:

w  rozwią zaniu  1 pole prę dkoś ci  jest  cią głe z wyją tkiem  punktu osobliwego  0,
w rozwią zaniu  2

Cl  1  Ŝ   I/ IV1  r=  O  I / I  A/M   mm  0

natomiast  skok  prę dkoś ci  na  linii  kontaktu  EO  maleje  liniowo  od  wartoś ci  F°(l—9?)1/a

w punkcie O  do zera w punkcie E.

i

1fi

0,5
1 2

1
/

• n/ A  JT/ 2

f

i

5w/4  TT  p

Rys.  2.27

Gdy  F°  ==  VB  stempel  zaczyna  zagł ę biać się   ruchem postę powym,  przy  czym:
w  rozwią zaniu  1 obszary  1, 3, 4,  5  zaczynają   poruszać  się   jak  bryły  sztywne,  a  dys-

sypacja  energii  ma  miejsce  jedynie  w  obszarze  2  i  na  liniach  niecią głoś ci  prę dkoś ci  AE,
EFGB, EH;

w rozwią zaniu  2

(7.16)  V°=VB,  elP  =   ea

als =  e% =   0,  |^V|i  =  F °( l- ł ?)1 / 2  =  const

i  dyssypacja  energii  nastę puje  tylko  w  obszarach  wachlarzy  biegunowych  2, 4  oraz  na

liniach niecią głoś ci prę dkoś ci.
Jeż eli  sposób  zagł ę biania stempla jest narzucony i niezgodny z (3.21), (3.22), to  przed-

stawione rozwią zania  przestają   obowią zywać.
Obszary  słusznoś ci znalezionych rozwią zań  w  płaszczyź nie  parametrów  rj,  Q przedsta-

wione są   na rys.  2.27.
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Dla  wię kszych  ką tów  Q nie  udało  się   znaleźć  rozwią zań,  które  spełniałyby  warunki
brzegowe  w naprę ż eniach i prę dkoś ciach  (3.2), (3.3), (3.4) i spełniały warunek  nieujemnoś ci
dyssypacji  energii.  Rozwią zania  3, 4,  5,  6  z  p.  6  nie  mogą   być  tu  uż yte  ze  wzglę du  na
(6.58);  aby  się   o  tym  przekonać, wystarczy  spojrzeć  na  rys.  2.19  niezgodny  z  (7.2).

Wartoś ci  p  okreś lone  wzorami  (6.19),  (6.22),  (6.26),  (6.30)  przy  y  =  n  ó  =   n—Q
moż na uznać jednak  zgodnie  z twierdzeniami  ekstremalnymi  teorii plastycznoś ci  za  ocenę
dolną   noś noś ci podł oża w odpowiednich przedział ach Q,  rj.

Należy  są dzić, że dla  duż ych ką tów  rozwarcia  strefy  słabszej  począ tkowy  niepowstrzy-
mywany  ruch  plastyczny  nastą pi  przy  odmiennej  konfiguracji  stref  plastycznych,  a  roz-
wią zania  zawierać  bę dą   izolowane  linie  poś lizgu(16).

Przytoczone  rozwią zania  1, 2  mogą   być  uogólnione  w  rozmaity  sposób  oraz  uż yte
w wielu  innych zadaniach.

Gdy  wytrzymałość  zł ą cza, którą   dla  modelu  I I   charakteryzuje  liczba  Ko  (oznaczenie
w  p.  2,  rozdz.  I —  Kvll),  jest  mniejszą   od  K- ,  rozwią zanie  1 nadal  obowią zuje,  jednakże
dla wę ż szego zakresu  Q,  mianowicie dla

(7.17)  o<e<- J- - - jarocosj|.

Dla  wię kszych  Q  rozwią zanie  cią głe nie jest  moż liwe.
Wskaż emy  jeszcze,  że  uogólnienie  przytoczonych  rozwią zań  na  odpowiednie  zadania

o  noś noś ci  granicznej  podł oża  sypkiego  lub  betonowego  jest  w  pewnych  przypadkach
tylko  kwestią   rachunków.

8.  Przecią ganie  warstwowego  pasma  przez  gładką   matrycę

Rozpatrzone  powyż ej  zadania  dotyczyły  zagadnień  wytrzymałoś ci  ukł adów  stano-
wią cych  kompozycję   kilku  materiał ów. Wyprowadzone  wzory  (6.11),  (6.16),  (6.19),  (6.22),
(6.26),  (6.30),  (7.3)  i  (7.9)  mogą   mieć bezpoś rednie  zastosowanie  do  oceny  noś noś ci  gra-
nicznej.  Wyniki  otrzymane  zostały  w  zasadzie  przy  uż yciu  ś rodków  elementarnych.

Zagadnienia  przeróbki  plastycznej  metali,  w  których  mamy  do  czynienia  z  jedno-
czesnym przepływem kilku metali oraz deformacją   rzę du dziesią tków  procentów są  z reguły
trudniejsze  do  analizy.

Naszkicujemy  jako  przykład  opis  ustalonego  procesu  przecią gania  dwuwarstwowego
pasma  przez  gładką   nieodkształ calną   matrycę   o  prostoliniowych  brzegach(17)  (rys.  2.28).
Zadanie  charakteryzują   cztery  niezależ ne  parametry  bezwymiarowe

, Q n  .  h  K-   H-   h-
( 8- 1}  B  =   1~H'   e  =  ~K7'  *   / = ^  =  ^ '

gdzie  2H, 2H+, H-   oznacza grubość  począ tkową   pasma jako  całoś ci, warstwy  ś rodkowej,
warstwy  zewnę trznej,  2h,  2h+, h-   odpowiednie  gruboś ci  na  wyjś ciu  z  matrycy,  2ę   ką t

(16)  Jak stąd  wynika, problem  wciskania gładkiego sztywnego stempla  w krawę dź  boczną   jednorod-
nego  klina  o ką cie  rozwarcia  mniejszym  od n\2  (przypadek  szczególny  naszego  zadania  dla  g > n\1
rj  =  0)  należy uznać za otwarty.

(")  Poniż ej  referujemy  wyniki uzyskane wspólnie z  M.  ARCISZ;  szczegóły  rachunków  znajdzie Czy-
telnik w publikacji  [V6],
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rozwarcia  szczeliny,  K+,  K-  — granice  plastycznoś ci  warstwy  ś rodkowej  i  warstwy ze-
wnę trznej (18)

Z  warunku  nieś ciś liwoś ci  otrzymujemy  zwią zek  pomię dzy  prę dkoś ciami  ruchu  pasma
przed i za matrycą   w postaci  VH =   Uh.

Ograniczymy  się  do takiego  zakresu  parametrów  (8.1),  w  którym  strefy  plastyczne
zlokalizowane  w pobliżu  brzegów  matrycy  stykają   się  z sobą   w jednym  punkcie  Am na
osi  pasma.  Założ ymy ponadto, że rozpatrywany  jest  przypadek,  gdy  na  kontakcie warstw
mogą   powstać  znaczne  naprę ż enia  styczne;  jest  to  słuszne  np.  wtedy,  gdy  rozważ amy
kolejny  proces  przecią gania  bez  smarowania  powierzchni  kontaktu.

N ieznane  charakterystyki  A00L,  A00M  ograniczają   obszar  odkształ ceń  plastycznych.
Czą stki  materiału  znajdują ce  się  w  danej  chwili  czasu  poza  tym obszarem  pozostają
sztywne.

Analizują c  rozkł ad prę dkoś ci  ruchu moż na udowodnić, że rozkł ad nacisku  na  matrycę
jest  równomierny.  Oznacza  to, że podobnie jak  w przypadku  klasycznym  [20] siatka  linii
poś lizgu  w warstwie zewnę trznej  skł ada  się  z czę ś ci  LA32A2SM,  w której  linie  a, $ są  pros-
tymi  nachylonymi  pod ką tem  ± TT/ 4  do  brzegu,  wachlarza  LKA32  z  prostoliniowymi
charakterystykami  a  oraz  wachlarza  MPA23  z  prostoliniowymi  charakterystykami /3.
Ką ty  rozwarcia  wachlarzy  vL, xM  są  nieznane.

Rozkł ady prę dkoś ci  ruchu bę dą   miały postać [16]

(8.2)  V~ =  const,  VJ =  const  w  LA32A23M,

(8.3)  VZ=- fi{d- ),  VJ=A(6- )  w  LKAn,

(8- 4)  *7- / ,(0- ).  f7=/ i(0~)  w  MPAa,

^ , f% są  nieznanymi funkcjami  ką ta nachylenia linii a do osi x w warstwie  zewnę trznej.

(18)  Zmieniliś my  oznaczenie dla K- IK+, ponieważ  symbol r\  bę dzie w tym punkcie miał  inne znaczenie
(por.  (8.5)).
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Moż na  wykazać  nastę pnie, że czę ść  AZ3A32  linii  kontaktu  materiał ów, bę dą cej  torem
czą stek, jest  odcinkiem prostym  równoległym  do  brzegu  matrycy.  Wynika  stą d,  że  jest  to
trajektoria  naprę ż eń  głównych  i  zgodnie  z wnioskami  p. 5 charakterystyki  przechodzą
z  obszaru  górnego  do  dolnego  bez  zał amania. Stąd w obszarze  Aa2A23A2Z  mamy  do czy-
nienia z prostoliniowymi  charakterystykami  a, p.

Analiza  rozkł adu  prę dkoś ci  na granicach  czę ś ci  sztywnych  i  obszaru  plastycznego
prowadzi do wniosku,  że wspólna  deformacja  plastyczna warstw jest moż liwa  tylko  wtedy,
gdy w punktach P, K charakterystyki  A00L,  A00M  są   zał amane,  przy  czym  przez  punkty
te przechodzą   wachlarze  charakterystyk  o nieznanych ką tach  rozwarcia vk,  %v.

W  tej  sytuacji  jest  rzeczą   widoczną,  że  rozwią zanie  moż na bę dzie  otrzymać na  drodze
numerycznej,  jeż eli  tylko  znane  bę dą   kształ ty  czę ś ci  PA23,  A32K  linii  kontaktu. Istotnie,
z  warunków  (5.5) i  (5.6)  okreś limy  wtedy  a+, 6+ na  A32K,  Ai3P,  co  pozwoli  zbudować
siatkę a, /? w obszarach A03A23P,  A-MA32.K  (por. [20]). N a podstawie twierdzenia Hencky'ego
o  własnoś ciach linii  poś lizgu  stwierdzamy,  że w obszarze A.MA32A22AW  charakterystyki a,
są  prostoliniowe, zaś w obszarze A03A23AZ2A02  charakterystyki  /? są  prostoliniowe. W opar-
ciu  o wyznaczone w ten  sposób  ł uki  Aa2A22,  A22Aia  okreś lamy  siatkę   a,  /3 w  obszarze
ostatnim  AO2Ai2AiOAOo.

Udowodnimy  poniż ej,  że  analiza  prę dkoś ci  ruchu w  warstwie  ś rodkowej  pozwala na
znalezienie  kształ tu  luków  PAi3,  A32K.  W tym  celu  uż yjemy  zmiennych  charakterystycz-
nych  rj,  f  zdefiniowanych  nastę pują co:

(8.5)

1&+

w  AmPK,

gdzie tf0 jest  nieznaną   wartoś cią   ciś nienia  ś redniego  w punkcie Am,  zaś 60 =   6(Am)  =
=  —?r/4. Uznają cy,  | za  zmienne  niezależ ne  równania  Geiringer  (4.14)  moż na doprowa-
dzić  do postaci równań

(8.6)  KM - iF i- 0,  Kw- Ir«-0

równoważ nych  dwom równaniom  telegraficznym

(8.7)  Vg, , |— — F a  ==   0,  F/i; „ f—-   F}, = 0.

Charakterystyki  AmK, AoaP  zgodnie z  (8.5)  odwzorowują   się  na  płaszczyznę   zmiennych
r],   i  w proste f =  0, i]  =  0.

Zapisując  warunki  brzegowe  dla  prę dkoś ci  na  AoaP  i ^ 0 0 ^  otrzymujemy

(8.8)  f =  O(,4oo7t):  1 ^ = - t / c os

(8.9)  ^  =
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co  wraz z (8.6)  stanowi  poprawne  sformuł owanie problemu brzegowego  charakterystycz-
nego  dla  równań telegraficznych  (8.7)  (por.  [29]).

Rozwią zanie  otrzymujemy  opierając  się na znanych z  teorii  równań  róż niczkowych
czą stkowych  wzorach  [29]. Stosując  te wzory  otrzymujemy

gdzie  Ą (s)  jest  funkcją  Bessela  zerowego  rzę du.

Korzystając  ze  zwią zków  (5.5) i  (5.6)  wią ż ą cych  a, 8 z obu  stron  lini i  kontaktu oraz
zależ noś ci  (8.5), otrzymamy

(8.11)  ł7 =  ł ?i(0- )5  * - * i ( 0 - )  na.  PAa,

(8.12)  ri =  r,2(6- ),  £ -   £ ,(0")  na  KAm

(jawnej  postaci  tych  wzorów  nie podajemy).  Podstawiając  (8.11) i  (8.12)  do  (8.10)  otrzy-
mujemy  Va, Vp w warstwie  ś rodkowej  na  lini i  kontaktu jako  funkcje  ką ta 6~.

Ponieważ z zał oż enia wektor prę dkoś ci ruchu jest cią gły na styku warstw, otrzymujemy
na  podstawie zwią zków  (8.3), (8.4) i  (5.13)

(8.13)  ft(6- )  =  Vx(d- )CosAn+V9(e- )8mAni  AVl  m  6- +~- .—~(Vi- ^;

(8.14)  Md)  =  Va{d)smAf2+Vp(.6)cosAf2,  ń y% m  B+

Skorzystamy  wreszcie z tego, że ł uki PA2S,  ASiK  są  torami,  tzn.

ffi  1 ^  PA  •   dr*   r * d ^  d h  h d 6 1

(8.15)  PA23.  - j^^—,

Cał kując  te  równania  otrzymujemy  poszukiwane  równania  ł uków PA23,  A32K  w postaci:

R  R

(8.16)  PA23:  r a  =

gdzie  rlt  flf  i  t\ , 62  są współ rzę dnymi  biegunowymi  o biegunach  K i P odpowiednio.
Stałe Blf  B2 wyznaczamy  na podstawie  współ rzę dnych punktów P, K.

Po  uzyskaniu  (8.16)  moż na  zrealizować  wskazany  powyż ej  program  wyznaczenia
siatki  lini i  poś lizgu.  Jest  rzeczą  oczywistą,  że naszkicowany  tok  postę powania  i  wyko-
rzystania  wzorów  (8.16),  (8.13),  (8.14) i  (8.10)  wymaga  przeprowadzenia  obliczeń nume-
rycznych na maszynie  cyfrowej.

D la  nieznanych parametrów

C8- 1?)  '  vh,  xM,  vk, xp,  £p,  i] k



92  JAN  RYCHLEWSK I

otrzymuje  się  ukł ad równań przestę pnych  z cał kami z funkcji  Bessela. Analiza  tego  ukł adu

wykazuje,  że  tylko

(8.18)  dla  e <  1  mamy  vL,  nM,  vk,  xp,  >  0,

a  wię c  zaproponowane  rozwią zanie  jest  poprawne,  gdy  przecią gane  pasmo  skł ada  się
z  mocniejszego  rdzenia  ze  słabszymi  zewnę trznymi  nakł adkami.  Moż na  udowodnić
również,  że  gdy  e  - * 1,  to  otrzymane  rozwią zanie  zdą ża  do  znanego  rozwią zania  dla
pasma jednorodnego.

III .  Skrę canie  prę tów  o  skokowej  niejednorodnoś ci  poprzecznej  (19)

9.  Podstawowe  równania  w  pewnym  układzie  krzywoliniowym

Przedmiotem  naszych  rozważ ań  bę dą   skrę cane  prę ty  pryzmatyczne  o  dowolnym
przekroju  poprzecznym.  Przyjmiemy  klasyczne  założ enia Saint- Venanta  odnoszą ce  się   do1

przemieszczeń.  Prowadzi  to  do  koniecznoś ci  ograniczenia  się   do  przypadku,  gdy  granica
plastycznoś ci  K  nie zależy  od  z  (oś  z  kierujemy  równolegle  do  tworzą cej  prę ta).  Istotnie,
przyjmując  np.  kartezjań ski  ukł ad  współ rzę dnych  moż na  pokazać  (por.  np.  [30]),  że
założ enia  Saint- Venanta  prowadzą   do  zależ noś ci  ffx  — ay  =  az  =  rxy  =  0.  Z  równań
równowagi  mamy  xXZiZ  =  0  i  xyZtZ  =   0. Warunek  plastycznoś ci  może  być  teraz  speł niony
na  raz  w  całym prę cie  tylko  dla  K<z  =  0.  W  przypadku  K=  K(x,  y,  z)  zał oż enia  Saint-
Venanta  nie  mogą   być  zatem  przyję te.  W  stadium  sprę ż ysto- plastycznym  i  w  chwili
począ tku  niewstrzymanego  płynię cia  mamy  w  tym  przypadku  do  czynienia  ze  zł oż o-
nym  przestrzennym  stanem naprę ż enia.

Rozkł ad  naprę ż eń  w  całkowicie  uplastycznionym  prę cie  o  poprzecznej  niejednorod-
noś ci  opisuje  w  dowolnym  układzie  ortogonalnym  a,  /?, z,  gdzie  a,  /S są   współ rzę dnymi
krzywoliniowymi  w  płaszczyź nie  przekroju,  ukł ad  złoż ony  z  równania  równowagi

i  warunku  plastycznoś ci

(9.2)  tL+ tJ. - JP (a, / 9)

Poszukiwanie składowe fizyczne  tensora naprę ż enia rax,  rPz  okreś lają   wektor naprę ż enia

(9- 3)  T =  Tar- f^+ T„ zf- ,

gdzie  ga,  gp  są   wektorami  bazy  (rys.  3.1).  Warunek  plastycznoś ci  ma  zatem  postać

(9.4)  W- JCCa.jS).

Wprowadzając  funkcję   naprę ż eń przez wzory,

m  -   8F  8F
(9- 5)  T * l = l V  r!"   =  —K-

(19)  W rozdziale  tym omówimy  prace  [13],  [14]. N iektóre wyniki przedstawiono  również  w pracy  [4].
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• czyli przez  zależ ność
T gr a d i?=   0,

spełniamy  toż samoś ciowo  równanie  równowagi.  Funkcję   naprę ż eń  okreś la  warunek

(9.6)

Trajektorią   naprę ż enia  stycznego w płaszczyź nie a, jS nazywamy  linię   styczną   w  każ dym
punkcie  do  wektora  x.  Linią   poś lizgu  nazywamy  lini ę   prostopadłą  w  każ dym  punkcie do
wektora  T. Linie  poś lizgu  i  trajektorie  stanowią   krzywoliniową   siatkę   ortogonalną   y,  b.

Pierwszym  ogólnym  studium  o  noś noś ci  granicznej  skrę canych  prę tów  o  cią głej  po-
przecznej  niejednorodnoś ci  była praca  A.  I . KUZNIECOWA  [31], który  analizował   równania

Rys.  3.1 Rys.  3.2

(9.1)  i  (9.2),  odniesione  do  ukł adu  kartezjań skiego.  Posługując  się   metodą   półodwrotną
wykazał   on  m.in., że  w  przypadku  gdy  granica  plastycznoś ci  zależy  jedynie  od  odległoś ci
od  konturu, wektor  naprę ż enia  stycznego  jest  prostopadły  do  normalnej  do konturu.

Wynik  ten  moż na  otrzymać  natychmiast, jeż eli  posłuż yć  się   siatką   ortogonalną   poka-
zaną   na rys.  3.2.  Współ rzę dna  r jest  odległoś cią   od  konturu, s jest  sługoś cią   ł uku  na  kon-
turze,  R{s)  jest  jego  promieniem  krzywizny  (dla  sytuacji  pokazanej  na  rys.  3.2  R  <  0),
parametry  Lamego  wynoszą   Hr  =  1, Hs  =   \ Ą - x(ś )r,  x(s)  =   1 jR(s).Układ  równań  (9.1),

(9.2) przyjmuje  postać

(9.7)  T M i S + ( l + w) r „ i f + X T „   =  0,

(9.8)  li+ tŁ- ffCr, *) .
G dy K  — K(r),  to jedynym  rozwią zaniem  tego ukł adu, spełniają cym na brzegu  warunek

**   =   0> jest

(9.9)  rsx=±K(r),   r„   =  0,

zatem  trajektoriami  naprę ż eń  stycznych  są   linie  r =  const  naszego  ukł adu,  a  liniami
poś lizgu  linie s  =  const.  ,

Przyję ty  ukł ad  współ rzę dnych  może  być  z  powodzeniem  wykorzystany  w  wielu
zadaniach  skrę cania  [32].
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10.  Skokowa  niejednorodnoś ć.  Warunki  dla  naprę ż eń  na  powierzchni  kontaktu

Szereg  zagadnień  praktycznych  prowadzi  do  koniecznoś ci  rozważ enia  sytuacji,  gdy
wzdł uż  pewnych  krzywych  w  przekroju  poprzecznym  nastę puje  skok  granicy  plastycz-
noś ci  K.

W  rozdziale  niniejszym  ograniczymy  się  do  istotnego  dla  zastosowań  przypadku,  gdy
skrę cany  pręt skł ada się  ze skoń czonej  iloś ci  prę tów  pryzmatycznych  jednorodnych o róż-
nych  granicach  plastycznoś ci  K;  (i =  1,  ..., n)  (rys.  3.3.)-   Linię  styku  r- tej  i  /z- tej  czę ś ci
w przekroju  poprzecznym oznaczonym przez  L^.

Jest  rzeczą  zupeł nie oczywistą,  że  podane wartoś ci  Kv,  K^  nie  wystarcza  do  opisu
zachowania  się  zł ą cza  jako  cał oś ci. Wystarczają cą  dla  problemu  noś noś ci  na  skrę canie
informacją  uzupeł niają cą  bę dzie  podanie  maksymalnej  wartoś ci  naprę ż enia  stycznego,

Rys.  3.3

które  może być przekazane przez  linię kontaktu L,„ . Wartość  tę oznaczymy  przez Jś v̂(
20).

W realnej  konstrukcji  liczba  Z„ v zależy  od charakteru poł ą czenia (styk  klejony, poł ą czenie
zgrzewane,  styk  z przyczepnoś cią  itp.).  Gdy zachodzi  nierówność

(10.1)  K^y  ^

to wartość K^  jest nieistotna i nie wchodzi  do rachunków.
Linię  kontaktu  L^  przyjmiemy  jako  linię  /3  (a  =  const)  ukł adu  krzywoliniowego

(rys.  3.4).  Wektory  naprę ż enia w  czę ś ciach  o  granicach plastycznoś ci  Kv,  K^  oznaczymy
przez  T V ,  izfl.  Ze wzglę du  na  to, że  z  obu  stron  linii  L^  materiał   ma być  uplastyczniony,
moduły  tych wektorów  są  równe  odpowiednio

(10.2)  |TT =  fó)2+ (T?,)«  =  j

zatem  linia niecią gł oś ci granicy plastycznoś ci  jest  zawsze  linią  niecią gł oś ci  naprę ż eń ,

Z  cią gł oś ci skł adowych normalnych wektorów  TV , T^  wynika

(10.3)  T£ = TŁ  = T„ ,  |r J < Ą5

(2°)  Ponieważ z przyję tych zał oż eń teorii skrę cania wynika  axa  s  app s  0, to dwa  modele zł ą cza zde-
finiowane w rozdziale I pokrywają  się.
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z warunków  zaś  (10.2)  wynika  wartość  skoku  skł adowych  stycznych

(10.4)

oraz że kierunek  wektoraPrzyjmijmy  dla uporzą dkowania  dalszych  rozważ ań,  że Kv  >

T*1 jest  dany.
Poł oż enie wektorów  TV, T'1 na  linii  Lv„   przedstawia  rys.  3.4a.  Wprowadzając  termino-

logię  uż ytą  w  p.  5  nazwiemy  sytuację  odpowiadają cą  znakowi  minus we  wzorach  (10.4)
niecią gł oś cią  pierwszego  rodzaju  (górne  poł oż enie wektora  TV) ,  a  sytuację  odpowiadają cą
znakowi  plus  niecią gł oś cią  drugiego  rodzaju.  Linia  L^v  bę dzie  z  reguły  linią  niecią gł oś ci
pierwszego  rodzaju,  spowodowanej  tylko  przez  niejednorodność  i  mają cej  bezpoś redni

a)

b)

Rys.  3.4

sens  fizyczny.  N iecią gł ość  drugiego  rodzaju  odpowiada  wyją tkowej  sytuacji  pokrywania
się  lini i L^  z linią niecią gł oś ci naprę ż eń, która miał aby miejsce  w materiale jednorodnym.

Przy rozwią zywaniu  problemów brzegowych  potrzebne bę dą ką ty, jakie tworzą  wektory
TV,  T " Z normalną do  LMV,  oznaczone  odpowiednio  przez  y>v, ip^, oraz  kąt  mię dzy  tym'
wektorami  oznaczony przez %.

Zwią zki  mię dzy  tymi  ką tami  dla  lini i niecią gł oś ci pierwszego  rodzaju  okreś la  warunek
cią gł oś ci  skł adowych  T «,  T£Z.  Mają  one postać

(10.5)
(K,

=  arccos —$-

Kąt  %  jest  jednocześ nie  ką tem  zał amania linii  poś lizgu  na  linii  kontaktu.  Ką ty
muszą  speł niać warunki

(10.6)
Kv
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Gdy  zachodzi  nierówność  (9.7),  kąt  nachylenia  wektora  TV ograniczony  jest  od  dołu

przez warunek

Ty-

(10.7)  ipv  ^%  — arccos—£-.
Av

Znak  równoś ci  odpowiada  granicznej  konfiguracji  przedstawionej  na  rys.  3.4b.

11.  Analogie  N ń daia  dla  skokowej  niejednorodnoś ci

Dla  skrę cania  prę tów  o  skokowej  niejednorodnoś ci  obowią zują  proste  uogólnienia
obu analogii  Nadaia [33].

Pierwsza  analogia  N adaia  (analogia wzgórza  piaskowego)  dotyczy  funkcji  naprę ż eń F
wprowadzonej  przez zwią zki  (9.5). Warunek plastycznoś ci  okreś la  F w  każ dym z  obszarów
z osobną  równoś cią

(11.1)  |grad.F| =   Kt  w  G ;.

Powierzchnia  reprezentują ca  F  jest  więc  w  każ dym  z  obszarów  powierzchnią  równego
spadku,  którego  wartość  jest  inna  w  każ dym  obszarze.  Ze  zwią zków  (9.5)  wynika,  że
linie  stał ego F  są  w  każ dym  obszarze  trajektoriami  naprę ż enia  stycznego.

Wykaż emy  obecnie,  że  powierzchnia  F  może  być  przyję ta  jako  cią gła  przy  dowolnej
liczbie  i  konfiguracji  stref  Gt  o  róż nej  granicy  plastycznoś ci.

Istotnie, w każ dej  strefie  G; z osobna  F  jest  cią gł a.  N a  granicy  Lw  stref  Gv,  G^,  przy-
ję tej  jako  linia  /?, z warunku  cią gł oś ci  r£z =   T£Z  oraz  ze  zwią zku  F  z  naprę ż eniami  (9.5)
wynika  zależ ność

(11.2)  Fv

ils  =  F>'j,   czyli  F v =  F "+ / i v / ( ,

gdzie  Aw  jest stałą na  L v/ 1.  Niecią gł oś ci F  na  liniach  i v / ,  mogą  polegać  jedynie  na  stał ej
róż nicy wzniosu.  Rozważ my  powierzchnię F  mają cą  tego  rodzaju  niecią gł oś ci.  Przyjmijmy
pewien  obszar  Gk  stykają cy  się  z  obszarami  Gk+ 1;  . . ., Gk+ U  jako  wyjś ciowy.  Dodając
w każ dym  z obszarów  Gk+1,  ...,  Gk+i   do funkcji  naprę ż eń odpowiednio  stałe  —Aktk+ 1,  ...,
—Ak>k+i   likwidujemy  niecią gł oś ci  wzdł uż  cał ego brzegu  obszaru  Gk.  Jednocześ nie  zlikwi-
dowane  zostają  niecią gł oś ci  wzdł uż  ł uków  styku  obszarów  Gk+1,  ...,  Gk+ t.  Otrzymujemy
zwię kszony  obszar  cią gł oś ci  powierzchni  F,  który  przyjmujemy  znów  za  wyjś ciowy.
Postę powanie  to  prowadzi  do  cią gł ej  powierzchni  F,  przy  czym  na  cał ym brzegu  otrzy-
mamy F =  const  i moż na przyjąć  na brzegu  warunek  F  =   0.

Otrzymana  powierzchnia  cią gła F  jest  równoważ na  z punktu  widzenia  jej  zwią zku  ze
stanem  naprę ż enia  poprzez  zależ noś ci  (9.5)  z  powierzchnią  niecią głą  F,  ponieważ  całe
postę powanie  polegało na  dodawaniu  stał ych do  F  w  poszczególnych  obszarach.

Graniczny moment skrę cają cy  wynosi

(11.3)  M = J}\ - cxR\dS = ^[2JjFvdS-  f  F"dL
G  v = l  C ,  Z.„
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gdzie  R  jest  promieniem- wektorem  poprowadzonym  z  ustalonego  punktu  przekroju,
L v  oznacza  brzeg  obszaru  Gv.  Ponieważ  wykazaliś my,  że  powierzchnia  F  składają ca  się
z  pł atów  Fv  jest  cią gła,  cał ki  krzywoliniowe  znoszą   się   (każ dy  łuk  Ly  jest  przebiegany
dwukrotnie  w  przeciwnych  kierunkach,  zaś  na  brzegu  F  =  0), zatem  znany  wzór

(11.4)  M=2JJFdS

obowią zuje  dla  dowolnego  przekroju  o skokowej  niejednorodnoś ci.

Zauważ my,  że przy  rozpatrywaniu  przekrojów  o skokowej  niejednorodnoś ci  nie wystę -
puje potrzeba osobnego traktowania przekrojów wielospójnych.  Są  one przypadkiem  szczegól-
nym, gdy  w  pewnych  obszarach  Gv mamy  Kv  =   0.  Odpowiada  to  wypełnieniu  pryzmy  Gv

ciałem  nie  przenoszą cym  naprę ż eń  stycznych —  cieczą   idealną,  nie  wpływają cą   na zacho-
wywanie się   prę ta przy  skrę caniu.

Przekroje  jednorodne  wielospójne  są   również  przypadkiem  szczególnym  przekrojów
o  skokowej  niejednorodnoś ci,  toteż przy  naszym  traktowaniu  funkcji  naprę ż eń  (budowaniu
powierzchni  F  we  wszystkich  obszarach  wł ą czając  w  nie  również  obszary  puste)  wzór
(11.4)  obowią zuje  i  dla nich.

Eksperymentalne  wykorzystanie  pierwszej  analogii  Nadaia wymaga  uż ycia  w  róż nych
obszarach  Gv  materiał ów sypkich  o  odmiennych  ką tach  tarcia wewnę trznego.  W  zwią zku
z  tym  metodyka  prowadzenia  doś wiadczenia  nie  może  się   pokrywać  z  zaproponowaną
przez N adaia  (por.  [33]) i wymaga  osobnego  opracowania.

Gdy  zbudowana  jest  powierzchnia  F,  zadanie  sprę ż ysto- plastyczne  może  być  modelo-
wane  przy  wykorzystaniu  drugiej  analogii  N adaia. Ponieważ  skokowej  niejednorodnoś ci
plastycznej  towarzyszy  na  ogół   skokowa  niejednorodność  sprę ż ysta,  to  bł ona  napinana
na  podstawę   powierzchni  F  powinna  mieć  róż ną   sztywność  w  róż nych  obszarach  G v.
Trudność  eksperymentu  polega  na  koniecznoś ci  spełnienia  warunku,  by  rzut  każ dej
czę ś ci  bł ony  na płaszczyznę   podstawy  był  niezmienny,  co przy  duż ych ugię ciach  może nie
mieć  miejsca.

Problem  wyznaczenia  naprę ż eń  w  stanie  granicznym  prę ta  skrę canego  o  skokowej
niejednorodnoś ci  jest,  jak  wykazaliś my,  równoważ ny  problemowi  zbudowania  nad  kon-
turem  przekroju  powierzchni  F  o  skokowo  zmiennym  spadku.  Należy  podkreś lić,  że  oba
problemy  nie  mają   jednoznacznego  rozwią zania.  Rozwią zaniem  właś ciwym  jest  to,  które
zgodne jest  z kinematyką   ruchu. G dy kinematyka  ruchu nie jest  badana, ze  zbioru  moż li-
wych  rozwią zań  należy  zgodnie z twierdzeniem  o noś noś ci granicznej  wybrać  to, które  daje
najwię kszą   wartość  momentu granicznego  (najwię kszą   wartość  obję toś ci  bryły  F)(n).

Uwagi  powyż sze  są   dość  oczywiste  i  jeż eli  zostały  tu poczynione,  to  tylko  ze  wzglę du
na  specyficzne  trudnoś ci  zwią zane  z  mnogoś cią   rozwią zań  dla  przekrojów  o  skokowej
niejednorodnoś ci.  Wybór  właś ciwej  kombinacji  lini i  niecią głoś ci  staje  się   tu  znacznie
bardziej  skomplikowany  niż dla  ciała jednorodnego.

Drugim  warunkiem  poprawnoś ci  rozwią zania  dla  skokowej  niejednorodnoś ci  jest
wykazanie,  że  przy  wyrównywaniu  się   wartoś ci  K^,  Kv,  Ky  ̂ dochodzimy  w  granicy  do
rozwią zania  dla  ciała jednorodnego.

(")  Dopiero po doł ą czeniu  tego warunku moż na nazwać problem skrę cania plastycznego problemem
statycznie wyznaczalnym.

7  Mechanika  teoretyczna
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12.  Rozwią zania  lokalne

Głównym celem rozwią zania  zadania  o  skrę caniu  czysto  plastycznym  jest  wyznaczenie
lini i niecią głoś ci naprę ż eń, odmiennych od  linii  Lyfl.

Gdy  linia  niecią głoś ci  granicy  plastycznoś ci  przecina  brzeg  ciała  w  punkcie  A,  z  tego
punktu  na  ogół  propaguje  się   wewną trz  materiału dodatkową   linią   niecią głoś ci naprę ż eń.
Rozpatrzmy  kilka  sytuacji  typowych  zakładają c,  że  styczna  do  brzegu  w  punkcie  A  jest
jednoznacznie okreś lona.

Rys.  3.5

Zbadamy  najpierw  przypadek,  gdy  linia  regularna  L,  dzielą ca  materiały  o  granicy
plastycznoś ci  K+, K- ,  K+ >  K-   i  przecinają ca  regularny  ł uk brzegu  ciała  51 w  punkcie  A
poł oż ona jest  całkowicie po  prawej  stronie  normalnej  do  S  w  punkcie  A  (po  stronie  K- ,
rys.  3.5).  Załóż my również,  że  spełniony jest  warunek  (10.1).  Linie  poś lizgu  w  materiale
słabszym  są   zgodnie  z  (9.9)  prostymi  prostopadł ymi do  brzegu.  Z  regularnoś ci  lini i  S,  L
wynika,  że  w 'otoczeniu  punktu  A,  o  wielkoś ci  zależ nej  od  kształ tu  S,  L  linie  poś lizgu
przecinają   linię   podziału materiał ów tworząc  z  nią   ką t  ostry.  Otrzymujemy  zatem  cią głe
pole  naprę ż eń w  czę ś ci  K-   otoczenia  punktu  A,  zaznaczonej  jako  obszar  I  na  rys.  3.5.
Ze wzglę du  na drugi warunek poprawnoś ci  rozwią zania  (por. p.  11) przyjmujemy,  że  linia
kontaktu  L jest  linią   niecią głoś ci pierwszego  rodzaju.  Okreś la  to  jednoznacznie  wektor T +

w każ dym  punkcie na L,  a wię c  i rodzinę  prostych  lini i poś lizgu  w  materiale  mocniejszym
w  otoczeniu  styku  z  materiał em słabym  (obszar  I I) . Przy  brzegu  ciała  linie  poś lizgu  są
prostymi  ortogonalnymi  do  niego  (obszar  I I I ) , toteż  w  materiale  mocniejszym  powstaje
linia  niecią głoś ci  naprę ż eń przechodzą ca  przez  punkt  A  (linia  / ).  Korzystając  z  oznaczeń
wprowadzonych na rys.  3.5 oraz równoś ci  (10.5) otrzymujemy  bez trudu równanie  róż nicz-
kowe,  okreś lają ce  linię  niecią głoś ci. M a ono postać

(12.1)
dx

=  t gT |c?+ + a - fa rccos  —- cos(<p_- a)  >.2  I   YK+   JJ

Gdy brzeg  S  i  linia  kontaktu L  są   liniami prostymi, wielkoś ci  <p+,  <p- ,  a są   stale  i  linia
niecią głoś ci  jest  też  prostą.  D la  zastosowań  istotna jest  sytuacja,  gdy  linia  kontaktu  po-
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krywa  się  z  normalną  do  brzegu  w  punkcie  A.  Wektor  T~ jest  wtedy  ortogonalny  do  L,

równanie zaś  linii  niecią gł oś ci ma postać

Ay  X  .

(12.2)  - £  =  tg~- ((p++aA+x).

Gdy  w  rozwią zaniu  przedstawionym  na  rys.  3.5  zrobimy  przejś cie  graniczne  K-   - * 0,
otrzymujemy  klasyczny  przypadek  linii  niecią gł oś ci  w  materiale  K+,  spowodowanej  przez
wypukłe  naroż e. Gdy  K-   - * K+,  skoki  na  obu  liniach  niecią gł oś ci  (liniach  L  i  /)  dą żą  do
zera  i  otrzymujemy  cią głe pole naprę ż eń.

Bardziej  skomplikowany  obraz przebiegu  lini i poś lizgu  otrzymujemy  w przypadku,  gdy
linia  kontaktu przebiega  po  tej  stronie normalnej do brzegu  w punkcie A,  po której  znaj-
duje  się  mocniejszy  materiał.  Rozważ enie  powstają cych  tu  sytuacji  znajdzie  Czytelnik
w pracy  [13].

Zakł adaliś my  dotychczas, że  wartość  Ka(=   Kin)  maksymalnego  naprę ż enia  stycznego,
które  może  być  przekazane  przez  linię  kontaktu  dwu  materiał ów, jest  nie  mniejsza  od
granicy  plastycznoś ci  sł abszego  materiału [nierówność  (10.1)]. Jest to na ogół   oszacowanie
za  silne;  rzeczywistą  granicę  stosowalnoś ci  każ dego  rozwią zania  okreś la  nierówność

(12.3)  Ko  >  |maxT«|,
L

gdzie  przez  xnz  oznaczono  skł adową  normalną  wektora  T  na  linii  L.  D la  mniejszych
wartoś ci  Ko  rozwią zania  ulegają  zmianom.

Należy  podkreś lić,  że  rozważ ane  rozwią zania  mają  charakter  lokalny,  co  znalazło
wyraz  w  sformuł owaniach  o  otoczeniu  punktu A.  Są one  koniecznym  ś rodkiem pomoc-
niczym  przy  budowaniu  rozwią zania  dla cał ego przekroju.

13.  N oś ność  graniczna  prę ta  koł owego  o  ń iejednorodnoś ci  skokowej

Zastosujemy  otrzymane  wyniki  do  problemu  noś noś ci  granicznej  prę ta  koł owego
o  skokowej  ń iejednorodnoś ci poprzecznej. Przyjmiemy,  że przekrój  poprzeczny  skł ada  się

n

z  n  wycinków  o  ką tach  rozwarcia  yv,  £  yv  =   2TZ, reprezentują cych  czę ś ci  pryzmatyczne
V - 1

o  róż nych  granicach  plastycznoś ci  Kv  (v =  I,  ...,  n)  (rys.  3.6).

A.  Zbudujemy  najpierw  rozwią zanie  lokalne  w  otoczeniu punktu przecię cia  dowolnej
lini i  kontaktu OAV  z brzegiem  przekroju.  Zakł adamy, że dla wszystkich  linii  OAV  zachodzi
warunek  (10.1).

W  otoczeniu każ dego  z  punktów  A  mamy  przypadek  szczególny  sytuacji  rozważ onej
w p.  12  (por. rys.  3.5). Przyjmując  ukł ad współ rzę dnych jak  na rys.  3.7, mamy  q>+  =  q> —

=  arctgj>/ x,  o-   =  ft/ 2.  Równanie  róż niczkowe  lini i  niecią gł oś ci  naprę ż eń  w  obszarze
mocniejszym  (12.2) przyjmuje  postać

, .,  ,\   dy  lin  \  K-
(13.1)  - Z - ^tgyl—+ 9H - KJ,  w^arccos  —.
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Przechodząc  do  współ rzę dnych  biegunowych  po  znanych  przekształ ceniach  operacji
dy/ dx równanie  to zapiszemy  w postaci:

(13.2)
dr l i n

Po scałkowaniu otrzymujemy  równanie  linii  niecią głoś ci  /  przechodzą cej  przez  punkt  A
w postaci

(13.3) r = =  a(l—cosx),

Jest  to  równanie  paraboli  w  ukł adzie  biegunowym.  Oś  paraboli  /  jest  nachylona  do
osi  x  pod  ką tem  — cp0, ognisko  znajduje  się   w  począ tku  ukł adu,  odległość  wierzchoł ka
od ogniska  wynosi p/ 2,  rys.  3.7(22).

Rys.  3.6 Rys.  3.7

Funkcja naprę ż eń wyraża się  w poszczególnych  obszarach nastę pują cymi  zależ noś ciami:
w  obszarze  I

(13.4)

w  obszarze  I I

(13.5)

w  obszarze I I I

F  — K- (a—r)  =  K+(a—r)cosx,

F—

(13.6)  F=K+{a- r).

W otoczeniu punktu A powierzchnia  reprezentują ca  funkcję   naprę ż eń skł ada  się  z trzech
pł atów: dwóch czę ś ci  stoż kowych  (13.4)  i  (13.6) poł ą czonych płaszczyzną   (13.5).  Równanie
paraboli  (13.3)  moż na  otrzymać  przecinając  stoż ek  (13.6)  płaszczyzną   (13.5).

Gdy  K-   - y K+,  (a  -> 0),  mamy p  - »•   0,  cpa - > n/ 2;  obszar  I I   zanika,  linia  niecią głoś ci
dą ży  do  O A.  [T]  -> 0  i  otrzymujemy  w  całym otoczeniu  A  F  - *  K+(a—r).

Rys.  3.7  i dalsze są  wykonane dla K- IK+  = 0,5, «  =  60°.
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G dy  K-   - >•  O («  -> 7r/2), otrzymujemy  w  granicy  rozkł ad naprę ż eń w  materiale  jedno-
rodnym  (K+)  z  parabola  niecią głoś ci  w  otoczeniu  naroża  utworzonego  przez  ł uk  okrę gu
i  prostą   prostopadł ą, przy  czym p  =   a, cp0 =  0 .

B.  Rozpatrzmy w  charakterze przykł adu najprostsze  zadanie o skrę caniu  prę ta  składa-
ją cego  się   z  dwóch  materiał ów  K~,  K+,  K- <K+.  Ką t  rozwarcia  strefy  mocniejszej
oznaczymy  przez  y.

a.  Gdy ką t  y  spełnia nierówność

(13.7)  y  <  2(n- x)

rozwią zanie  ma  postać  przedstawioną   na  rys.  3.8.  Wynika  to  z  przeprowadzonej  analizy
rozwią zań  lokalnych  w  otoczeniu  punktów  Aly  At.  Komentarza  wymaga  jedynie  linia
niecią głoś ci  / 3,  bę dą ca  prostą   ł ą czą cą   punkt  M  przecię cia  ł uków  parabolicznych  / 1;  /2 ze
ś rodkiem  przekroju  i  równo  nachylona  do  lini i  poś lizgu  w  obu  obszarach I I .

Rys.  3.8

Funkcja  naprę ż eń jest  okreś lona  w  poszczególnych  obszarach  wzorami  (13.4),  (13.5)
i  (13.6). N a  rysunku  3.8  pokazano  kilka  linii , i 7 =  const  (trajektorii  naprę ż eń  stycznych).
D la  y  <  n—in  F  ma  wartość  najwię kszą   w  ś rodku  prę ta.  Gdy  y  =   n—2«,  linia  nie-
cią głoś ci  ls  ma kierunek  trajektorii  naprę ż eń stycznych i F  ma wzdłuż niej  stałą   najwyż szą
wartoś ć ., Gdy  n—2% <  y  <  2{n—«)  najwię ksza  wartość  F  przypada  na punkt  M.

Moment graniczny  na podstawie  (3.4) i  (5.4) -   (5.6) wynosi

w/2  K«0  o

(13.8)  M=4K+   j  U  [acos*:+'- cos(lp+p>0)]/ - Jr+   j  (a- r)rdĄ d<p+

2

gdzie
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Po przeprowadzeniu cał kowania  otrzymujemy

(13.9)
K+a3

2n —y)costt+y  — y  ( 1— cosx)£
(2—cos x) sin H

( 1 —

2- cos 4-

1— C OSly

Przejś cie  graniczne  do  materiału jednorodnego  (K-   - * K+)  na  rys.  3.8  i  we  wzorze

(13.9) nie nasuwa  ż adnych trudnoś ci.
Gdy kąt y osią ga  górną dopuszczalną granicę 2{n—x),  prosta linia niecią gł oś ci  pokrywa

się z osią  paraboli.  Ł uki llt  k  są wówczas  styczne w punkcie  M  i  tworzą  jedną  parabolę.
b.  Gdy  kąt  rozwarcia  strefy  mocniejszej  narasta  dalej,  tzn.  zachodzi  nierówność

(13.10)  y>2(%- x),

górna  strefa  I I   nie  ulega  ż adnym  zmianom w  stosunku  do  poł oż enia przy  y  =   2{n—%),
druga  zaś  strefa  I I   obraca  się  jak  «ciało  sztywne»  wokół   punktu  O.  Zamiast  lini i  nie-
cią gł oś ci  / 3  pojawia  się  w  rozwią zaniu  nowy  obszar  IV,  rys.  3.8b,  ograniczony  przez  osie
symetrii  paraboli  h,h-  Linie poś lizgu  w  tym  obszarze  tworzą  wachlarz  biegunowy  o bie-
gunie  0(2 3) .  Rozwartość wachlarza  wynosi

(13.11)  £  —y—2(as- »).

Linia styku  /4 obszarów  IV,  I I I  jest  okrę giem  o promieniu, którego wartość  wynika  z rów-
nania  paraboli  (13.3)  i  wynosi  p/ 2.  Okręg  ten jest  linią  niecią gł oś ci naprę ż eń.

Funkcja naprę ż eń w obszarach I, I I , I I I  wyraża się nadal wzorami  (13.4), (13.5),  (13.6).
W  obszarze  IV  równanie  funkcji  naprę ż eń  ustalamy  ł atwo  opierając  się  na  rys.  3.9,  na
którym  pokazano jeden  z  przekrojów  powierzchni  F.  Otrzymujemy

(13.12)  F  =  K+(r+acosx).

f(1- asx)-
Rys. 3.9

N a  rysunku  3.8.b) zaznaczono  linie  F=   const.  Na  lini i  niecią gł oś ci  / 4,  F  osią ga  naj-

wię kszą, stałą wartoś ć.
Moment  graniczny  ł atwo  obliczyć  biorąc  wartość  drugiego  i  trzeciego  czł onu  we

wzorze  poprzednim  (13.9)  dla  y  =  2(jr—x)  i  dodając  czł ony  pochodzą ce  od  naprę ż eń

(23)  Ilustracją do uwag wypowiedzianych w p.  11 jest  fakt, że i w przypadku  (13.10) rozwią zanie zna-
lezione w punkcie a) spetaia nadal ukł ad równań (9.1), (9.2), jednakże musi być odrzucone, jako nie dają ce
maksymalnej wartoś ci momentu granicznego.
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w  obszarach  I ,  IV  i  czę ś ci  obszaru  I I I   o  rozwartoś ci  % obliczone  w  oparciu  o  rys.  3.9.
Otrzymujemy  w ten sposób  wartość

(13.13)  M  = —- ^(1—cosx)(2—

Moment graniczny jest tu liniową   funkcją   ką ta  y,  co jest oczywiste ze wzglę du na omówio-
ny  sposób  zachowania  się   obszarów  I I . Porównując  wzory  (13.9),  (13.13)  lub  rys.  3.8a,
3.8b  moż na  stwierdzić,  że  efektywność  wykorzystania  dodawanego  materiału  mocnego
(przyrost  momentu granicznego  odniesiony  do  przyrostu  ką ta  y)  roś nie  wraz z  ką tem  y,
stając  się   stałą  i  maksymalną   dla y  >  2(n~%).

Przejś cie  graniczne  do  ciała  jednorodnego  nie  nastrę cza  ż adnych  wą tpliwoś ci
(K-   ->  K+).

Gdy  K-   -> 0,  otrzymujemy  rozwią zanie  dla  prę ta  o  przekroju  w  postaci  wypukłego
wycinka  koła  (rozwią zanie  a)  lub  koła  z  wycię ciem  (rozwią zanie  b).  Momenty  graniczne
dla  tych  przypadków  otrzymujemy  z  (13.9),  (13.13)  przyjmując  %  — %\2,  co  daje

(13.14)
y<it

2-

(2+ sin|)c

Z  drugiego  wzoru  otrzymujemy  dla  y  =  lit  współczynnik  osłabienia przekroju  koło-
wego, rozcię tego  wzdłuż jednego promienia,

M=   0,663^ !

Wzór  dla  y  =  jr

wskazuje  na  to, jaką   czę ść  momentu granicznego  dla prę ta  o pełnym przekroju  kołowym
przenosi prę t o przekroju  pół kolistym.

C.  Podane  rozwią zanie  ł atwo  uogólnić  na  przypadek,  gdy  przekrój  składa  się   z  2n
wycinków zawierają cych  na przemian dwa  materiały o wytrzymałoś ci  K-   i K+. Oznaczmy
rozwartość  stref  mocniejszych  przez yv  (y =  1,  ..., n),

Ukł ad  linii  niecią głoś ci  w  każ dym  wycinku  K+   nie  róż ni  się   od  przedstawionego
w  p.  B.  (rys.  3.10).  Łatwo  zauważ yć,  że  stref  z  rozwią zaniem  B  (rys.  3.8b)  nie  może  być
wię cej  niż jedna.  Uznając  ją   za  «- tą,  mamy  bowiem  y„  >  2{n—%) > %.

Dla  yv  <  2{JI—n)  powierzchnia  reprezentują ca  funkcję   naprę ż eń  skł ada  się   z  czę ś ci
jednego  stoż ka  w  obszarach  I  (rys.  3.10),  czę ś ci  drugiego  stoż ka  w  obszarach  I I I   oraz
płaszczyzn w obszarach I I .
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Moment  graniczny  ł atwo obliczyć  na  podstawie  wzorów  (6.9),  (6.13). Wynosi  on

(13.15)  M 2„  = r -

- sin(f+«)[2- cos(c+ «)]   1

Rys. 3.10 Rys. 3.11

D la  przypadku  symetrycznego  podziału  na cztery  strefy,  yx =  y2 =   <3  (rys.  3.11)
otrzymujemy

(13.16)
K+a3

(n— 6)cos'x- \ - 2d~- —  (1—cos«)(2—cos«)sin?i;4-

l~cosl— +x\

Interesują ce  są  dwa  przejś cia  graniczne w tym  wzorze,  d -> 0 i 8 - »•  n. W  pierwszym
przypadku  otrzymujemy  przekrój  «wzmocniony»  wzdłuż jednej  ś rednicy;  w wyraż eniu na
noś ność  znoszą   się  odpowiednie  człony i  otrzymujemy  noś ność  przekroju  jednorodnego.
W  drugim przypadku  otrzymujemy  przekrój  osłabiony wzdłuż jednej  ś rednicy(24); moment
graniczny  ulega  zmniejszeniu  i wynosi

(13.17)  M
2nK+az 4 [ (1—cosw)3cos«(2+ sin«

r - | l - - ^ ^ ^ j j
( !4)  Przypadkiem szczególnym  przekroju  osłabionego wzdłuż pewnych lini i jest przekrój  z rozcię ciami.

Noś ność  graniczną   takich  przekrojów  badał   eksperymentalnie  na podstawie  analogii  Nadaia
F. A.  MCCLIN TOCK  [34].
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Otrzymany  wynik  moż na  ują ć  w nastę pują cy  sposób:  sklejenie  prę ta  wzdłuż  po-
wierzchni  symetrii  klejem  słabszym  od  materiału zawsze  osłabia prę t, zaś  sklejenie  klejem
mocniejszym  od  materiału nie  może  go  wzmocnić  (2S)

Rozpatrzmy  sytuację,  gdy  liczba  czę ś ci,  na  które  zostaje  rozbity  materiał   mocniejszy,
wzrasta  do  nieskoń czonoś ci,  przy  czym  rozwartość  każ dego  wycinka  yv  dą ży  do  zera.

n

Zachodzi  nastę pują ce  twierdzenie:  gdy  J]  yv  = F =   const, zaś  maxyv  -> 0,  to  bez wzglę du

na  ilość  materiału mocnego F oraz  sposób  jego  podziału noś ność prę ta  dą ży  do wartoś ci
odpowiadają cej  prę towi jednorodnemu z materiału słabszego.

Wypowiedziane  twierdzenie jest  intuicyjnie  oczywiste,  jeż eli  uzmysłowić sobie  kierunek
dział ania  wektora  naprę ż enia  T lub  wyobrazić  sposób  zachowania  się   powierzchni  repre-
zentują cej  funkcję   naprę ż eń F.

Dowód  formalny  jest  jednak  niezupełnie  trywialny  i  polega  na  wykazaniu,  że  dla
sumy A wyrazu  trzeciego i czwartego  we  wzorze  (13.15) mamy

(13.18) lim  A=- (1- Gosx)r.
0

Technika  dowodu  bę dzie  najprostsza,  gdy  wprowadzimy  yśr a F/ n  oraz  Ay,  =

Yv—7ś r- Mamy

li m  A  — lim  — ~ (1—C OSK)

- ( 1— COSX)"
2- cos

- - 7T (1—cos)  li m n
• J  n —*- no

(2 —(1—cos?i;)a —

Usuwając  otrzymaną   nieoznaczoność  co •  0  otrzymujemy

..  ,  2
lim  A  ==—- ^- (l—

m ax  y^ - > 0  ~*

lim

D .  W  oparciu o przedstawione  wyniki  moż na  rozważ yć  również  prę ty  składają ce  się
z  wycinków,  gdy  liczba  materiał ów  jest  wię ksza  od  dwóch.  Ogólny  tok  postę powania

(25)  Jest  ot wzmocniona wersja twierdzenia ogólniejszego  o zmianie  granicy plastycznoś ci na zbiorze
miary  zero: podwyż szenie granicy plastycznoś ci na zbiorze miary zero nie zmienia noś noś ci ciała, zmniej-
szenie zaś nie może jej  zwię kszyć. Twierdzenie  to jest intuicyjnie  widoczne, jednakże  autorowi nie udało
się  udowodnić pierwszej jego czę ś ci w ogólnym przypadku  stanu  trójwymiarowego.
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polega  na wykorzystaniu  rozwią zania  lokalnego  znalezionego  w  p. A  oraz na rozpoczę ciu
badania  rozwią zania  od  najsłabszej  czę ś ci,  w- której  brak  jest  lini i  niecią głoś ci.

b)

n

^

J/
—-—

[F

\

\

- **  ^4**  -   »»

Rys.  3.12

Przypadek  gdy  prę t  kołowy  skł ada  się   z  koncentrycznych  cylindrów  (rys.  3.12a)  ma
trywialne  rozwią zanie.  Przekrój  powierzchni  naprę ż eń F  przedstawiony  jest  na  rys.  3.12b.
Moment graniczny wynosi

(13.19)

14. Noś ność graniczna  prę ta prostoką tnego
•

Rozważ my  skrę cany  prę t  o przekroju  przedstawionym  na rys.  3.13.  Prostokąt  2a  X  2b
podzielony  jest  linią   kontaktu  L  prostopadłą   do  brzegu  o  długoś ci  2b  na  dwa  obszary
G~, G+ o  szerokoś ci  c  oraz  2b—c.  Materiały w  obszarach  GL, G+ mają   stałe  ale  róż ne
granice  plastycznoś ci  K~,  K+,  K-   <  K+.  Wytrzymałość  samego  zł ą cza  charakteryzuje

L- O  IP*

Ł

2b

Rys.  3.13

trzecia  liczba  Ka  równa  maksymalnemu  naprę ż eniu  stycznemu,  które  może  być  przeka-
zane  przez  powierzchnię   kontaktu.  W  dalszym  cią gu  przyjmiemy,  że  zachodzi  kontakt
z idealną   przyczepnoś cią,  tzn.
(14.1)  K0>K- ,

co wył ą cza liczbę   Ka  z dalszych  rozważ ań.
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Zadanie  charakteryzują  trzy  niezależ ne parametry, np.  nastę pują ce:

(14.2)  0<»?= 41<l,  0<4<°°>  0<f<2,
A+   o  u

które  moż na  nazwać  odpowiednio  parametrem  niejednorodnoś ci,  parametrem  kształ tu
i parametrem  podział u.

W  rozważ anym  zadaniu  naturalnym  ukł adem  odniesienia  jest  ukł ad  kartezjań ski.
Skł adowe wektora  naprę ż enia  stycznego

(14.3)  T =  T„ i x+ Tj, zi }

muszą  speł niać równanie  równowagi

(14.4)  rxliX- \ - ryz>y  = 0,

warunek  plastycznoś ci

Kl  w  G- ,
(14.5)  W - t S . + t S . - i j.  w  G+

i warunek brzegowy ttz  = 0 na brzegu przekroju.
Na  linii  kontaktu L musi być speł niony warunek cią gł oś ci  skł adowej  normalnej

(14.6)  T+n = T_n,

gdzie  n jest  wektorem  prostopadł ym  do L. Na  lini i  kontaktu  mamy  zatem  niecią gł ość
naprę ż eń, a wektor  naprę ż enia stycznego  doznaje  obrotu.

Wzory  (9.5) przybierają  postać:

(14.7)  rxt  = Fi„   xyz=- FiX,

a z warunku  (9.6) mamy

(14.8)  |gradF|
(K-   w  GL,

[K+   'W  G+.

Problem  wyznaczenia  naprę ż eń  speł niają cych  (14.4)  i  (14.5)  jest  zatem  równoważ ny
zbudowaniu  powierzchni  cią gł ej  F(x,  y) o stał ym,  ale  róż nym w G- , G+ spadku.

Moment graniczny  okreś la  wzór  (11.4).
Rozwią zania  lokalne w otoczeniu punktu A pokazane na rysunku  3.14  wynikają  z roz-

wią zania  znalezionego  wcześ niej  (p.  12) jako  przypadek  szczególny.  Tak  więc

(14.9)  TJ, = Ł ,  r j z S  0,

(14.10)  T £ =  Z+ eosx,  tH =  K+smx,

(14.11)  *£- &-,  T^sO.

Wektor  T 1 1 o module  K+  jest  obrócony  wzglę dem  wektora  T 1 O module  K~ o  kąt

(14.12)  x =   arc cos?;,  0 < p <<  —.

N a  rysunku  3.14 podano  linie  poś lizgu  ortogonalne  w  każ dym  punkcie  do T oraz
jedną  z  trajektorii  wektora  x. Powierzchnia  F(x,  y)  skł ada  się w  otoczeniu  A  z trzech
pł atów pł aszczyzn.
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W  zależ noś ci  od  wartoś ci  parametrów  r\ , a/ b, c/ b zadanie  o  noś noś ci  granicznej  roz-
waż anego  prę ta ma dziewięć  róż nych  rozwią zań.

R o z w i ą z a n ie  I  (rys.  3.15).  Z  naroża N  wychodzi  linia  niecią głoś ci  lu  dzielą ca
strefę   słabszą   na  obszary  I,  I I , w  których  linie  poś lizgu  są   prostopadłe  odpowiednio  do
NA  i  NS.  Ze  wzglę du  na  warunek  maksimum  momentu  granicznego  zakł adamy,  że

v  W  A  tj

w strefie  słabszej  brak jest  innych linii niecią głoś ci i lx  przecina  linię  kontaktu L w pewnym
punkcie  Al0.  W  otoczeniu  punktu  A  mamy  sytuację   przedstawioną   na  rys.  3.14,  linia
niecią głoś ci  h  jest  nachylona do  L pod  ką tem  H/ 2. W  obszarze  I I I  linie  poś lizgu  są   pros-
tymi  równoległymi  (26), tworzą cymi  z  L  ką t  x.  N a  odcinku  A10B  lini i  L  wektor  T~ działa

równolegle  do L, toteż i wektor  T+ działa równolegle  (por. rys.  3.4), a zatem  linie  poś lizgu
w  obszarze  IV  są   prostopadłe do  AWB.  Z  punktu  A10  propaguje  się   linie  cią głoś ci, 13,
bę dą cą   dwusieczną   ką ta,  który  tworzą   ze  sobą   linie  poś lizgu  z  obszarów  I I I ,  IV.
Linie poś lizgu  4,  / 3 przecinają   się   w  pewnym  punkcie  Ais.  Ponieważ  w  obszarze  V  linie

(OT)  W rozważ anym  zadaniu  wystę pować  bę dą   tylko  obszary  z  równoległymi  liniami  poś lizgu,  toteż
nie  bę dziemy  w  dalszym  cią gu  tego  zaznaczać.  Odpowiednie  płaty  powierzchni  reprezentują cej  funkcję
naprę ż eń F bę dą, jak to wynika z (9.6), płaszczyznami.
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poś lizgu są  prostopadłe do brzegu  AM,  w obszarze  zaś  IV są   one prostopadle  do  A10B,  to
z  punktu  AiS  wychodzi  linia  niecią głoś ci  / 4  nachylona  do  nich  pod  ką tem  n/ 4.  Prze-
cina  ona  oś  symetrii  w  punkcie  Ais.  Linie  niecią głoś ci  / 5,  / 6  nie  wymagają   komentarzy.

Charakterystyczne  wymiary  i ką ty  łatwo ustalić  w oparciu  o powyż szą   analizę;  podane

one  są   na rys.  3.15b.

Powierzchnia  reprezentują ca  funkcję   naprę ż eń  F  składa  się   z  płatów  płaszczyzn,  od-
miennych  w  każ dym  z  zaznaczonych  obszarów.  Linie  niecią głoś ci  / ;  (/  =  1,  ..., 6)  są
odcinkami  rzutów  prostych,  wzdłuż  których  przecinają   się   odpowiednie  płaty  F.  Wystar-
czają cą   informację   o  powierzchni  F  dają   rzę dne  punktów  Aw,  A23,  Ais:

(14.13) F10  ss  K+ccosx, =   - s- K+c{\ + sin  «+ cos n),  Fis  —  K+a

oraz zaznaczone na rys.  3.15b  linie F  =   const, tzn. trajektorie  naprę ż eń stycznych.  Funkcja
F  osią ga  najwię kszą   stałą  wartość  na linii  niecią głoś ci  l5.

Moment  graniczny  moż na znaleźć  w oparciu  o wzór  (6.9).

Gdy  c jest  małe  w  porównaniu  z  a, b, ukł ad linii  niecią głoś ci  lu  / 2, / 3 mieś ci  się  w nie-1

wielkim  otoczeniu  naroża  N  i  zakłóca  nieznacznie  rozwią zanie  dla  ciała  jednorod-

nego.

Otrzymane rozwią zanie  jest słuszne, gdy  punkt AiZ  leży powyż ej  osi  symetrii,  a odcinek

/ 6  nie  znika.  Obliczając  odpowiednie  odległoś ci  zaznaczone  na  rys.  3.15b  otrzymujemy

nierównoś ci

(14.14)

<5, O, - 7 T ( l+ sin «+ c o s«) - r-

Jll »

R o z w i ą z a n ia  2-9  przedstawione  są   na  rysunkach  (3.16)—(3.23).  Szczegóły

rachunkowe  znajdzie  Czytelnik  w  pracy  [14].

- f t—̂

/ L

A
V-A
A

Is /
\

^  _J H J   ;

Rys.  3.16

M

S

M

Wielkoś ci  dw  (v,  p—1,  ...,  9) dobrano w ten sposób, że zmianie znaku  <5V/, odpowiada
przejś cie  od  i>- tego do  / i- tego  rozwią zania.  Na ogół   5v/ t  #  ó .̂  Te  same  obszary  i  ta  sama
linia  cią głoś ci  zaznaczone  są   jednakowymi  numerami  na  wszystkich  rysunkach.  Rzę dne
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powierzchni  Fu  w  punktach  Au  [k,  I  =   1,  ..., 9,  10,  s)  są   takie  same  we  wszystkich
rozwią zaniach,  w  których  wystę puje  punkt Akl,  i wynoszą:

(a—csin«),

a cos K+ (2b—c)  sin x

(14.15)
• >  • *  2GF26  -

»  K+(2b- c), —  K+acosx,

M

/

\  >s *

L

Us w

AN
M. A M

Rys.  3.18 Rys.  3.19

W  A M

^
&

N  '«

W  A M

Rys.  3.21
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Równania dvfl =  0 dają   proste w  płaszczyź nie rj — const, dzielą ce  obszar  parametrów
a/ b, c/ b na dziewięć  stref  słusznoś ci  poszczególnych  rozwią zań ,  (rys. 3.24).  Punkty cha-
rakterystyczne  Ax,  A2>  Aa  mają   współ rzę dne

(14.16)

(14.17)

(14.18)

A-

A,:

Aa:

a

T
a

T
o

b

l+ sin«+ cos% c

b 2+ sinx  '

c

T
c
b

1+ cosx;

1+ C O SK'

w

M

Rys. 3.23

Rozwią zania  podstawowe  odpowiadają ce  punktom  (14.16),  (14.17)  i  (14.18)  mają
nastę pują ce  dwie ciekawe  wł asnoś ci:

1.  Z  rozwią zań  Au  A2,  As,  przedstawionych  na  rys.  3.25, moż na  otrzymać  przez
nieznaczne  zmiany  parametrów  a/ b, c/ b wszystkie  dziewięć  rozwią zań  rozpatrywanego
zadania.

2.  Podział  płaszczyzny  rj =  const na obszary  stosowalnoś ci  poszczególnych  rozwią zań
jest jednocześ nie  okreś lony  przez podanie punktów A^X), A3(X).  Łą cząc punkt  A1  z punk-
tami  {0, 0},  {1,0},  {oo, l)(«), A3,  {0, 2}  otrzymujemy  odcinki  A12,  ńu,  4 „   An,  AiS

(4at).  Łą cząc punkt A3  z punktami  {0, 0), {oo, l}i> ,  {1,2},  {0, 2}  otrzymujemy  odcinki
^23  (Aia),  A7S,  AM  AiB  oraz  położ enie punktu  A3.

Wpływ  wartoś ci  rj  na  ukł ad  stref  1, ..., 9 w  płaszczyź nie  rj =  const  sprowadza  się
wię c do ruchu punktów  A1}  A3:  gdy  r) =  K- / K+ roś nie  od 0 do 1, punkt Ax  porusza  się
po  krzywej  o równaniach  parametrycznych  (14.16)  (krzywa  przerywana  na rys. 3.24) od
poł oż enia  {2/3, 2/3} do  {1,1},  zaś punkt A3  porusza  się  wzdłuż prostej  a =   c od  {2, 2}
do  {1, 1} zgodnie z (14.18).

(")  Oznaczamy w ten sposób punkt niewłaś ciwy.
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Ostatnia  okoliczność ogromnie upraszcza  korzystanie  z  otrzymanych  wyników  w  obli-
czeniach  praktycznych.  Mają c  dany  stosunek  granic  plastycznoś ci  materiał ów  ustalamy
położ enie  punktów  Alt  A3,  prowadzimy  proste  Avlt,  ustalamy  dla  danych  parametrów
a/ b,  c/ b  numer  rozwią zania  i  obliczamy  moment  graniczny  opierając  się   na  podanych
wartoś ciach  F.

C/ i;

2,0

/ / tor  punktu A3 (Q)
/   dla n- ~1

W  a/ b

A,

Rys.  3.25

Zauważ my,  że  wystę powanie  rozwią zań  podstawowych  typu  Alt  A%,  A3,  jest  w  ogóle
charakterystyczne  dla problemów  skokowej  niejednorodnoś ci  (por. p. 7).

Moż na wysunąć  szereg  wniosków  co do klasyfikacji  prę tów  rozpatrzonej  klasy. Wska-
ż emy jedynie, że

d la  - r-   < - =-   m a my  t ylk o  r o zwi ą za n ia  1 , 2, 3 , 4, 5,
b  3

d la  - j-  >  2  m a my  t ylk o  r o zwi ą zan ia  6 , 7 , 9.
h
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Przedstawione  kompletne  rozwią zanie  prostego  przykł adu  z  rys.  3.13  pozwala  na
analizę   innych  zadań  dla  prę tów  prostoką tnych  o  skokowej  niejednorodnoś ci.  D la  przy-
kł adu  na  rys.  3.26  podano  w  oparciu  o  rozwią zanie  5 przebieg  lini i  niecią głoś ci  w  prze-
kroju  prę ta  wzmocnionego  dwoma  symetrycznymi  nakł adkami  o  szerokoś ci  c  <g a.

'i

2bv-»

\
>  d

\

/

/

\ \
Rys.  3.26 Rys.  3.27

Przypadek,  gdy  przekrój  prę ta  jest  podzielony  na  n  czę ś ci  przez  prostoką ty  o  po-
krywają cych  się   dwusiecznych  ką tów  wierzchołkowych,  rys.  3.27,  ma  trywialne  rozwią -
zanie.  Moment graniczny  wynosi

(14.19)
V- 1

Skokowa  niejednorodność  plastyczna  prowadzi  do  istotnych  zmian  w  układzie  linii
poś lizgu,  przy  czym  nawet  najprostsze  zadania  w  rodzaju  rozważ onego  powyż ej  ulegają
niespodziewanie  duż ym  komplikacjom.  Podobna  okoliczność  ma  również  miejsce,  jak
widzieliś my,  dla  pł askiego  stanu  odkształ cenia  ciał   o  skokowej  niejednorodnoś ci.

IV.  Noś ność  graniczna  płyt  kołowych  o  skokowej  niejednorodnoś ci(28)

15.  Sformułowanie  problemu

W  niniejszym  rozdziale  zreferujemy  pokrótce  wyniki  pracy  [15], w  której  rozważ ono
pewne  przykł ady  z  dziedziny  noś noś ci  granicznej  pł yt  o  skokowej  niejednorodnoś ci.
W  ramach  założ eń teorii  noś noś ci  granicznej  [35] własnoś ci  mechaniczne płyty,  zdefinio-
wane  dla  pewnego  punktu  powierzchni  ś rodkowej,  uważ amy  za  całkowicie  okreś lone,
jeż eli  podany jest kształt tzw.  powierzchni  granicznej  w przestrzeni momentów  zginają cych
M- n,  M22,  Mn  tzn.  zwią zek  F(M^,  Cv) =  0.  Pł ytą   o  skokowej  niejednorodnoś ci  na-
zwiemy  taką   pł ytę , której  powierzchnia  ś rodkowa1 podzielona jest na  n obszarów  G  ̂ sta-
ł ych  wewną trz  każ dego  obszaru,  lecz  róż nych  dla  dwu  są siadują cych  obszarów  o kształ-
tach  powierzchni  granicznej,  F/ I  =  0  (jz =  1,  ..., n).  Najczę ś ciej  postać  funkcji  F^

(2a)  W  rozdziale  tym  zreferujemy  czę ść wyników uzyskanych  wspólnie z  J. A.  KONIG IEM  i  przedsta-
wionych  w pracy  [15].

8  Mechanika  teoretyczna



114 JAN  RYCH LEWSKI

(jako  funkcji  M^)  moż na  uznać  za  jednakową   dla  całej  pł yty,  natomiast  obszary  G^
róż nią   się   wartoś ciami  moduł ów  C v.  W  tym  przypadku  skokowa  niejednorodność  opisy-
wana  jest  przez  odcinkowo- stałe funkcje  Cv(xx,  Xj),  gdzie  x1,  x2  są   współ rzę dnymi  w  po-
wierzchni  ś rodkowej.

Przyczyny,  dla  których  dwie  są siadują ce  czę ś ci  pł yty mają   róż ną   wytrzymał oś ć,  mogą
mieć  rozmaity  charakter.  W  najprostszym  przypadku  pł yty  izotropowej,  jednorodnej  po
gruboś ci,  o  równaniu  powierzchni  granicznej  F=  Mf1~MnMzz+Mi i- \ - 3Mxi—MS=  0,
mamy  Mo  — <y0H

2,  gdzie  <r0 jest  granicą   plastycznoś ci,  H  gruboś cią   pł yty.  Skok  Mo  może
być  wię c  spowodowany  bą dź  skokiem  a0,  bą dź  skokiem  H.  Innym przykł adem  może  być
rozmaita  struktura  dwu  czę ś ci  pł yty  wzdłuż gruboś ci.  Jako  typowy  przykł ad  niejednorod-
noś ci  skokowej  w  pł ycie  ortotropowej  może  sł uż yć  skokowa  zmiana  iloś ci  zbrojenia
w  płycie  ż elbetowej.

Praca  jest  oparta  na  podstawowych  zał oż eniach  teorii  noś noś ci  granicznej  pł yt  (por.
np.  [35]).  W  szczególnoś ci  nie  są   w  niej  analizowane  lokalne  trójwymiarowe  stany  na-
prę ż enia  i  deformacji  w  otoczeniu  powierzchni  kontaktu  czę ś ci  o  róż nych  wł asnoś ciach
mechanicznych.

Rozpatrywać  bę dziemy  pł ytę  koł ową ,  zł oż oną  z dwu  koncentrycznych  czę ś ci  o  róż nych
własnoś ciach  mechanicznych.  Rozpatrzymy  prosty  przypadek,  gdy  pł yta  jest  obcią ż ona
równomiernym  ciś nieniem  p,  a  jej  brzeg  jest  swobodnie  podparty  (rys.  4.1).

Rys.  4.1

Zajmiemy  się   począ tkowo  pł ytami  izotropowymi.  Przyjmiemy,  że  słuszny  jest  zwią zek
graniczny  mię dzy  momentem  promieniowym  mr  =   Mr/ M0  i  momentem  obwodowym
mv  =  Mę / M0,  gdzie  Mo  jest  momentem  granicznym  dla  czę ś ci  silniejszej,  wynikają cy
z warunku  plastycznoś ci  Treski,  tzn.

Stowarzyszone z nim prawo  pł ynię cia ma  postać

8F  .  ^W_  8F
(15.2) xr  =   - w"  = dmr' 8mri

gdzie  %r,  %ę   są   prę dkoś ciami  zmiany  krzywizny  powierzchni  ś rodkowej  pomnoż onymi

przez  Rz,  R  jest  promieniem pł yty,  Q jest  promieniem  bież ą cym  odniesionym  do  R,  prze-

cinek  oznacza  róż niczkowanie  po Q.
Skokową   niejednorodność  pł yty  opisuje  funkcja/ (g).  D la  pł yty  o  sł abym  ś rodku

QO,  i ) ;
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dla pł yty  o silniejszym  ś rodku

(15.4)  f(g)  =   1(0,

gdzie

1),

0 < c „ < l ,

I(a,  /?) zaś  jest impulsem prostoką tnym.
Impuls prostoką tny  definiuje  się  jako  funkcję

(15.5) I  (a,  P) =   H ( jc - a) - H (x- j3)  s

0, x  <  a

gdzie  H(pć )  jest  jednostkową   funkcją   Heaviside'a  (por.  p.  7).  W  tych  przypadkach,  gdy
funkcja  I(a,  /?)  bę dzie  nie  tylko  ś rodkiem  dla  skrócenia  i  czytelnoś ci  zapisu,  lecz  także
narzę dziem  rachunkowym  (p.  16,17),  wykorzystane  bę dą   nastę pują ce  oczywiste  zwią zki:

(15.6)

(15.7) =  I(a!P)Jf(t)dt+I(P>l)jf(f)dt,  0 < a < 0 < 1 ,
0  0

(15.8) A =f'(x)I(a,

gdzie  8(x) jest  funkcją   D iraca  (por. p. 7).

D'

E'

A
E

A,

/

C L

C  B

/ /

F

A
?  /

A'  ,
1  mr

Rys. 4.2

Wielkość  p0  nazywać  bę dziemy  w  dalszym  cią gu  parametrem  podziału,  wielkość  rj,

okreś lają cą   stosunek  momentów granicznych, parametrem  niejednorodnoś ci (rys. 4.2).
Równanie  równowagi  ma postać

(15.9)

8*
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a  warunki  brzegowe

(15.10)  § = 1:  w = mr = 0,

(15.11)  § = 0:  mr =  mę.

Celem  naszym  bę dzie  zbadanie  wpł ywu  parametrów  Q0, rj na wielkość  obcią ż enia
granicznego  i  na kinematykę  począ tkowego  niepowstrzymywanego  ruchu  plastycznego
pł yty.

16.  Pł yta  izotropowa  o sł abszym  ś rodku

Gdy  rj jest  bliskie  1, to bez  wzglę du  na wartość  Q0 rozwią zanie  powinno  być bliskie
dobrze znanemu rozwią zaniu  dla pł yty jednorodnej  [35].

R o z w i ą z a n ie  1. Przyjmiemy,  że profil  naprę ż enia  {mr(e),  Mę ic)}  leży  na boku
BC  dla czę ś ci ś rodkowej  i boku B'C  dla czę ś ci zewnę trznej, tzn.

(16.1)  mę  = / ( e) =   riI(P,  <?o)+/(<?o,  1).

Skok mę na  Q =  Q0]tst  statycznie dopuszczalny.  Podstawiając  (3.1) do  (2.9) i  korzystając
z warunku  (2.11) mamy

(16.2)  mr =   —T Q2 ~ \  J  {^ ( P J  ?O)+ ^(SOJ  1)}<^>  =

=   \V— 4- e2M(°>  Qo)+\ l — - rQ*— — (l—')i)\ l(.Go,  !) •

Wartość obcią ż enia granicznego  wynika z drugiego  warunku  (15.10) i wynosi

(16.3)  ft- 6[I- fo(l- «?)].

Na podstawie  (2.2)  i (2.10) otrzymujemy dla cał ej  pł yty kr  — 0 i

(16.4)  H - - Wo( l- e),

a  więc  kinematyka  zniszczenia  pokrywa  się z  kinematyką  dla pł yty  jednorodnej.  D la
go = 0 i  r\  =   1  wyraż enia  (16.1),  (16.2)  i  (16.3)  dają  również  znane  rozwią zanie  tego
przypadku.

Profil  naprę ż enia wygodnie  jest  przedstawić w trójwymiarowej  przestrzeni mr,  m^, ą .
Zależ ność graniczna  (15.1),  (15.3) i  (15.4) przyjmuje  w tej  przestrzeni postać  powierzchni
przedstawionej  na rys. 4.3. Powierzchnię tę bę dziemy w dalszym cią gu  nazywać  powierzch-
nią  wł asnoś ci  mechanicznych.

Przejdź my  do  okreś lenia  zakresu  sł usznoś ci podanego  rozwią zania.  Ł atwo  stwierdzić,
że mr(<?) monotonicznie maleje  od wartoś ci  rj dla  Q =   1 do 0 dla  Q — 0, jeż eli  2go(l—v)~
- 2g§+ ( l - ł ?)  < 0.

Gdy natomiast 2#}(1— rj)—2gg+ (l—rj)   > 0, wtedy mamy

(16.5)  m ;=0  dla  Q =  e #  =   {Q,{\ - rj)l2[\ - Qa{l- rj)]Y"  > 6o>

a  więc  wr  osią ga  analitycznie  maksimum  dla £ = g*, Q = 0 i  nieanalityczne  minimum
dla Q = Q0, rys. 4.3. Oznacza to, że rj jest dla danego Q0 na tyle mał e, że nastę puje  czę ś ciowe
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zamocowywanie  się strefy  sł abszej  w zewnę trznej  czę ś ci  mocniejszej.  Rozwią zanie  bę dzie

więc  sł uszne, gdy

(16.6)  mMo) >0  / „  s  v~(Ql~Qt)l(l- Ql)  > 0 .

Moż na  przekonać się ponadto, że warunek  mr(Q*)   «£ 1 jest  speł niony  zawsze.

R o z w i ą z a n ie  I I . Gdy parametry podziału g0 lub niejednorodnoś ci rj nie  speł niają
nierównoś ci  (3.6), w obu czę ś ciach  pł yty  pojawiają  się strefy  ujemnych  momentów  mr.
Stany  naprę ż enia  w  przedział ach  (0, |j) ,  ( |1 ; Q0),  (Q0, £%),  (£2, 1) odpowiadają  kolejno
bokom  BC, CD, CD',  B'C,  co przy  uż yciu  funkcji  impulsu  moż na  zapisać  jednym
wzorem

(16.7)  mv  =   rjI(O,  5o)+^(?o> l ) + w ' r J ( |1 , f2)-

Podstawiając  (16.7)  do równania  równowagi  (15.9),  cał kując  je i  speł niając  warunki
mr{0)  =   rj,   mr(^i)  =  w r ( |2)  =  mr(l)   = 0,  otrzymamy

(16.8)  mf  -

.  D.

przy  czym  obcią ż enie  graniczne  wynosi

(16.9)
677
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współ rzę dne  zaś  £1;  f2  wyznaczają ce  zasięg  stref  ujemnych  momentów  mr  okreś lone  są
przez przestę pują cy  ukł ad równań:

(16.10)

(16.11)  i

Poł oż enie profilu momentów na powierzchni wł asnoś ci mechanicznych pokazano na rys.  4.4.

Rys. 4.4

N a  podstawie  (15.2),  (15.7)  mamy  «,  =  0 w  przedział ach  (0,  |2 ) , (£2, 1) i  krĄ - kę  =  0
dla przedziału  (& ,  f2).  Moż na to zapisać  w  postaci  równania

w"+ —(16.12)

Cał kując  to równanie mamy

(16.13)  w = wd- w6Ą j- I{0,  li )

przy  czym z warunku  brzegowego  w(l)  =  0  wynika

|-  + |- j/ ( ,̂ 1)1,

Stosując  wzór  (15.8)  ł atwo stwierdzić,  że w' jest funkcją  cią gł ą (29), w"  funkcję  skokową,
i  dopiero w'"  zawiera  Munkcje  od  fx,  f2.

(ZD)  Przedział  (0, a), a <  1 w niniejszej  pracy rozumieć bę dziemy jako przedział  ( - s, a), zaś przedział
(a,  1)jako  przedział   (a, 1+e),  E>  0.  Stąd  np.  / '(O, a) = c5Cx)- <5(je- a) =   - d(x- d)  w  interesują cym
nas  zakresie zmiennoś ci x,  0 < x < 1.
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Przejdź my  do  zbadania  zakresu  sł usznoś ci  przedstawionego  rozwią zania.  Funkcja
mr(e)  ma maksimum  analityczne  w  punktach g =  g* =   ( |2+ |: | / 2 )1 / 3> i2,  g = 0 i  nie-
analityczne  minimum dla Q — g0,  rys. 4.4. Powinny być speł nione zatem  warunki

(16.14)  mr(g0)<l   / u < 0,

(16.15)  £ 2 < 0  / M "lnfio- [»7(3- ln3ij) - l]/ 2(l- ij)>0,

(16.16)  iB r(eo)  >  - r?

gdzie  £i(?7, £>0) jest  okreś lone  przez  ukł ad  (6.10),  (6.11).  Moż na  stwierdzić,  że  warunek
mr(Q*) <  1 Je st  zawsze speł niony.

R o z w i ą z a n ie  I I I . Gdy parametry r\ ,  g0 nie speł niają  nierównoś ci  (16,15),  obszar
ujemnego  momentu mr  ogarnia całą  czę ść mocniejszą  pł yty. Wtedy

(16.17)  mv =  r,I(0,  SO)+I(QO,  l)+mrl(i 1,  1).

Korzystając  z  równania  równowagi  i  warunków  mr(0)  — rj,   mr($i) = mr(l)  = 0
otrzymujemy

(16.18)  m r  =

przy  czym parametr ^  okreś lony jest przez zależ ność

(16.19)  ? ? h w —4 ri +  ̂ ? + ('?~

obcią ż enie zaś graniczne wyraża  się nadal  wzorem  (16.9).  Ł atwo  zauważ yć,  że wyraż enia
(16.17),  (16.18) i  (16.19)  otrzymuje  się z (16.7),  (16.8) i  (16.11)  przy  £, = 1. Analogicznie
rozkł ad  prę dkoś ci ugię cia wyraża się wzorem:

(16.20)  w=wa~w0Ą j- I(0,  fO+ h+ ln jM jte. l) },  c = 1/ (1- In&.

Zakres  sł usznoś ci rozwią zania  3 okreś lają  warunki

(16.21)  TK(1)>\ ,  / 23<0,

(16.22)  mr(Qo)>- V>  fu<0,  V >  eSlneo/ (l,815e3—2,815).

W zapisie  ostatniego warunku wykorzystaliś my zwią zek  (16.19).
R o z w i ą z a n ie  IV. N iech w  rozwią zaniach  I I ,  I I I  parametr  podziału  g0  bę dzie

ustalony,  parametr zaś niejednorodnoś ci  r\  zmniejsza  się. Przy  pewnej  wartoś ci  r\  = rf
mamy  znak równoś ci w zależ noś ci  (16.16)  dla  rozwią zania  I I  lub  (16.22) dla rozwią zania
I I I .  Odpowiada to sytuacji, gdy

(16- 23)  mr(Q0)  =- if,  #  = 0,73e„   i? = i7*(e«),

a  więc w punkcie  kontaktu obu czę ś ci  pł yty  realizuje  się stan D  (por. rys. 4.2).  W tym
przypadku  prę dkoś ci  kr,  xę  nie są dla g =  Q0 jednoznacznie okreś lone ze wzorów  (15.2).
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Inaczej  mówią c, dla rj — rj*  na  Q =   Q0 moż liwe staje  się powstanie przegubu  plastycznego.
Przegub  ten  należy  rozumieć jako  powstają cy  w  czę ś ci  sł abszej  w  bezpoś redniej  bliskoś ci
punktu kontaktu.

Dalsze  zmniejszenie  się  r\  prowadzi  do  takiego  schematu  zniszczenia,  przy  którym
uplastycznienie  osią gane  jest  tylko  w  sł abszej  czę ś ci  ś rodkowej,  która  pracuje  jako  pł yta
zamocowana  w  sztywnej  czę ś ci zewnę trznej.

Profil  naprę ż enia mr(e),  mę(o)  dla  tego  przypadku  uzyskujemy  z profilu  (16.7),  (16.8)
ustalając  r\  =   rj*,  | x  =   £f,  £g ~  £$ 1 zmniejszając  skalę,  tzn.

(16.24)  mr (e) = - ^- mV(Q, rj*,  # ,  ft),  mę (g) = - f < fe,  rf, # , tf)

d la / 2 3  < 0.  Czł ony  z  7(0, I f) ,  / (£?, g0)  opisują  wówczas  znane  rozwią zanie  dla  pł yty
zamocowanej o promieniu CO- Ĵ natomiast czł ony z / (co> £*)> / (^*> 1) opisują  przedł uż enie
profilu  naprę ż enia w  czę ść  sztywną,  leż ą cą  wewną trz  powierzchni  wł asnoś ci  mechanicz-
nych.

Analogicznie mamy

(16.25)  m,(e) = J- fcPfo,  ??*,  fif),   m,(e) = j r ^ f e ,  *̂>  f?)

dla / 2 3  >  0.  Profile  (16.24)  i  (16.25)  róż nią  się  tylko  przedł uż eniem w  obszar  sztywny.
Obcią ż enie graniczne wynosi

(16.26)  ft  = 1 1 , 2 6 ^ ;.

Korzystając  z  (15.2),  (16.24)  i  warunku  W(Q0)  =  0  kinematykę  począ tkowego  ruchu
uzyskamy  w postaci

(16.27)  w  -   ^ {( l - c e / y/ C O,  f 1 ) + [ l - c ( l+ ln c / |1 ) ] / ( f 1 ,  So)},

gdzie c =  l/ (l+ lngo/ fi) > Korzystając  ze wzoru  (15.8) widzimy, że w'jest  funkcją  skokową,
natomiast

(16.28)  ^ '  ^ ( 1 ) e o ) + ( e e o )

Wystę pują ca  w  tym  wzorze  8- funkcja  D iraca  stanowi  formalne  odzwierciedlenie
przegubu plastycznego, dając  nieskoń czoną wartość prę dkoś ci zmiany krzywizny  radialnej
kr.  Zwróć my jeszcze  uwagę  na  to, że przy  operowaniu zapisem tego  rodzaju  nie  zachodzi
potrzeba  oddzielnego  traktowania  przegubów  plastycznych  np.  przy  obliczeniu  mocy
dyssypacji.

Zbiorczy  obraz  zakresów  sł usznoś ci  poszczególnych  rozwią zań  przedstawiono  na
rys.  4.5. Moż na stwierdzić,  że w każ dym  przypadku  wszystkie podane wyż ej  odpowiada-
ją ce  sobie  wyraż enia  z  są siadują cych  stref  przechodzą  w  siebie  na  Uniach podział owych.
Linie rj — 1, Q0 =  0 odpowiadają  pł ycie jednorodnej o momencie granicznym  równym  Mo,
linia  Q0 =  1 odpowiada  pł ycie jednorodnej  o momencie granicznym  równym  rjM 0.  Linia
kreskowana  dzielą ca  obszar  1  odpowiada  pojawieniu  się  ekstremum  m,.  w  czę ś ci  ze-
wnę trznej.
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Wynikiem  istotnym  dla  praktyki  jest, jak  się   zdaje,  wyznaczenie  granicy  obszaru  4,
/ sł teo, n) =  °> fu(&o> i)  =   0-   D la  wartoś ci  parametru  podziału g0  i  parametru  niejedno-
rodnoś ci  rj  leż ą cych  powyż ej  tej  linii ,  obie  czę ś ci  pł yty  współpracują   ze  sobą   w  stanie
granicznym; dla wartoś ci  QQ, rj leż ą cych poniż ej  tej  linii , nastę puje  zniszczenie  tylko  czę ś ci
ś rodkowej,  a  wię c  materiał   czę ś ci  mocniejszej  nie  jest  w  pełni  wykorzystany.  Aspekt

Rys. 4.5

inż ynierski  tego  stwierdzenia  jest  nastę pują cy:  gdy  czę ść  mocniejszą   projektuje  się   jako
«pierś cień»  mają cy  stworzyć  zamocowanie  dla  pł yty  ś rodkowej,  to  wybór  promienia
podziału  Q okreś la  jednoznacznie  minimalny  konieczny  stosunek  momentu  granicznego
«pierś cienia»  do momentu granicznego płyty rj =   rj*.

G odne  odnotowania  są   nastę pują ce  dwie  ogólne  obserwacje  jakoś ciowe,  wynikają ce
bezpoś rednio  z  rys.  4.6:  przy  dowolnej  wartoś ci  parametru podziału Q0,

1)  dla  rj ^  1/3  w  płycie nie  wystę pują   strefy  ujemne  momentów radialnych,
2)  dla  rj >  <r\ A  x  1/11  obie  czę ś ci  pł yty  współpracują   w  stanie  granicznym.

17,  Płyta  izotropowa  o  mocniejszym  ś rodku

Opis zachowania się   pł yty jest w  tym przypadku prostszy  od  przedstawionego  w p. 16.
R o z w i ą z a n ie  I .  Podobnie jak  w  p.  16  przyjmiemy,  że  profil  naprę ż enia mr(Q),

mę(o)  odpowiada bokom B'C,  BC.  Wówczas

(17.1)  m ^= = / (O ,e„ ) + 7 ?/ ( e o,  1).

Podstawiając  tę   zależ ność  do  równania  równowagi,  całkując  je  i  spełniając  warunki
mr(0) =  1,  m,(l)  =  0 otrzymamy  rozkł ad momentu

(17.2) mf =  {l -

oraz wartość  obcią ż enia  granicznego

(17.3)  ,  q1  =
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Rozkł ad  prę dkoś ci  okreś la  wzór  (16.4).  Przy  rj =   1 lub Q0 = 0  otrzymane  zależ noś ci
okreś lają   rozwią zanie  dla płyty  jednorodnej  o  momencie  granicznym  odpowiednio  Mo

Analiza  wyraż enia  (17.2)  wykazuje,  że mr  jest  raonotonicznie  maleją cą   funkcją
Zakres  słusznoś ci  rozwią zania  I  okreś la  wię c jedynie  warunek  (rys. 4.6)

(17.4) •   ( i —

Rys. 4.6

R o z w i ą z a n ie  I I . Gdy dla ustalonego  §0 parametr  niejednorodnoś ci  spada do
wartoś ci  rj => fj*  na  Q — Q0 mamy  mr — rjM 0  (punkt B')  i  moż liwe  staje  się   powstanie
przegubu  plastycznego.

D la  ?j<?]*   schemat  zniszczenia  odpowiada  ruchowi  czę ś ci  mocniejszej  jako  bryły
sztywnej,  uplastycznia  się  natomiast  cała  zewnę trzna  czę ść  słabsza,  pracują ca  jako  pł yta
pierś cieniowa,  zamocowana na pionowo  przesuwnym  brzegu  wewnę trznym  Q =  Q0 i ob-
cią ż ona  poza  ciś nieniem  prostopadł ym  p  dodatkowo  pierś cieniem  sił   skupionych  na
Q =  Q0 o intensywnoś ci  qr =  pc>lR2j2.  Rozwią zanie ma postać .

(17.5)  mr = ~- rml(p,  w*),  mv  =  —^mi(p,  «*) ,
V  I * .

gdzie  wyrazy  z 7(0, g0)  reprezentują   przedłuż enie profilu  naprę ż enia  w  obszar  sztywny,
leż ą ce wewną trz  powierzchni własnoś ci mechanicznych.

Obcią ż enie graniczne wynosi

(17.6)
6r]M 0

(30)  W przypadku  Q0 =  0 punkt  Q =  0 jest oczywiś cie punktem  osobliwym.
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rozkł ad zaś prę dkoś ci  okreś la  wzór

(17.7)  w =  w0 ,  Qo)+wo- —- I(Q0,  1).

Zakresy  słusznoś ci  przedstawionych  rozwią zań  obrazuje  rys.  4.7; obszar  braku  współ-
pracy  jest  tu znacznie  wię kszy  niż dla przypadku  przedstawionego  na rys. 4.5.  Przebieg
lini i  podziału jest w dobrej  zgodnoś ci  z wyobraż eniami  intuicyjnymi.

Rys. 4.7

W  pracy  [15]  zanalizowano  w podobny  sposób  noś ność  graniczną   płyty  ortotropowej
o  skokowej  niejednorodnoś ci  (pł yta  ż elbetowa).

Od autora. W czasie  opracowania przedstawionej  powyż ej  problematyki  autor spotykał
się   z ż yczliwoś cią   i  konstruktywną   krytyką   ze strony  wielu  osób.  Autor  chciałby podzię-
kować  tą  drogą   za słowa zachę ty  prof, dr Wacławowi  OLSZAKOWI,  prof, dr  Wojciechowi
URBANOWSKIEMU,  prof,  dr  G. S.  SZAPIRZE  (AN ZSRR),  prof,  dr  Antoniemu  SAWCZU-

KOWI i doc. dr Wojciechowi  SZCZEPIŃ SKIEMU.  Zawsze  chę tnymi  słuchaczami i  wnikliwymi
dyskutantami  byli  koledzy  z  Instytutu  Podstawowych  Problemów  Techniki,  przy  czym
autor  jest  szczególnie  wdzię czny  dr inż. Andrzejowi  KÓN IG OWI,  dr  inż.  Markowi  JANA-
SOWI,  mgr  Janinie  OSTROWSKIEJ,  mgr  inż.  Jerzemu  ZAWIDZKIEM U  i  mgr  inż.  Jerzemu

N AJAROWI.
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P  e 3  K>  M e

nJI AC TH ^H OC TŁ  TEJI   C  PA3PLIBH 0H  HEOflHOPOJIHOCTiIO

Bonpocbi  coBMecTHOH  nJiacTH^ecKoii  ,n;e<f>opMau.HH pa3Hfcix  merajutoB  H HeKoropŁie  BorrpocM   rrpoi-

HOCTH COCTaBHblX  KOHCTpyKIHlH BbI3bIBaiOT  Heo6xOAHMOCTB  paCCMOTpeHHH HJiacTOTHOCTH Tejl  C IlOBepX-

HOCTHMH  paapwBa  npoH H OdH bix  CBOHCTB.  TaKHe  Tejia  Ha3Banbi  TejiaMH  c  pa3pbiBHOH  nnacTHqecKoft

HeOflHOpOflHOCTbK).

B  HacTOHrueii pa6oTe  MJiaraioTCJi  pe3ynbTaTbi  nojiy^emiwe  B  [ 10] - [16].  CflejiaHa  onwTKa ormcaHHH

njiacTiwHocTK  Tea  c pa3pŁiBHoft  HeoflHopoflHOCTbM   na  OCHOBe  MaTemaTHiiecKoił  TeopHH HcecTKO- nnacTH-

iiecKoro  H eynpo^H fimeroca  Tena.

B  nepBoił   *racTH  flaeTCH HeKOTopaH  ynpoiueHHafl  MOflejn.  CTbina  # BVX  qacieii  Tejia  c  pa3Jin- cHbiMH

npeftenaMH  Teny^ecTH,  HenpoTHBopenamaH  OCHOBHŁIM  npefldaBJieHHHM   TeopHH  nfleanbuoit  nnacTHq-

H OCTH.  IIpHBefleHbi  HeKOTopbie  onwTHbie  flaHHbie.

BTOpan  MacTb  pa6oTt i3  cocTaBnaioman  nojioBHHy  ee  o6'bema,  nocBHmeHa  MaTeMaTHiecKoit  TeopHH

nJiocKoro  fletfiopMHpoBaHHoro  COCTOHHHH.  C  (topManbuoii  TO*IK H  3peiiHH  Bonpoc  CBOHHTCH  K  penleHHw

KBa3naHHeiiHOH  rHnepGojii- raecKOH  CHCTCMBI  ypaBHennii  nepBoro  nopaflKa3  c  pa3pbiBHbiMH  KoscbifiH-

.  HccneflOBaHW  CBOHCTsa  n o an  HanpHJKeHHil u  n oun  cKOpocTeft  B  OKPCCTHOCTH  JIHHHH  KOH-

a.  PacciwoTpeHa  noKajibHaa  KapTHHa  xaparaepHCTHK.  ITpHBefleH  nojiH tnl  aHajin3  Hanpa>KeHHii

H  cKopocTeft  B 3aflaie  o  Ha^ajibHOM   nxtacTH'qcecKOM  TeieiiHH  KJiHHa HarpyH<enHoro paBHOMepHOH  SoKOBoft

Harpy3KOił   na  "lacra  rpaH H.  fljia   onwcanHfl  pa3pŁiBHBix  nojiefl  cKOpocieił   HcnojB.3OBaHŁi  upocTeHUIne

o5o6meHHbie  (fiyHKniiH .  3 TO  flano  BO3M0>KHOCTŁ  npOBecTH  anajiH3  comacoBaHHOCTH  flaHHtix  peiileHuii

c  Kpi- rrepiteM   HeoipHiraTejiBHOCTH  MOIUHOCTH  ,p(HccHiiai(HH  SHeprHH.

J^aHO periieHHe  3afla^iH  o  HanajibHOM   nnacTH^ecKOM  TeueHHH nojiynpocTpancTBa  c  HeKOTopbiM   BHflOM

pa3pbiBHoft  Heop;HopoaHOCTH,  n on  ReiłcTBHeM   >i<ecTKoro  inTajnna.  OnHcaHO  nony^eHHoe  cOBMecTHO

c  M .  ApiTHulj  [ 16] ,  peiŁtenne  3aflami  o  BOJloqeHHH  TpexcnoHnoft  nojiocw  qepe3  rjiaflKyio   MaTpimy.

B  TpeTbefi  nacTH  paccMOTpena  H ecymaa  cnocoBHOCTb  cKpywiBaeivibix  cTep>KHeft  c cocTaBiibiM   cetie-

HHeiw.  Crep>KHH  MHorocBn3Horo  ce^en na  HBJIHIOTCH  MacTHbiM   criyiaeM   paccMaTpHBaejworo  Kjiacca

CTepjKHeii.  ripHBeaeHLi  HeKOTopwe  Ka^ecTBeiiHfcie  pe3ynbTaTbi  H  flaHbi  npHiwepH  peuieHHft  HJIH CTep>K-

Heft  Kpyrjioro  H  npaMoyrojihH oro  cevemm.

B  ijeTBepTOH  ^ a cm  naHO  n on y^eim oe  coBMecTHO  c  A.  KeHuroM   [15]  pen lenne  3aflaiH  o  Hecymefi

cnocoSHOCTH  KpyraoH  njiacxHHbr,  cocTOHmeH  H3  flByx  KOHiceHTpHqecKHX  tracTeśł   c  pa3JintiHbiMH  npe-

S u m m a ry

PLASTICITY  OF THE BODIES  WITH  JUMP  NONHOMOGENEITY

Problems  concerning  joint  plastic  treatment  of  different  metals  and some problems of  strength  of
constructions  composed  of  different  materials  involve  consideration  of  the plastic deformation  of  the
bodies possessing surfaces on which the moduli describing plastic properties undergo jumps. Such bodies
are  called bodies with jump  plastic nonhomogeneity.

The  work includes joint presentation  of  the paper  [10]—[16], in which an attempt  of describing  some
aspects  of  the plasticity of  the  bodies with  the  jump nonhomogeneity has been  made on the basis of the
mathematical theory of the  rigid/ perfectly plastic body.

The  paper starts with the formulation  of a simplified theoretical model of  the  joint of two parts, each
of  them with different yield point.  The model is built on the assumption  of  ideal  plasticity. Some  ex-
perimental data are also presented.

The  second  chapter, which is  a half of  the entire contents  of  the paper, deals with the mathematical
plane plastic flow theory. Formally, a quasilinear hyperbolic system of  the  first  order with discontinuous



126  JAN  RYCHLEWSKI

coefficients  is  here  encountered.  The  properties  of  the  field of  stresses  and of  velocities  in  the neigh-
bourhood  of  contact surfaces  are  examined. The local  picture  of  the characteristics  is  discussed.  The  full
analysis  of  stresses and velocities  in  the problem  of  initial plastic  flow  of  the wedge with  uniform  lateral
pressure  acting  on  a  part  of  its  edge  is  presented. The  description  of  the  discontinuous  velocity  fields  is
carried out by  the simplest  distribution.  This enables  to analyse  the agreement  of  the solutions  with  the
postulate of  non- negative power  of  energy  dissipation.  The solution  to the  problem  of initial plastic  flow
in  the  half- space  containing  some  kind  of  the  jump  nonhomogeneity  is  presented  when  a  rigid  punch
acts  on  the bounding plane. The solution  to  the steady  drawing  process  of  some  sandwich  strip  through
smooth  dies,  obtained  by  M.  ARCISZ  and  the  author  [16] is  discussed.

The third chapter deals  with  the limi t  analysis  of  twisted  bars  containing a transversal  jump  disconti-
nuity. The bars  of  multiconnected cross- section  can be considered  a particular case  of  the discussed  class.
Some  quantitative  results  are  found  and  examples  of  solutions  for  bars  of  both  circular  and  rectangular
cross- sections  are shown.

In  the fourth  chapter, the solution  to  the problem  of  the limi t  analysis  of  the circular plate  consisting
of  two  concentric  parts  with  different  strength  is  considered.  This  solution  has  been  obtained  by
A. Konig and  the author  [15].
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