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1.  Przedmiotem naszych  rozważ ań  jest  stan  równowagi  wiotkiej  osiowo- symetrycznej
powłoki  zdolnej  do przenoszenia jedynie  naprę ż eń rozcią gają cych  i mogą cej  pod wpływem
obcią ż eń  w  istotny  sposób  zmieniać swą   formę , jak  też ulegać  znacznym odkształ ceniom
niesprę ż ystym.  We  wszystkich  dotychczasowych  pracach poś wię conych  temu zagadnieniu
(por.  [11])  zwią zki  fizyczne  przyjmowano  w  formie  zależ noś ci  pomię dzy  skoń czonymi
wielkoś ciami  naprę ż eń  i  odkształ ceń. Najczę ś ciej  były  to  tzw.  równania  Nadaia- Davisa
(por.  [2, 3, 9])

(1.1)  e1 = L- Y(

gdzie  eitez,  e3  są   odkształ ceniami  głównymi  w  mierze  logarytmicznej  Hencky'ego,
O\) 02>tf3  rzeczywistymi  naprę ż eniami  głównymi,  a  0  znaną   funkcją   odkształceń zależ ną
od  przyję tego  warunku  plastycznoś ci.

Zastosowanie  tych równań, wygodne  z uwagi na  ich wzglę dnie  prostą   postać, powinno
jednak  podlegać  pewnym  ograniczeniom, jak  bowiem wiadomo już  przy  małych  odkształ-
ceniach  równania  teorii  plastycznoś ci,  wią ż ą ce  skoń czone wielkoś ci  naprę ż eń  i odkształ-
ceń,  tylko  wtedy  zadawalają co  opisują   fizyczny  stan ciała, gdy  realizowany jest  przypadek
tzw. prostego obcią ż enia. N atomiast przy odkształ ceniach skoń czonych to już nie wystarcza
i wymaga się , aby  w  procesie  obcią ż ania  składowe stanu naprę ż enia rosły proporcjonalnie
(por.  [9]). Warunek  ten, choć by  z uwagi  na znaczne zmiany geometrii powłoki, w  naszym
przypadku  najczę ś ciej  nie  jest  speł niony.  Rzutuje  to  oczywiś cie  na  rezultaty  otrzymane
za  pomocą   równań  (1.1)  oraz  uzasadnia  próby  skorzystania  z  bardziej  precyzyjnych
zwią zków  fizycznych  (por.  [5]).  Zwią zki  takie,  podobnie jak  i  równania  (1.1), zapropo-
nowali  E. A.  DAVI S  [3] i A.  N AD AI  [9] po przeprowadzeniu eksperymentów  z  cienkoś cien-
nymi  metalowymi  rurami  w  zł oż onym  stanie  naprę ż enia.  Stanowią   one  ekstrapolację
równań  de  Saint- Venanta  pł ynię cia plastycznego  na  przypadek  skoń czonych odkształceń
i  mają   postać:

(1.2) j =   ff!- - i

ds3 =  U - y
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gdzie  deitdE2>dEi  oznaczają   przyrosty  logarytmicznych  deformacji  spowodowane  przy-
rostem  obcią ż enia.  Jeś li  wprowadzimy  poję cia  intensywnoś ci  rzeczywistych  naprę ż eń

(1.3)  <f i =   yĄ -  l / ( c r 1 - ^ )2+ ( ^ - t f3

oraz  intensywnoś ci  logarytmicznych  odkształ ceń  i  odpowiadają cych  im  przyrostów

deformacji

(1- 4)

to jak  widać z  (1.2)

(1.5)
Ci

Aby  okreś lić  funkcję   $,  musimy  znać  charakterystykę   materiał u, którą   ustalamy  na
podstawie  doś wiadczeń.  D la  materiał ów podlegają cych  wzmocnieniu  przyjmuje  się   przy
tym bą dź to zależ ność  (por.  [3, 5, 9,  11]) typu

(1.6)  at  =   Kg(et)eb

bą dź  to  zwią zek  pomię dzy  maksymalnymi  spoś ród  głównych  odkształ ceń postaciowych  y

a  odpowiednim naprę ż eniem stycznym  t  (por.  [2, 4, 9, 11])

(1.7)  T- yrtM)y,

gdzie TŚ Tjest stałą  o wymiarze  naprę ż enia.
W  przypadku  gdy  w  procesie  obcią ż ania  naprę ż enia  główne  pozostają   wzajemnie

proporcjonalne,  równania  (1.1)  i  (1.2) pokrywają   się   (por.  [9]).

Zastosowanie  zwią zków  (1.2)  w  teorii  wiotkich  powł ok napotyka  jednak  na  znaczne
trudnoś ci  natury  matematycznej. D latego  też  próby  w  tym  kierunku  podję to  jedynie
w  nielicznych  pracach.  Jak  dotąd  ś ciś le  rozwią zany  został  tylko  prosty  przypadek  plas-
tycznej  obróbki  rur  cienkoś ciennych  przez  przecią ganie.  Rozwią zanie  takie  dla  warunku
plastycznoś ci  Treski  podaje  praca  [7],  a  dla  warunku  Hubera- Misesa  i  przy  uwzglę d-
nieniu  tarcia  [8].  W  pracach  [6,  13]  rozpatrzono  problem  skoń czonych  odkształ ceń
plastycznych kołowej membrany  poddanej  równomiernemu ciś nieniu.  Uzyskano  przybli-
ż one rozwią zania przy aproksymacji  kształ tu odkształ conej membrany powierzchnią  kulistą .
Analogiczny  problem  przy  założ eniu jedynie  duż ych  przemieszczeń  omawia  praca  [12].

Celem niniejszej  pracy jest wyprowadzenie  w oparciu o zwią zki fizyczne  teorii pł ynię cia
plastycznego  (1.2)  podstawowego  ukł adu  równań,  opisują cego  stan  powł oki  w  procesie
obcią ż enia  wywołują cego  skoń czone  odkształ cenia  plastyczne.  Przyjmuje  się   przy  tym
podobnie jak  w pracy  [11] osiową   symetrię   powł oki i  obcią ż enia,  nieś ciś liwość  i  izotropię
materiału  [o  charakterystyce  (1.6)  lub  (1.7)].  Odkształ cenia  sprę ż yste  jako  małe  w  po-
równaniu  z  odkształ ceniami  plastycznymi  pomijamy.  Ponieważ  powł oka  jest  wiotka



SKOŃ CZONE  ODKSZTAŁ CENIA  WIOTKIC H OSIOWO- SYMETRYCZNYCH POWŁ OK  465

i przenosi  tylko  rozcią ganie,  to zajść mogą  (por.  [4.11]) dwa przypadki:  a) oba naprę ż enia
gł ówne  są  dodatnie  (Ci >  0,  a2  >  0),  b)  naprę ż enie  pierś cieniowe  zeruje  się  i  powstają
fał dy  (<?! >  0,  <T2 =  0). Jeś li  przy  tym zdarzy  się, że  [por. (1.4)]:

o,,  A< 0,
gdzie  t  jest  zmienną  charakteryzują cą  wzrost  obcią ż enia,  to  zachodzi  proces  odcią ż e-
nia  i powł okę rozpatruje  się jak  w  pracy  [10].

2.  Rozważ my  przypadek,  gdy  dla  powł oki  przedstawionej  na  rys.  1 <n >  0  i  a2  >  0.
Podstawowy  ukł ad równań  róż niczkowych  okreś lają cych  stan  tej  powł oki otrzymamy ze
zwią zków  geometrycznych,  fizycznych  oraz  równań  równowagi. •  Posł uż ymy się przy  tym
ustalonym ukł adem współ rzę dnych X,  Y  (typu  Eulera) zwią zanych  z nieruchomymi punk-
tami  w  przestrzeni  i  opisują cymi  formę  powł oki  odkształ conej  oraz  współ rzę dnymi  r, £
(typu  Lagrange'a)  sztywno  zwią zanymi  z  czą stkami  powł oki  i  ich  poł oż enie  w  stanie
nieodkształ conym.  Wprowadzamy  przy  tym  nastę pują ce  wielkoś ci  bezwymiarowe  (por.
rys.  1):

X  Y  H
x  p  >  y  ~ p~'  TS  >

j.  r_  C  ,  m  _ _ ^±   _ • # _ _ / *
S  T , J  'J  TJ )  J  ' J\ i)   ~"  TT  '  U  IT  "  /   S

(2.1)  Qn  =   Qn(x,  y,  t) = ~^~  qn(X,  Y,  t),

_  ._  l-   „   _  2  „   _  i
Pl  —  "^ r !  P2  —  —p?s  Pi  —  ~ĵ j

gdzie Hx  i H  oznaczają  odpowiednio grubość  powł oki przed i po odkształ ceniu, q„(X,  Y, t)
i  qs(X,  Y, t) —  obcią ż enia  przypadają ce  na jednostkę  powierzchni w  kierunku normalnym
i  poł udnikowym,  stycznym  do  powł oki  odkształ conej,  Rt  —  dowolny  rozmiar  charak-
teryzują cy  powł okę przed odkształ ceniem; Hw  —  grubość  począ tkową  powł oki w  pewnym
ustalonym punkcie, t —  bezwymiarową  zmienną charakteryzują cą  wzrost  obcią ż eń w pro-
cesie  obcią ż ania.  Ponadto, jeś li  dane  są  wymiary  powł oki w  stanie  nieodkształ conym, to
/ ( |) jest znaną funkcją  swego argumentu.

W  powł oce  zakł adamy  pł aski  stan  naprę ż enia.  Jeś li  przez  1, 2, 3  oznaczymy  odpo-

wiednio  kierunki  gł ówne —  poł udnikowy,  równoleż nikowy  i  normalny  do  powł oki,  to

(2.2)  <y3 =  0.

Wówczas  na  podstawie  równań  (1.2)  i  (1.6),  przyję tego  warunku  nieś ciś liwoś ci  i  po

uwzglę dnieniu  (2.1) otrzymujemy  zwią zki fizyczne  w  postaci:

(2 3)  dsj- dei  _  £j_

ds2—de3  p2  '

(2.4)  £ i + s2 + e3  =  0,

(2.5)  •   Pi =  g(sdsi,

5*
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gdzie  [por.  (1.3), (1.4)] obecnie

X,x

Jeś li  zamiast zależ noś ci  (1.3) przyjmiemy  (1.6), to zamiast  równania  (2.5) mamy

(2.6)  Pi =  (\gBi- E3\ )(B1- ei),  przy  Pi>p2,

lub

(2.7)  p2  =  (|ge2- fi3!)(fi2—83).  przy  Pz>Pi-

W  konkretnych  zastosowaniach  zależ noś ci  (1.6) i  (1.7)  najczę ś ciej  aproksymujemy

za pomocą krzywych  dwuparametrowych.  I  tak  dla potę gowego  wzmocnienia,  zakł adając

odpowiednio

(2.8)  at*=Ke?  lub  oj =  JS:|«,- «»|',

mamy  stąd

(2.9)  £(«() =   s?-1  lub

dla liniowego  zaś wzmocnienia

(2.10)  ff,  =  ^ (1+ ^e j)  lub

otrzymujemy

(2.11) ef'+A  lub  ^8, - 83) =   ( «;-   S 3 ) + ,

gdzie y oznacza wskaź nik  wię kszego z naprę ż eń .Pi i p2-   Model ciała  idealnie  plastycznego

otrzymamy przyjmując  w tych wzorach  f,i =  0 lub A = 0.
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W  procesie  obcią ż ania  zarówno  naprę ż enia  jak  i  odkształ cenia  bę dą  funkcjami  nie
tylko  poł oż enia,  ale  także  zmiennej  t  opisują cej  przebieg  tego  procesu  w  czasie.  Jako
zmienne niezależ ne  przyjmiemy  w  przypadku  współ rzę dnych  Lagrange'a  f,  t,  w  przy-
padku  zaś  współ rzę dnych  Eulera  x,  t.  Ponieważ  x  =  x  (£, i),  a  f  jako  sztywno  zwią zane
z czą stką  nie zależy  od  t, to  przy  róż niczkowaniu  pomię dzy  tymi zmiennymi zachodzi re-
lacja

8_  1  8
(2 •  >  Jx

Równania  geometryczne  powł oki  ukł adamy  dla  dowolnego  ustalonego  stanu  obcią-
ż enia  (co  odpowiada  ustalonej  wartoś ci  i).  Przy  przyję ciu  współ rzę dnych  Eulera  x, t
mają  one postać analogiczną  jak  w pracy  [11]

Funkcje  y>  i cp  oznaczają  tu  (por.  rys.  1) ką ty  zawarte  pomię dzy  osią  x  a  styczną  do po-
wł oki odpowiednio w  stanie nieodkształ conym i odkształ conym.  >•

N a  podstawie  wzorów  (2.13)  moż emy  obecnie  obliczyć  przyrosty  odkształ ceń  delt

de2  i  de3  wywoł ane  przyrostem  obcią ż eń  odpowiadają cym  dt.  Należy  tu  zwrócić  uwagę,
że  ponieważ  przy  skoń czonych  odkształ ceniach  przyrosty  te  (oznaczane  dalej  przez  S)
dotyczą  ustalonej  czą stki  powł oki,  to  najczę ś ciej  (procesy  niestacjonarne)  nie  są  one
róż niczkami zupeł nymi i  traktowanie  ich  jako  takich  był oby  bł ę dne.  Wyją tek  stanowi
przypadek,  gdy  współ rzę dne  Eulera  opisują ce  kształt powł oki  nie zależą  od  czasu.  Od-
powiada  to  np. niektórym  stacjonarnym  procesom  obróbki  plastycznej  jak  obciskanie
lub  przecią ganie  nieskoń czenie  dł ugich  rur  cienkoś ciennych,  kiedy  forma  matrycy,
a  więc  i  powł oki, nieu  lega  zmianie  z  czasem.  Stan powł oki opisują  wówczas  zwyczajne
równania  róż niczkowe,  a  rozwią zanie  problemu  jest  szczególnie  proste  (por.  [7, 8]).
W  ogólnym  zaś  przypadku  we  współ rzę dnych  Lagrange'a  |,  t mamy:

(2.i4)  dsi=ir dt>   de>=iź dt>   de*   =  ^7dt-

Wobec  (2.13) otrzymujemy  zatem  [por.  (2.12)]

Fizyczne  równanie  (2.3) moż na obecnie  [wykorzystując  (2.4)] zapisać w postaci

(2- 16)  u(Pl+p2)  ^  +x(2p2- pd ~  -   0.

Równania  równowagi  ukł adamy  dla  elementu  powł oki  w  stanie  odkształ conym przy
• ustalonej  wartoś ci  t.  Wówczas  w  ukł adzie współ rzę dnych  (x, i)  ich postać  (por.  [4, 5, 7])

(2.17)  A  (xhPl) =  ^  f(xhPl)  =  hp2 +
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jest analogiczna jak w pracy  [11], przy czym pochodne djdx  zastą piono przez djdx.  Również
w układzie x,  t zapisujemy  zwią zek  (por. rys.  1)

(2.18)  ~:  = tg(p.

Równania  (2.4), (2.13), (2.16), (2.17)  i  (2.18)  moż na  sprowadzić  do  ukł adu  pię ciu
quasi- liniowych  czą stkowych  równań  róż niczkowych,  które  dla  zmiennych  niezależ-
nych  i,  t mają  postać:

dx  i  cosc5  dy  i  sinę?
di  ux  cosy'  di  ux

"  UX* COSy  \ ^2  *V  >COSC>/   /   dV
(2.19)

i?1. i _ -   ^  c o sy  /   _  i
u  di~~  ux2  cosy  \Pz  'Pl^

dx  ,  ,-   N <9«  _

Jak  moż na wykazać  (por.  [1]) jest  to  układ  hiperboliczny,  a  jego  charakterystykami  są
linie  |  =  const  i  t =  const.  Niewiadomymi  są   tu  funkcje  x(i,  t), y(i,  t), cp(i,  t), u{i,  t),
Pi(i,  t),pz{i,   t). Brakują ce  szóste  równanie ma  charakter algebraiczny  [por.  (2.4), (2.13)]
i zależ nie od przesłanek fizycznych  przyjmuje  postać  (2.5), (2.6) lub  (2.7).

W  szczególnym  przypadku,  gdy  Qs  =  0  i  Q„  =   Q =  const,  czwarte  z  równań  (2.19)
daje  się  rozwią zać efektywnie  [por.  (2.17)] i zapisać w postaci

(2.20)  ze L̂

przy czym

jest  bezwymiarowym  odpowiednikiem wypadkowej  P  sił  zewnę trznych  działają cych  bez-
poś rednio na dno lub krawę dź powłoki.

Czę sto  wygodniej  jest,  gdy  jako  zmienne niezależ ne  obierzemy  (por.  rys.  1) nie  i,  t,
lecz  i],   ł   (np. powłoka  walcowa).  Wówczas  odpowiednie  równania  bę dą   miały  postać
taką   samą   jak  poprzednio,  z  tym  że pochodne d/ di  należy  zastą pić  przez  bjdr\ , a  cosy
przez siny.  Dla powłoki walcowej  i  =  siny  =  1.

2.1. W przypadku  gdy  ax  >  0, a2=   0, z uwagi  na to, że w procesie  obcią ż ania  naprę-
ż enia główne pozostają   wzajemnie  w stałej proporcji

(2.22)  - 2l  =  i i  =  0,
Ci  ffi

układy  równań fizycznych  (1.2) i  (1.3) pokrywają   się   i  rozwią zanie przebiega  analogicznie
jak  w pracy  [11].
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Zastosowanie  równań  teorii  pł ynię cia  plastycznego  wymaga  (ze  wzglę dów  fizycz-
nych)  istnienia  niezerowego  stanu  wyjś ciowego,  w  którym  naprę ż enia  osią gają  gra-
nicę  plastycznoś ci.  Stan  ten  (oznaczony  *)  przy  t =   0  determinuje  warunki  począ t-
kowe  dla  ukł adu  (2.19):

x($, 0) =  x*( l) ,  y(ft  0) =  yt  (i),  «(f,  0) =  «

<p(t, o)  =  ^( i ) ,  Pl(i,  o)  =   Plt®,  />*(!, o)  =

Najbardziej  typowe  przypadki  warunków  brzegowych  to  (por.  [11]):
a) Wierzchoł ek kopuły

(3.2)  x(0,0  =  0,  y ( 0 , 0 - 0,  F=0  oraz  x(ft,  0  -   ft,

gdzie  JF wyraża  się  wzorem  (2.21).  Z  warunku  równowagi  sił  dział ają cych  na  brzeg  po-
wł oki  |  =  f o wynika,  że  ogólnie

(3.3)
lo, O/>i(fo, 0  '

W przypadku  wierzchoł ka  kopuły obliczamy  stąd 99(0, i) =  0, a nastę pnie  [por.  (2.13)]

£ l(0,  i) =  £2(0, t)  i na tej  podstawie  [por  (2.3)] mamy p^O,  i) = p2(0,  t).
b) Nieodkształ calne dna ze swobodą  przesuwu

(3.4)  .  x( f 0,0  =  f0,  j(^o, 0  =  0,  F =   Ą  oraz  x(ft,  0  =  ft.

Z  równania  (3.4)  obliczamy  wówczas  93(̂ 0, t),  a  nastę pnie  podobnie  jak  poprzednio

c) Nieprzesuwne  nieodkształ calne dna

(3.5)  x(ft,,  0  =  fo,  J'Cfo, 0  =  0  oraz  jc(ft,  0  =  ft,  y(ft,  0  »

Podobnie jak  w  poprzednim  przypadku  ^i(0, 0  =  2 2̂(0, 0> nie  znamy  natomiast  siły
.F(0 i co za tym  idzie  ką ta  c>(£0> 0-

d) Dane odkształ cenie na brzegu  x(f0,  i) =  x0  — const. Pozostałe warunki jak  w  przy-
padku b), a więc  inaczej  niż to wynika  z teorii odkształ ceniowej  (por.  [11]), gdzie ps  =   kp2,
przy  czym dla x0  ^  |0  k  i=-   2.

e) Odkształ calny  kontur.  Warunki  brzegowe  dla  odkształ calnego  konturu  mogą  być
róż nie  sformuł owane  zależ nie  od  konkretnego  problemu  fizycznego,  jak  np.  rozcią gliwy
pierś cień  na  brzegu,  odkształ calne  denko,  podatne  zł ą cze  dwóch  róż nych  powł ok  itp.
Wspólną  cechą  tych warunków  jest równość przyrostów  odkształ ceń brzegowych  powł oki
de'2  i  konturu  de'2'  oraz  równość  odpowiadają cych  im  wypadkowych  sił  F'  i F"  oraz
promieni  x'(£0, t) =   x'\ ia,  t).  Ponadto  jak  poprzednio  zakł adamy  j(£ 0,  0  =  0  oraz
*(ft , 0 =   ft-

W  przypadkach  a,  b,  d,  e  przyję to,  że  na  drugim  koń cu  powł oki  znajduje  się  prze-
suwne  nieodkształ calne  dno.  Zgodność  warunków  począ tkowych  (3.1)  z  warunkami
brzegowymi  a-e  w  punkcie  brzegowym  (0,0)  jest  zawsze  zachowana  z  wyją tkiem
relacji  pomię dzy  naprę ż eniami,  gdzie  zgodność  tę  należy  każ dorazowo  oddzielnie
wykazać.
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4, W charakterze przykł adu rozważ ymy  przypadek  powł oki walcowej  o liniowo zmien-
nej gruboś ci  ś cianki w stanie nieodksztalconym. Wewną trz  tej powł oki znajduje  się sztywny
rdzeń, którego  ś rednicę stopniowo  zwię kszamy  powodując w ten sposób  powstanie w niej
skoń czonych  odkształ ceń plastycznych.  Wywoł ane  przy  tym tarcie uwzglę dniamy  w obli-
czeniach.  Jako  zmienną  charakteryzują cą  rozwój  odkształ ceń  przyjmujemy  promień
powł oki  (x =  i), przy  czym x ^  1. W miarę odkształ ceń wolne  koń ce powł oki przemiesz-
czają  się ku jej ś rodkowi,  musi  zatem  istnieć jakiś  punkt  nieruchomy  rj*.  Jak się przy
tym okazuje  dla rj < rj^  (I  czę ś ć) i dla r\  > rj^  (I I  czę ś ć) przemieszczenia nastę pują  w prze-
ciwnych  kierunkach, a więc  siły  tarcia  mają  przeciwne  zwroty.  Prawo  tarcia  (wg  Cou-
lomba), zmianę gruboś ci  ś cianki przed odkształ ceniem i warunek  plastycznoś ci zakł adamy
w postaci:

(4.1)  Qs =  kQ„,   f(rj)  =  1+ a?j,  p2=p,

gdzie  poszczególne  symbole  oznaczają  k i=  0 — współ czynnik  tarcia,  a # 0 — bezwy-
miarową  stał ą, p =  const — granicę  plastycznoś ci.  Ponieważ  oba koń ce powł oki  (rj = 0,
rj =  fji)  nie są obcią ż one, to prócz zachowania  cią gł oś ci na granicy  stref  mamy  warunki
brzegowe

(4.2)  ^ ( 0, x) =  0,  py{j\ h  x) =  0,  yirj*,  x) =   ^

oraz  począ tkowe

(4.3)  ho = h(v.  O =  1+ «»?.  y<XI,  1) -   n-

Warto  przy  tym zauważ yć,  że zerowe  warunki  począ tkowe  dla naprę ż eń  (powł oka
nieobcią ż ona) był yby  sprzeczne z przyję tym  warunkiem  plastycznoś ci  (4.1).

D la  rozważ anej  powł oki mamy  nastę pują ce  zwią zki  w wielkoś ciach  bezwymiarowych:
równania  równowagi

(4- 4)  - ^(hpd = Qs,  ft  =  j2 „ i

równania  geometryczne

(4.5)  e1 = \n- ~,  e2 =  lnx,  e3 =  Inw;
orj

równania  fizyczne:

(4.6)  u(p1+p2)^+x(2p2~Pl)  - £- = 0,  81H- 8a+63 = 0.

Ze zwią zków  (4.1)- (4.6) otrzymujemy  ukł ad  równań

(4.7) f
OT]

x  Pi—

Zajmiemy  się naprzód pierwszą  czę ś cią  powł oki. I  tak z (4.7)  (znak  + )  przy  uwzglę d-
nieniu  (4.2) mamy

(4.8)  Pi =  - fo?P>  P-
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Wprowadzając  nową  funkcję   z =  hx2 z (4.7) i  (4.8) dostajemy równanie

8z  „   B—z
4- 9  x&   =  3 zF 2?'
którego rozwią zaniem przy warunku począ tkowym  (4.3)  jest  funkcja

(4.10)

Stąd otrzymujemy

(4.11)  / ! =

y
Jak  widać /̂ monotonicznie wzrasta w sposób nieograniczony wraz z ??. Ponieważ z uwagi
na  warunek  plastycznoś ci  p1  <  }?,  to maksymalną   długość r\  czę ś ci  powłoki  opisywanej
równaniami  (4.11) wyznaczamy  z warunku pt  =p,  który  prowadzi  do  równania  przes-
tę pnego

(4.12)  ^ | l  + y ^ - / c / l + y ^ - a (l + ai?)xfc'T(1+T^)  = 0.

Założ ymy,  że  rj — ?]%  ś ^rj  jest  punktem  nieruchomym  i  zajmiemy  się   obecnie  drugą
czę ś cią  powłoki, gdzie r\  >  rj^.  Warunek cią głoś ci dla pierwszego z równań (4.7) (znak —)
ma  postać

(4.13)  jp

Na  tej podstawie po scałkowaniu dostajemy

(4.14)  J

Warunek brzegowy (4.2) dla.pi(rjt, x) bę dzie spełniony przy

= — ( l / •  —J ?„   —1 ,  czyli

(4.15)

skąd widać, że położ enie punktu nieruchomego ??* nie zmienia się  w procesie deformacji.
Z  drugiego z równań (4.7) oraz na podstawie  (4.14) otrzymujemy

2pB

• V
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Całkując  trzecie z  równań  (4.7), przy  warunku brzegowym  (4.2), mamy wię c

1 + g ł ?  Td^  dla  0<^

dr\   dla

(4.17)j>fo.*)  =
1-J

Stąd  zaś  moż emy  obliczyć całkowitą   długość powłoki  po  odkształ ceniu:  y(rjh  x)—y(0,  x).
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P  e 3  IO M e

nPHMEHEHHE  TEOPHH  nJIACTH^ECKOrO  TE^IEfflM   flJI3  AHAJ1H3A  KOHE^HLIX
flE*OPMAU,HH  THEKHX  OCECHMMETPH^ECKHX  OBOJIO ÎEK

B  CTaTbe npeflcTaBjiaeTCH  o6o6m;eHHe pesyjitTaTOB pa6oTBi  [11] Ha cjiyMati  cbHSH^ecKHX  ypaBHerorii
TeopHH nnacTHtiecKoro TeneroM c KOHequbiivm fledpopMaqHHMH (npeflno>KeHHbix  A.  HAflA H  [9]) .  I lpefl-

pa6oTbi  HBnaeicH  BtiBOfl  cucieMti  ypaBiieHHft  oroicbiBaioiaHX  COCTOHHHC o6ojioqKB B npoqecce
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Harpywcemyi.  HccjieflyeMan  o6ojio*iKa  BOCirpmmMaeT  TOJIBKO  pacTHniBaiomne  nanpH>KeHHH,  noaioMy

AioryT  HMera  iwecTo  cjtenyiomne  flsa  cnyqaa:

a)  o6a  raaBHwe  iianpjDKeHHH nono>KHTenBHBi (ff!  >  0,  ff2  >  0);nojryqaeMrHnep6ojiHrqecKyiocHCTeMy

(2.19)  m mi  KBa3HHHHeHHBix flHcbcbepeimHaiibHbix ypaBHeHHH  B  nacTHtix  npoH3BO,o,Hbix nepBoro no-

pnflKa  (o6cbiH<Aeiibi  KpaeBbie  H  na^antH bie  ycjiOBHH);

B )  KOJibî eBoe  HanpH>i<eHne  paBHO i- iyjiio  {a i  >  0,  a2  =  0);  cbH3nyeci<He ypaBHeHHH  AettopMaqHOH-

HOH  TeopjiH  H TeopHH nnacTH^iecKoro TSMtuwa. cosnaflaioT  —  nony^aeTCH aafla â  y>i<e paiuennan  B pa-

6oie  [11].
B  3aKjiioqeiiHe  BbiBeflennue  ypaBi- ieHua  npHMennioTCH fljiH  nony^eHHJi  Toinoro  pemeiiHH 3a/i;aqH

o  muinHApiwecKOH o6ojio^i<e  c nnHeiiHO H3MenjiiomeHCH TomnHHoJł  B HefletJicpMHpoBaiiHOM  COCTOHHHH.

O6ono^Ka picnnpaeicH H3BiiyTpa  BTyjiKOH  yBenH iuBaiomcroca  pa^nyca,  npjmeM   ŷ HTHBaeTCH ipenne

S u m m a ry

FIN ITE DEFORMATIONS OF FLEXIBLE AXIALL Y SYMMETRIC MEMBRANE SHELLS IN THE
LIG H T OF THE THEORY OF PLASTIC FLOW

This  paper  generalizes  the previous  results  [11]  to  the case  of  the  theory  of  plastic  flow  under  finite
deformations.  The physical  relations  in the form  given by A.  Nadai  [9] are applied throughout the paper.
The main aim  of  the present  considerations  is  to derive  the  set  of  equations  describing  the behaviour  of
a shell process of loading. Since only tensile stresses are present, the two following cases are possible:

a) both  the principal  stresses are positive  definite  (cj >  0, az>  0); then we have  the set  (2.19) of  five
quasi- linear  hyperbolic  partial  differential  equations of  the first  order  (boundary conditions are discussed).

b) circumferential  stress  is  equal  to  zero  (ô  >  0, a2  — 0);  then  the physical  relations  for  plastic  flow
are exactly  the same  as  those  for  the theory  of  plastic  deformations,  and we  obtain  the problem  already
solved in  [11].

In  conclusion,  the solution  of  the case  of  a  cylindrical  shell  with  linearly  variable  thickness  expanded
inside by  a pin of  increasing  radius  (friction  has been taken into consideration) is discussed  in more detail.

KATEDRA  STATYKI   BU D OWLI  I  WYTRZYMAŁOŚ CI  MATERIATOW
POLITECH N IKI   KRAKOWSKIEJ
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