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1.  Wstęp

Problem  rezonansu  w  zagadnieniach  falowych,  w  szczególnoś ci  w  zagadnieniach pro-
pagacji  fal  sprę ż ystych,  bywa  zazwyczaj  kojarzony  z  problemem  wartoś ci  własnych  dla
okreś lonych  zagadnień  brzegowych,  tj.  dla  ukł adów ograniczonych  (por. np.  [1]), podda-
wanych  dział aniu pola  sił  wymuszają cych.  Tym niemniej problemy  rezonansowe wystę pują
w okreś lonych warunkach również i w przypadkach ukł adów nieograniczonych lub w przy-
padku  problemów  brzegowych  ukł adów pół ograniczonych.

Fakty  te nie są   oczywiś cie nowe. Znane są   fakty  wystę powania  rezonansu w ukł adach
nieograniczonych  przy  odpowiednio  sprofilowanyćh  przestrzennie  i  czasowo  polach  sił
masowych,  znane są   również  moż liwoś ci  wystę powania  rezonansu w  przypadkach odpo-
wiedniego  pobudzenia  ukł adów  z  falą   bież ą cą   w  ukł adach  półograniczonych,  które
prowadzą   do  specyficznych  problemów  wartoś ci  własnych jak  np. problem fal  Rayleigha.

Problemy brzegowe dla  ukł adów pół ograniczonych zwią zane  są   również, w  przypadku
okreś lonego  wymuszenia  zaburzeń,  z  zagadnieniami  promieniowania  typu  Czerenkowa.
Wydaje  się  jednak  rzeczą   interesują cą   zanalizowanie  zespołu tych zagadnień z jednolitego
punktu  widzenia,  mianowicie  moż liwoś ci  powstawania  rezonansu  w  ukł adach nieograni-
czonych  lub pół ograniczonych i ujawnienie  zwią zków pomię dzy moż liwoś cią   powstawania
rezonansu na falach stoją cych  i falach bież ą cych  oraz  zjawiskami  promieniowania Czeren-
kowa.  Kwestia  ta stanowi  cel niniejszej  publikacji.

W  pracy  rozważ amy  najpierw  zagadnienie moż liwoś ci  powstawania  rezonansu w  ukła-
dach  nieograniczonych  oraz  zwią zki  pomię dzy  zjawiskiem  rezonansu na  falach  stoją cych
i  biegną cych  wykazując  fizyczną   równoważ ność  obu  zjawisk.  Ograniczamy  się   przy  tym
do  równań  opisanych  w  przypadku  procesów  okresowych  operatorami samosprzę ż onymi.
Nastę pnie  dyskutujemy  zwią zki  pomię dzy  rezonansem  dla  fal  stoją cych  i  bież ą cych
w  brzegowych  ukł adach pół ograniczonych  oraz  wykazujemy  zwią zek  tych  procesów  ze
zjawiskiem  promieniowania  typu  Czerenkowa.  Całość pracy  uję to  w  postaci  przykładów
dla  typowych  zagadnień  propagacji  fal  wzglę dnie  typowych  problemów  brzegowych  dla
sprę ż ystych  ukł adów  pół ograniczonych z  punktu  widzenia  zagadnienia  rezonansu. Przy-
kł ady  rozważ ano  w  uję ciu  moż liwie  najprostszym,  a  wię c pomijając  efekty  tł umienia  itp.
W zakoń czeniu podsumowano wyniki  i wyprowadzono  wnioski  ogólne oraz  sprecyzowano
wynikł e prawidł owoś ci.

Należy tutaj zaznaczyć, że moż na by  ominąć metodę  przykładową  próbując  ują ć całość
w  ogólnej  formalnej  postaci  matematycznej —  tym  bardziej,  że  rozważ ania  niniejsze,
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przeprowadzone  na przykł adach  problemów  fal  sprę ż ystych  i  pewnych  problemach pól
sprzę ż onych,  stosują   się  i do  szeregu  innych zagadnień  teorii  pola.

Jednakże  zastosowane  przez  nas  uję cie,  z racji  eksponowania  problemów  zwią zanych
z propagacją   fal  sprę ż ystych  oraz ze wzglę du  na poglą dowośc  wydaje się  bardziej  korzystne.

2.  Układy nieograniczone

Dla  przykł adu  rozważ ymy  najpierw  ukł ad  sprę ż ysty,  bezdyspersyjny  i  przestrzennie
jednowymiarowy,  a wię c  na przykład prę t  nieograniczony.

Równanie  okresowych  drgań  wymuszonych  ma  postać

28
2u  32u

(2.1)  a2-  ̂ —  - ^

gdzie  przyjmiemy  p(x)  =  posinnnx/ J. Podstawiając  w tym  wzorze

x
u =  w0 cos mt sin nn—-

otrzymujemy

(2.2)  u=2

Mianownik  przyrównany  do  zera  stanowi  odpowiednik  równania  dyspersyjnego  rów-
nania jednorodnego

(2.3)  r ^ r - 1,  «,  -   —

i  odpowiada  przypadkowi  rezonansu  dla okresowego  czasowo  i  przestrzennie  pola sił
wymuszają cych.  Łatwo  oczywiś cie  zauważ yć,  że przy  przestrzennie  okresowym  polu sił
wymuszają cych  ukł ad  na  odcinkach pół okresu przestrzennego  odpowiada jakby  wydzielo-
nemu układowi ograniczonemu  (o warunkach  brzegowych  u =  0 dla x —  / ), co  oczywiś cie
wyjaś nia  obraz  rezonansu.

Rozważ my  obecnie przypadek  fali  bież ą cej  w prę cie z polem sił   wymuszają cych

(2- 4)  p(x,t)  =  poe
lk^t).

Poszukując  rozwią zania  w postaci

(2.5)  u(x,t) =  uoe'^-vt)

otrzymamy  z  przyrównania  równania  dyspersyjnego  równania  jednorodnego  do  zera
warunek  rezonansu  dla  fali  bież ą cej

(2.6,  , - 4

Porównując  (2.6) z (2.3) widzimy,  że rezonans  zachodzi w obu przypadkach  dla  iden-
tycznych wartoś ci  co przy k — aB; oznacza to, że przy  długoś ci fali  takiej jak  dla  przypadku
fali  stoją cej  ukł ad w przypadku  fali  bież ą cej  przechodzi w  rezonans  wtedy,  gdy prę dkość
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fazowa  harmonicznego  w  czasie  i  przestrzeni  pola  sił  wymuszają cych  osią ga  prę dkość
dź wię ku.  Z punktu widzenia  powstawania  rezonansu  oba  ukł ady są równoważ ne.  Analo-
giczna sytuacja  zachodzi również w przypadku nieograniczonej przestrzeni  trójwymiarowej.
N a  przykł ad dla  równania  falowego

(2.7)

w  którym

(2.8)  p{x,y,  z) =   posmamxsm()„ysmykz,

<x,„  =  mn/ h  ,  •  pn — nn\h  ,  yk =   kn/ l3,

równanie  rezonansu  dla  fal stoją cych  ma  postać

(2.9)

Jeż eli wymuszenie  ma charakter fali  bież ą cej w kierunku np. osi x

(2.10)  p(x,y,z,t)=posmp„ysinykzeik<- x- v'\

to  analogiczne  równanie dyspersyjne  bę dzie  miało  postać

Z,2„,2  ,  V2

(2.11)  / £+•

Porównanie  z  (2.9)  prowadzi  do wniosku,  że k =   a,„  analogicznie  do przypadku  jedno-
wymiarowego.

Odpowiedniość  stanów  rezonansowych  obu  ukł adów  jest  fizycznie  prosta —  falę
stoją cą  rezonansową  moż na zł oż yć z fal bież ą cych w obu kierunkach.  Fale  te mają  wł as-
noś ci  symetryczne z punktu widzenia  równania dyspersyjnego,  zatem aby w sumie dawały
przypadek  rezonansu  na fali  stoją cej,  każ da  z nich  powinna  być rezonansowa  w sensie
fali  bież ą cej,  co z kolei  nastę puje  przy  prę dkoś ciach  fazowych  odpowiadają cych  prę d-
koś ci  dź wię ku.  Sens  fizyczny  rezonansu  dla fali  bież ą cej  ł atwo  zinterpretować,  jeż eli
zwią ż emy  ukł ad z falą  bież ą cą  przyjmując  x =  x—vt.  Wtedy  np. równanie  (2.1)  przejdzie
[przy p(x,  t) w postaci  (2.4)] w nastę pują ce:

Stąd wynika,  że rozwią zanie  dla u nie powinno zależ eć od t,  zatem

(2.13)  ( a 2 - v^  =  poe
ik\

Przy u =  woexp(/A;x) mamy

(2.14)  «*o= - / >o  ( a2_w2 ) f c 2.
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co daje  zerową   sztywność  (rezonans) przy  a =   v,  a  to z kolei  przy  v  =  a =   eojk prowadzi
do  k  —  a>ja  lub

(2.15)  l - ^ r .

zgodnie z  (2.6).
Rozważ one wyż ej przykłady dotyczyły problemów bezdyspersyjnych.  Zwią zki  powyż sze

przenieś ć moż na jednak bez trudu i na przypadki  z dyspersją   (np. problem belki), jednakże
wtedy  odpowiedniość  rezonansu dla  fali  bież ą cej  zachodzi  nie  dla  prę dkoś ci  fazowej  fali
bież ą cej  równej  prę dkoś ci  dź wię ku,  lecz  dla  okreś lonej  prę dkoś ci  zależ nej  od  wektora
falowego.  W  dalszym  cią gu  ograniczymy  się   dla  prostoty  (mając  na  uwadze  jakoś ciową
stronę   zagadnienia)  do  problemów  bezdyspersyjnych.  Znacznie  bardziej  zł oż oną   postać
przybiera  powyż szy  problem  w  przypadku  zagadnień  brzegowych  ukł adów pół nieskoń-
czonych, czym zajmiemy  się  w nastę pnym punkcie.

3.  Problemy  brzegowe  w  ukł adach  pólnieskoń czonych

3.1. Uwagi  ogólne.  Rozważ ymy  obecnie problem rezonansu dla  fal  stoją cych  i  bież ą cych
dla układów półnieskoń czonych przy wymuszeniach danych na brzegu a nie, jak poprzednio,
polem sił  masowych.  Uzyskamy  tutaj  podobne odpowiednioś ci jak  w punkcie poprzednim
jednakże  z  dość  istotnymi  modyfikacjami.  Mianowicie,  o  ile  w  przypadku  poprzednim,
dzię ki  profilowaniu  fali  przestrzennym,  okresowym  ukł adem  sił  masowych  (dla  fali  sto-
ją cej)  stwarzało  się  jak  gdyby  podukł ady ograniczone o znanych własnoś ciach rezonanso-
wych,  o  tyle  w  przypadku  wymuszeń  danych  jedynie  na  brzegu  takich  ukł adów,  dzię ki
moż liwoś ci  generowania  promieniowania  Czerenkowa,  nie  daje  się   na  ogół   zrealizować.
N a  przykład  okresowym  ciś nieniem  przył oż onym  na  brzegu  pół nieskoń czonego  prę ta
nie  moż na wytworzyć  rezonansu, gdyż jedyne  rozwią zanie  stanowi  tu  fala  wypromienio-
wują ca  od koń ca prę ta.

Jeż eli z kolei rozważ yć problem półprzestrzeni  (z reguły rozważ ać bę dziemy zagadnienia
płaskie)  np.  dla  równania  falowego,  to  przy  danym  m  i  ciś nieniu  okresowo  zmiennym
wzdłuż  powierzchni  (np. problem  akustyczny)  w  przypadku  fali  stoją cej  nie  otrzymamy
rezonansu. Mianowicie, gdy  bę dziemy  zmieniać  /  przy  danym  co,  to  zanim  wystą pi  rezo-
nans, 'nastą pi  odpromieniowanie fali  powierzchni.  Podobnie  dla  fali  bież ą cej:  przy  prze-
kroczeniu przez prę dkość fazową   prę dkoś ci  dź wię ku  wystą pi  promieniowanie typu Czeren-
kowa  bez  osią gnię cia  przedtem rezonansu.

Równanie  falowe  nie  ma  dostatecznych  «wewnę trznych  stopni  swobody»  na  to,  aby
problem w układzie półnieograniczonym miał  wartoś ci własne (co jest zwią zane z istnieniem
fal  powierzchniowych). Takie  moż liwoś ci  powstają   ^dla  równania  bifalowego  i  wyż szych
rzę dów,  to jest dla problemu fal  Rayleigha  w  teorii  sprę ż ystoś ci  czy  też w  teorii pól  sprzę-
ż onych.

Jak się  okazuje, w przypadku teorii sprę ż ystoś ci  istnieje moż liwość wywołania rezonansu
za pomocą  fal  stoją cych  na powierzchni. Podobny wynik  otrzymuje  się   i  dla  fal  bież ą cych
przy  podobnych  zależ noś ciach  jak  w  poprzednim  punkcie  z  tym,  że  obecnie  prę dkość
krytyczna,  przy  której  wystę puje  to zjawisko,  odpowiada  prę dkoś ci  fal  powierzchniowych
Rayleigha.  Przy  takiej  prę dkoś ci  moż na  za  pomocą   fali  bież ą cej  wzbudzić  rezonans,
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gdyż  prę dkość  ta  stanowi  wartość  własną   specjalnego  problemu  brzegowego  dla  układu
półnieograniczonego.

Podobnie ma się  rzecz i dla przypadku  równań pól sprzę ż onych, aczkolwiek  zagadnienie
z  racji  bardziej  złoż onych równań  (obszarów  istnienia fal  powierzchniowych  itd.) kompli-
kuje  się   bardzo. Wszystkie  te  własnoś ci  są   wynikiem  symetrii  zjawisk  rezonansowych  dla
fal bież ą cych w kierunkach przeciwnych co w  rezultacie  superpozycji  daje  efekt  rezonansu
dla fal  stoją cych. Niż ej omówimy przypadek  równania falowego i równań teorii  sprę ż ystoś ci
oraz pokrótce przytoczymy  wyniki  dla  równań magnetosprę ż ystoś ci  i  piezoelektrycznoś ci
oraz wykaż emy  słuszność sformułowanych wyż ej  wniosków.

3.2. Równanie falowe.  Rozważ my  przypadek  fali  stoją cej  dla równania  falowego

(3.1)  a2Vz<p—<p—  0

z  warunkiem  brzegowym  dla  x2  =  0

(3.2)  <f>(xi,   t)  =   (p0 sin ——xcos mt —  (p0sinanx1coscot.

Rozwią zanie  (3.1) ma postać

(3.3)  N  .  .  - yĄ - Tjr**.
rp{xi,  x2,  t)  =   Cosma^iSincoże  ,

skąd

(3.4)  C o = — .

Rezonans wię c nie zachodzi. Gdy coja >  a„,  nastą pi wypromieniowanie fali od powierzchni.
Podobnie  dla  fali  bież ą cej  znajdziemy

(3.5)

co  daje  wynik podobny  do poprzedniego, czyli  brak  rezonansu oraz promieniowanie typu
Czerenkowa  dla v  >  a.

3.3. Równania teorii sprę ż ystoś ci.  Równania płaskiej  teorii  sprę ż ystoś ci  mają   postać:

(af- al)  (Mi<n+M2,i2)+«iV2Wi- Wi =  0,
(3.6)

{a\ - al)  («i,i2+ M2,22)+ a!V2M 2- w2 =  0.

Naprę ż enia na powierzchni okreś lone są   wzorami:

ff12

2̂2 =  Q  | > ! « , ,

Rozważ my przypadek fali  stoją cej.  W tym celu przyjmiemy  warunki brzegowe w postaci

(3.8)  cr12 =  0,  al2  =   —Asina)^cosa„x1,  a„ — nnjl.

Rozwią zanie  równań  (3.6) czynią ce  zadość warunkom w nieskoń czonoś ci ma postać:

«i  =  sincofsina„Xj  (,4 oc„e



330  SYLWESTER  KALISKI ,  EDWARD  WŁ ODARCZYK

gdzie

(3.10)  y\  =   a2 -   ~ ,  jS» =   <Ą —~.

Z pierwszego  z warunków brzegowych  (3.8) obliczamy

(3.11)  B=- - ^rA,

z drugiego  zaś

(3.12)  A  =  A0

gdzie

Rezonans  powstaje  gdy  mianownik wyraż enia  (3.12)

(3- 13)  M=  ( 2—^ ) - 4 l / l—ń-   l / l  ^  = 0,

co odpowiada przy danym m takiemu a„,  że i = w/a„  speł nia równanie M ( l )  =  0, identyczne
z  równaniem dla  fali  powierzchniowej  Rayleigha.  Gdy dalej  bę dziemy  zmniejszać  a„  tak,
że @l <  0, wtedy  wystą pi  wypromieniowanie jednej  fali  od powierzchni, gdy zaś y2  <  0—•
wypromieniowanie  obu  fal.

W  przypadku  fali  bież ą cej  zakł adamy naprę ż enia  na  brzegu  w  postaci

(3.14)  (T12 =  0,  a21  =  _ V i C * 1~ t " )  albo  <r22 =   - Aoe
ik<- Xl+V'\

Ł atwo  obliczamy  (por.  [2])

/   w2 /  w2\
l/ l- \   2  r l  - ,-  e

(3.15)  H =

lub  dla  x2  =  0

(3.16)  w 2 -

Rezonans  nastą pi,  gdy

Porównując  (3.17) z  (3.13)  widzimy,  że  równania  te są identyczne  wzglę dem  co/a„
i v,  co przy w  =   co/ k prowadzi  do  równoś ci

(3.18)  £=«„.
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W  ten  sposób  otrzymaliś my  odpowiedniość  rezonansu  na  fali  stoją cej  przy  danym
co i  tx„,  wyliczonym  z  (3.13)  z  rezonansem  na  fali  bież ą cej,  gdy  jej  prę dkość  osią gnie
prę dkość  fali  Rayleigha.  Wtedy  przy  danym  co  fala  ta  ma  k — a„.  Przy  v  rosną cym
począ wszy  od  v  >  ai  nastę puje  wypromieniowanie  jednej,  zaś  od  v>  a\ —  dwóch  fal
Czerenkowa.

Zauważ my,  że  w  obu  przypadkach  przy  przejś ciu  przez  rezonans  nastę puje  zmiana
fazy  amplitudy,  promieniowanie  zaś  Czerenkowa  zaczyna  się   dopiero  po  przekroczeniu
prę dkoś ci  dź wię ku  (rys.  1). Przypadek  M(0)  =  0  nie powoduje  nieograniczonoś ci  u\ , iii,

M

_«. Promieniowanie
Czerenkowa

a2

Rys.  1

gdyż  liczniki  tych  wyraż eń  znikają   również  dla  v  =  0.  Wynik  powyż szy  otrzymaliś my,
jak  już  wspomniano, w  rezultacie  symetrii  efektu  rezonansu "dla  fal  bież ą cych  na  prawo
i  na  lewo,  co  w  rezultacie  superpozycji  daje

AQ  /   ik(x—vt)  i  ik(x + vt)\  ,  \kx  ,  *   •   \kx
=   ^- [e  - \ - e  j  =   — Aoe  coskvt  —  — Aoe  coscot,

skąd
R e  ff22  =   — .„x,   k  —  a„,

a  wię c w  rezultacie  otrzymuje  się   rezonansową   falę   stoją cą.
3.4. Równania magnetosprę ż ystoś ci.  Przytoczymy  obecnie bez  obliczeń gotowe  rozwią zanie

dla  równań  magnetosprę ż ystoś ci  doskonał ego  przewodnika  sprę ż ystego  w  pierwotnym
polu  magnetycznym  równoległ ym do  osi  (x{) [3].

Równania  problemu  dla  przewodnika  mają   postać

82  ,  82  ć

(3.19)
dx\ 8x18xi

82'

= 0 ,

gdzie  au  a2 —  prę dkoś ci  fal  podł uż nych i poprzecznych oraz a] =  aj+x  przy  x — B2l4ng,

przy  czym  B  oznacza  indukcję   magnetyczną   stał ą,  Q gę stość  oś rodka.
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Równanie  pola  w  próż ni  jest

(3.20)  V2A—\ h = 0.
c

Warunki  brzegowe  są   nastę pują ce:

B  -
(fli+ jc)M 3  3- {- (al—2a2)Ui 1+ - ; —»i  =  N(x,  t),

(3.21)

M lj3 +  M 31  =  0,  hij  =

gdzie  dla fali  stoją cej  i  bież ą cej  N(x, t) wynosi  odpowiednio

(3.22)  N(x, t) =   —^osin&^cosa,,,*!,  N(x,t)  =   — poe  ^  vl  .

W  obu  przypadkach  otrzymujemy  identyczny  warunek  rezonansu,  czyli  M = 0
w  postaci:

(3.23)  M = (m+b2) (m- 2)  ą  pl+ (m+b2) (m- e2) (/3?+^)+{(m+&2) (m- e2)+(m- 2)  x

x [3m+2~me2+b2(m- e2)]}^M- b\m- l)  (m- e2)  (^+^)~(m- e2)  [3m~

- 2- me2+b2(m- e2)]  = 0,

przy czym ft znajdujemy  z równania

(3.24)  (OT+ 62)^ 2+ [e2(w+ i 2+ l) - 62(m + l) - 2m ]A+ (w- e2) ( l+ * 2- e2) = 0,

gdzie

(3.25)  m = Ą ,  b2 = ~,  e2 = - ^  lub  e2 =  4"

(przy  w =  co/fe,  /c =   a„ ).

Warunek M = 0 odpowiada prę dkoś ci fal Rayleigha w problemie magneto- sprę ż ystoś ci.
W  zależ noś ci od wielkoś ci  b2 fale  Rayleigha, a wię c i rezonans na fali  bież ą cej  oraz  również
na  fali  stoją cej  jest  albo  moż liwy,  albo  niemoż liwy.  Mogą   także  wystą pić  przypadki  nie-
ostrego  rezonansu.  Dyskusja  warunków  istnienia  fal  powierzchniowych  w  funkcji  b2

podana jest w pracy  [3]. Istotny jest  tutaj  wniosek  analogiczny  do poprzedniego, dotyczą cy
równoważ noś ci problemu rezonansu dla fali  stoją cej  i fali  bież ą cej  z prę dkoś cią   Rayleigha,
który  jest  także  wynikiem  efektu  symetrii.

3.5. Równania piezoelektrycznoś ci.  Rozważ my  oś rodek  piezoelektryczny  wypełniają cy  pół-
przestrzeń przy danym warunku brzegowym  dla indukcji  elektrycznej w postaci fali  stoją cej
lub  bież ą cej.

Równania  piezoelektrycznoś ci  mają   postać

(3- 26)  •   QUI =  Eikm„u mi„ k—rm<pilk,  D:j  = 0,

gdzie

(3.27)  Ei =   <P,i,  oik =   Eikm„(u mi„+u„ im),  Dt=   rikl(uktl+ui ik)

przy  warunkach  brzegowych

(3.28)  <r3i = 0,  Di = N,  i - 1 , 2,  3,
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gdzie

(3.29)  N =- Nosmcotcosu^i  lub  N =  - N0e
k(Xl~vO.

W  równaniach  tych  pominię to wpł yw  pola w próż ni.

Jeż eli  rozważ yć  [4 i 5] np. piezokwarc  oraz  aproksymować  cechy  mechaniczne  za
pomocą modelu izotropowego, wtedy  np. dla osi Xi, x3 rówmania (3.20) do (3.21) przejdą
w równania nastę pują ce  [4 i  5]:

1 —^ - e n̂  = 0,

(3.30)  (cĄ - 4)  (Mi,i3- |- W3.33)+«IV2w3- W3 = 0,

e =  —;
Q

an  =  Qa\u1A- \ - Q(a\—2c$)Uu—en(ptl — 0,

i ( + M 3 , i )  =  0.  Di—  eq>ti = N.

Eliminując w  (3.30) u przez  <p otrzymamy dla <p  równanie

(3.32)  V2\JiD2V+^4[\32V+aUl~m)f^lim  = 0,

gdzie

4 j I e  ^ 1  at  I—I   2T72

et2'
Stosując  rachunek zaburzeń wzglę dem  x obliczamy M i warunek  rezonansu dla fali

stoją cej  i bież ą cej w postaci  (por.  [4,  5])

(3.33)  M =  piWi- PiWt+psWi  = 0,

gdzie

(3.34)  £j =

oraz

(3.35)

l = = _ ^ _  l u b
a„a2

pizy  czym
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Otrzymujemy  wię c  podobnie  jak  poprzednio  identyczne  warunki  rezonansu  dla  obu
przypadków,  to jest  dla  fali  stoją cej  i bież ą cej  przy v = w/ k.

Z  przytoczonych  wyż ej  przykł adów  wynika,  że zasadzie  wią ż ą cej  stan  rezonansu na
falach  stoją cych  i  biegną cych  moż na  przypisać  charakter  ogólniejszy,  aniż eli  wynika
to  z klasy  przytoczonych  tutaj  przypadków.  Mianowicie, jeż eli  w problemie  brzegowym
półnieograniczonego  oś rodka  opisywanego  równaniami  bezdyspersyjnymi  oraz  operato-
rami  samosprzę ż onymi  (po  rozdzieleniu  zmiennej  wzglę dem  t  dla fali  stoją cej)  istnieją
wartoś ci  własne,  wtedy  powinna  zachodzić  wyż ej  wspomniana  równoważ ność  stanów
rezonansowych dla fal stoją cych  i bież ą cych.  Dowód powyż szy  moż na by przeprowadzić
ogólnie dla  bardzo szerokiej  klasy  (dowolnego rzę du) operatorów. Jednakże sens  fizyczny
oraz znaczenie praktyczne mają   przeprowadzone wyż ej  równania jedynie  dla konkretnych
problemów  fizycznych,  które  (w przypadku  fali  bież ą cej)  są   zwią zane  z  istnieniem  fal
powierzchniowych  albo  stanów  rezonansowych,  dla których  interpretacja  fali  bież ą cej
lub  stoją cej  ma sens.  D latego  zaniechamy  tutaj  rozważ ań  ogólnych  ograniczając  się
jedynie  do uwagi,  że podobna  sytuacja  powstanie  i w  innych  zagadnieniach  fizycznych
wyż ej  wspomnianego  typu.

W  przypadku  ukł adów fizycznych  opisanego  typu  wspomniana  wyż ej  równoważ ność
jest, jak  ł atwo wykazać  ogólniej, wynikiem  symetrii  procesów  rezonansu dla  fal bież ą cych
w  lewo  i prawo,  co w  efekcie  daje  stan  superpozycyjny  rezonansowej  fali  stoją cej.  To
kryterium  fizyczne  jest  równoważ ne  cytowanemu  wyż ej  kryterium  formalnemu.

N a  zakoń czenie  zauważ my,  że w  przypadku  ukł adów  nieograniczonych  równania
moż na  bez trudu  rozszerzyć  i na ukł ady  dyspersyjne;  wtedy  oczywiś cie  vl!r  w układzie
z  falą   bież ą cą   zależ eć bę dzie  od wektora  falowego  k.

4.  Wnioski  koń cowe

Reasumując  nasze  rozważ ania  należy  stwierdzić,  że  wykazaliś my  równoważ ność
problemów  rezonansu dla 'fali  stoją cej  i  bież ą cej  (z prę dkoś cią   dź wię ku)  w ukł adach
nieograniczonych  oraz  w  ukł adach półnieograniczonych, przy  czym  w  tym  przypadku
równoważ ność  ta ma  miejsce  dla prę dkoś ci  propagacji  biegną cej  fali  wymuszają cej, od-
powiadają cej  prę dkoś ci  fali  Rayleigha.

Istotnym wnioskiem jest  tutaj  fakt,  że w ukł adzie pół nieograniczonym  moż na uzyskać
rezonans  za pomocą   wymuszeń  na brzegu  w postaci  fali  stoją cej,  przy  czym  równanie
charakterystyczne  problemu  jest  identyczne  z  równaniem  charakterystycznym  dla  fali
Rayleigha, jeż eli tylko przyją ć  a„ =  k.  Zjawisko  to ł atwo uzasadnić posługując się  cechami
symetrii fal bież ą cych w przeciwnych  kierunkach, które  nakł adając  się  na siebie  tworzą
falę   stoją cą.  Fakt ten może mieć zasadnicze znaczenie praktyczne, np. przy  rezonansowej
generacji  drgań  wymuszonych  w  cienkich  przypowierzchniowych  warstwach  dla piezo-
kryształów  itp.
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P  e 3 io  M  e

O  PE3OH AH CH EIX  HBJIEHHflX  B  H EOrPAH IMEH H BIX CHCTEMAX

B  pa6oTe  pacCMOTpena  npo6neivia  pe3onaHca  B  HeorpaHiweiiHbre  CHCTeMax,  a  TaK>i<e  B  i<paeBbix
H  6erym;HX  u  CTOJUII- DC  BOJIH  B nonyorpaHiweHHbrc  CHCTeiwax.  B  pn se  3aAaM  fljia   BOjuioBbix
Teopmi  ynpyrocTii,  MarHHToynpyroern,  nLesooneKTpH^ecTBa  noi<a3ana  sKBUBajieiiTiiocTB

pe3OHancHbix  COCTOHHHH Ann 6erymHX  H CTOJIMHX  BOJIH.
npoanaiiH3HpOBaHa  CBa3t  3Tnx  HBJICHHH  C H3Jiŷ ei- iHeM   Mepei- iKOBCKoro  Tana.  IIoKa3aHOj OTO HJM

KJiacca  paccMaTpaBaeMbDC  sappM  9KBHBajieHTH0CTŁ  pe3onaHCHbix  COCTOHHHH  fljin   6eryrnHX  H CTOHIIHX
BOJIH  BW3BaHa  CHMMeTpneH peuienuft  flna  pe3onaHCHbix  COCTOHHHH  npoTHBononoKiio  HanpaBjieHHbnc
6erynrHX  BOJIH.  B  pe3yjibTaTe  najiojKeHHH  nojiy^aeTCH  pe3OHancHoe  cocToaHne  fljiH   CTosmeii  BOJIH M.
flamioe  HBjieHue flaeT  BO3MO>KHOCTB,  HanpHMep B 3aHa^ie o  nojiynpocTpancTBe  BO36y>KflaeMOM   Ha Kpaio

BOJIHOH,  onpe^ejiHTb  pe30HaHCHŁie napaiweTpbi  n pn IIOMOIIJ,H xapai<TepHCTH^ecKoro ypaBHeHHH
c  KapaKTepucTH^ecKHM   ypaBiieHueM   AJIH  BOJIH  Pajieji  B  cjiy^ae  pe3onaHca  6erymeft

BOJIHbl.
OnncaHHoe HBJieHne MOMteT HaHTH npHMeHeHHe HanpuMep npH pe3OHancnoM  reHepnpoBaiiHH BbiHyH<

B  TOHKHX  npHnoBepxHOCTHbix  CJIOHX.

S  u ra m a r y

ON  RESONANCE PHENOMENA IN UNBOUNDED  SYSTEMS

The  problem  of  resonance  in  unbounded  and  semi- bounded  systems  subject  to harmonie  vibrations
or  to travelling  waves  is considered. The equivalence  of the resonance states due to both  types  of  waves
is  demonstrated  on  several  cases  of  wave eą uations  of  elasticity,  magneto- elasticity  and  piezo- electricity;
the  Ć erenkov- type  radiation phenomena are taken into consideration. It is shown  that —  in the domain of
problems  considered  here — the equivalence  of  resonance  states  of  harmonie  vibrations  and  travelling
waves results  from  the property  of symmetry  of waves travelling  in opposite direetions; their superposition
yields the state of  resonance corresponding  to harmonie vibrations  of  the medium. This makes  it  possible
to  determine the resonance parameters  of  a semi- space harmonically  disturbed  on the boundary, by means
a characteristic equation which  is  identical with  that of the Rayleigh  wave.

This  phenomenon can  be  practically  applied  to  the resonance  generation  of  forced  vibrations  in thin
surface  layers.
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