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1. Wstęp

W  artykule  przedstawiono  rozważ ania  dotyczą ce  metody charakterystyk  zastosowanej
do ukł adu nieliniowych  równań dynamiki gazów, opisują cych  dwuwymiarowe, nieustalone,
niepotencjalne  przepł ywy.  Celem  artykułu jest  wykonanie  pewnej  czę ś ci  pracy  przygoto-
wawczej  przed przystą pieniem  do numerycznych obliczeń dwuwymiarowych  nieustalonych
przepływów  gazu.  Z  tego  powodu  poł oż ono  nacisk  na  opis  geometryczny  powierzchni
charakterystycznych  i analizę  zwią zków  charakterystycznych  pomię dzy  funkcjami  okreś la-
ją cymi  stan  gazu  na  tych  powierzchniach.  Zwią zki  charakterystyczne  wyprowadzono
w  postaci  dogodnej  do  bezpoś redniego  przedstawiania  ich  jako  równania  róż nicowe  na
dowolnej  płaszczyź nie  charakterystycznej.  Wyprowadzono  również  zwią zki  charaktery-
styczne  napisane  tylko  dla  kierunku  bicharakterystyk.

Rozpatrzenie  przypadku  trójwymiarowego  (dwie  zmienne przestrzenne i  czas) zostało
podyktowane  chę cią   nadania poszczególnym  rozmaitoś ciom matematycznym  poglą dowej
interpretacji  geometrycznej,  co jest  niemoż liwe  w  przypadkach  czterowymiarowych.

Artykuł  nawią zuje  do uję ć  metody charakterystyk  spotykanych w publikacjach  [1, 2, 3]
zawiera  rozwinię cie  niektórych  problemów  zwią zanych  z tą   metodą.

2. Układ równań róż niczkowych

Rozpatrujemy  dowolny  punkt P  wewną trz  nieustalonego  dwuwymiarowego  przepływu
gazu.  Przepł yw  w  tym  punkcie  opisujemy  w  ukł adzie  kartezjań skim  o  współ rzę dnych
Xi  =   x,  x2  s  y, Xi  s  t.  Począ tek  ukł adu umieszczony  jest  w  punkcie  P.  Współ rzę dne  xy

i x2  nazywamy współ rzę dnymi przestrzennymi, a płaszczyznę  xxx2  «przestrzenią ». Natomiast
x3  jest  współ rzę dną   czasową.  Bazę   ukł adu  xix2x$  oznaczymy  {e^l,  0, 0), e2(0,1, 0),
e3(0, 0, 1)}.  Stan  gazu  w  każ dym  punkcie  przepł ywu  okreś lają   cztery  skalarne  funkcje
współ rzę dnych.  Są   t o:  dwie  skł adowe  prę dkoś ci  vx  i  v2,  ciś nieniê  i  gę stość  g.  Lokalną
prę dkość  dź wię ku  oznaczymy  przez  a.  Wymienione  funkcje  są   bezwymiarowe,  ponieważ
prę dkoś ci  okreś lamy  w  stosunku  do  pewnej  wybranej  prę dkoś ci  dź wię ku  ao>  ciś nienie
w stosunku do CIIQ0 i gę stość do g0.  Ogólnie funkcje  te oznaczymy przez uj  =  Uj(xi, x2,  x3) ;
0'==   1, 2, 3, 4)  i  przyporzą dkujemy
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Zdefiniujemy  poza  tym  przestrzenno- czasowy  wektor  prę dkoś ci  \ (vi,v2,]).  który
posiada  składową   przestrzenną   v(wi,w2)  oraz  przestrzenno- czasowy  gradient  funkcji  u}:

fe- 1

Ukł ad  równań  dynamiki  gazów  dla  rozpatrywanego  przepływu  w  opisanych  współ rzę d-

nych moż na wyrazić w postaci  sum  iloczynów  skalarnych

4

(2.1)  2 ' a( ( yVM y  =  0>  i =   1, 2, 3, 4.
7 - 1

Trójwymiarowe  wektory  ^ufajj,  aitj>2,  dtjti)   moż na przedstawić  w postaci  macierzy

"  QV  0  e,  O '

(22) a  =  ° SV * 2  °
a get  «rge2  V  0

0  0  - Va2 V .
Pierwsze  dwa  wiersze  (2.2) pochodzą   z równań  zachowania  pę du,  trzeci  z  zachowania

masy,  a  czwarty  entropii.
Jest  zatem  dany  jednorodny  ukł ad  czterech  ą uasi- liniowych  równań  róż niczkowych

potrzebny  do okreś lenia  czterech funkcji  niewiadomych  uj.

Wyraż enie  typu  c- V«  (funkcja  u ma róż niczkę  zupełną) moż na  przedstawiać  w postaci

znanego pod nazwą   pochodnej  kierunkowej.

3. Równanie i zwią zki  charakterystyczne

Rozpatrzmy  kombinację   liniową   równań  (2.1)

(3.1)

gdzie  wektory  Wy  dla  j  =   1,2,3,4  są   przedstawione  również  jako  kombinacje  liniowe
wektorów  a,- .y

4

n  y\  w.  -   -   V  ™  a.
.•   *

Liczby  «(  wystę pują ce  w  (3.2) są   rzeczywiste i nie znikają   jednocześ nie.

Ż ą damy,  aby  wszystkie wektory  Wy  leż ały  w jednej  płaszczyź nie.  Ustanowimy  wektor
N(JVi, N2, N  ̂ zawsze róż ny od zera, normalny do tej płaszczyzny, którą  nazwano płaszczyz-
ną   charakterystyczną   JTN-  Składowa  przestrzenna  N jest  oznaczona przez  n(NuN2).

Powyż sze  ż ą danie  koplanarnoś ci  Wy  zapisać  moż na  jako  ukł ad  równań  Wy •  N =  0
dla 7 =   1,2,  3, 4 czyli

4

(3.3)  •   yi

a, (a, , yN) = 0,  ; = 1 , . 2, 3, 4.
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Ukł ad  (3.3)  służy  do  obliczenia  współ czynników  a,-   i  ma  rozwią zanie,  o  ile  jego
wyznacznik  charakterystyczny  jest  równy  zeru

(3.4)  d e t [ au - N] =  0,  ij  =  1,2,  3,4.

Równanie  (3.4) nazywamy  równaniem charakterystycznym ukł adu (2.1). Jeś li w oparciu
o  (2.2) obliczymy  (3.4), to  otrzymamy

(3.5)  a2(*XV •  N )2[(V •  N ) 2 - a W+ jVf)]  =  0.

Z  (3.5) wynika,  że n nie może nigdy  znikać, bo prowadzi  to do sprzecznoś ci z założ oną
niezerowoś cią   N. Okazuje  się   wię c,  że

(3.6)  (V- N )2- a2n 2 =  0,

(3.7)  (V- N )2 =  0

nie  mogą   być  speł nione równocześ nie,  czyli  opisują   w  rozpatrywanym  punkcie  P  dwie
rodziny wektorów  normalnych oznaczone jako  N i N.

D ł ugość  wektorów  N  i  N  okreś limy  normując  ich  składowe  przestrzenne,  czyli
zakł adając

(3.8)  |n| =  l,  |n|  =  l ,

co moż na zrobić, ponieważ  nigdy  nie są   one zerowe.
Zbadaniem  rodzin  wektorów  N  i  N  zajmiemy  się   w  nastę pnym punkcie  sygnalizując

w  tym  miejscu,  że  obowią zują ce  na  pł aszczyznach  charakterystycznych  JTN  i  ^  w y z n a"
czanych  przez  wektory  N i  N zwią zki  (3.1) nazywają   się   zwią zkami  charakterystycznymi.

4. Rozważ ania geometryczne

W  tym  punkcie  zostaną   omówione  powierzchnie  utworzone  przez  wektory  N  i  N,
płaszczyzny  TTŃ i  TC  ̂ oraz powierzchnie  obwiednie  tych płaszczyzn.

4.1. Stoż ek normalnych N i stoż ek charakterystyczny.  Rozpatrywany  punkt przepływu  P  usta-
nawiamy  punktem  począ tkowym  wszystkich  wektorów  N  z  równania  (3.6),  które  po
wykorzystaniu  (3.8) piszemy  w postaci

(4.1)  V- N  =  a.

Rodzina  wektorów  N  wyraż ona  przez  (4.1)  tworzy  zatem  powierzchnię   stoż kową
o  wierzchoł ku w  P.  Kierownicą   stoż ka  i jednocześ nie  miejscem  geometrycznym  koń ców
wektorów  N jest  elipsa  E.  Elipsę   E  otrzymamy  z  przecię cia  powierzchni  bocznej  walca
kołowego  o podstawie  |n|  =  1 (rys.  1), na której  leżą   koń ce N, płaszczyzną

(4.2)  V- ( N - N0) =  0,

na której  również jak  wynika  z (4.1) muszą   leż eć koń ce N . Wektor N ojest  dowolnie  wybra-
nym wektorem spoś ród wszystkich  N okreś lonych przez  (4.1). Płaszczyzna (4.2) jest prosto-
padła  do  V.  Opisywany  przez  (4.1)  stoż ek  wektorów  N  nazwiemy  stoż kiem normalnych.

Przecię cie  (3.8) z  (4.2)  dla  rozpatrywanego  przepł ywu  istnieje  zawsze.  Równanie  (4.1)
ma zawsze rozwią zanie  ze wzglę du  na czasową   składową   N

(4.3)  N3  =   a—  (VLNI+V2N2)  =  a—y  •  n
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Wś ród  kierunków  n z okrę gu  |n|  =  1 na płaszczyź nie xxx2  wyróż nić  należy ze  wzglę du
na wartość  iloczynu v- n cztery  kierunki  (wg  oznaczeń na  rys.  1):

n t  i  n m ;  nx =  —n i n ,  dla których  v n  =  ± w

oraz

n n  i  nJ V;  n n  =  —n I V ,  dla których  v- n  =  0.

Ś rednice koła  |n|  =  1 wyróż nione przez wektory  nt  i nXI są   rzutami osi  głównych elipsy  E.

Krótsza z osi jest  równoległa do płaszczyzny X\X2  i jej  odległość od  xxx2  według  (4.3) jest
zawsze równa N3 dla n =  n n  czyli  lokalnej prę dkoś ci dź wię ku  a. Jako dodatkowe  wyjaś nie-

Rys.  1 Rys.  2

nie podać należ y, że rysunki  zrobione są  dla założ enia, że prę dkość dź wię ku  odniesienia Oo,
do której  redukowane są  wszystkie prę dkoś ci, w tym lokalna prę dkość dź wię ku, jest maksy-
malną  spoś ród lokalnych prę dkoś ci dź wię ku  dowolnie duż ego otoczenia punktu P.  Wynika
stą d,  że  na  rysunkach  zawsze  a ^  1.  Rysunki  1  i  2  przedstawiają   stoż ki  normalnych.
Rysunek  1 wykonany jest dla przepływu poddź wię kowego  w punkcie P,  a  rys.  2 dla prze-
pływu  naddź wię kowego.

Ze wzoru  (4.3) wynika,  że dla

(4.4) n  =   nT
gdy

a  >  |v|

a= |v|

a<  lvi

Oznacza  to, że  dla  prę dkoś ci  poddź wię kowych  stoż ek  (4.1)  leży  całkowicie ponad  «prze-
strzenią»  Xix2,  dla  dź wię kowych  jest  do  niej  styczny  wzdłuż  lini i  wyznaczanej  przez  nt,
a  dla prę dkoś ci  naddź wię kowych  przecina x1x2  dając  w  przecię ciu dwa  kierunki pokazane
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na  rys.  2 i  oznaczone przez  n+   i nr.  Inaczej mówiąc  równanie  (4.1) dla przepływu ustalo-
nego,  gdy  V =  v,  ma  rozwią zanie  tylko  dla  |v|  >  a i  rozwią zaniem  są   kierunki  n+  i  vr.

Każ dy  wektor  N z równania  (3.6), czyli  każ dy  wektor  wzię ty  z powierzchni  tworzą cej
stoż ka (4.1) wyznacza w czasoprzestrzeni Xix2x3  prostopadłą  do niego płaszczyznę  charakte-
rystyczną   TTN-  Płaszczyzny  charakterystyczne  wyznaczane  przez  wektory  N  nazwiemy
płaszczyznami  falowymi.  Zbiór  wszystkich płaszczyzn  TEN przechodzą cych  przez punkt P
ma  powierzchnię   obwiednią   bę dą cą   podobnie jak  (4.1)  powierzchnią   stoż kową. Moż na
uważ ać, że powierzchnia tajest  utworzona z wektorów  B, z których każ dy wyznacza styczną
mię dzy płaszczyzną   TTN przyporzą dkowaną   danemu N, a powierzchnią   obwiednią  wszyst-
kich  TTN-  Rodzinę  wektorów  B moż na wyznaczyć  z dokładnoś cią  do stałego niezerowego
mnoż nika fi  stosując  znany w teorii obwiedni wzór

(4.5)  Bk =   fi JL  [(V-  Nf- aW],  A:—1.2,3.

Po  obliczeniu  (4.5) otrzymamy

Bx  =   2

(4.6)  B2  =

Uwzglę dniając  w  (4.6)  zwią zek  (4.1)  stwierdzamy,  że  53  zawsze jest  róż ne  od  zera

i moż emy dzieląc  obustronnie składowe Bk  (k =  1, 2, 3) przez B3 okreś lić wektor  B nastę-

pują co

(4.7)  J L = V - a i i.

Rodzina  wektorów  B  tworzy  znany  stoż ek  charakterystyczny  przedstawiają cy  lokalną
prę dkość  rozchodzenia się   małego zaburzenia  w punkcie P.

Składowe tej prę dkoś ci  są   równe

(4.8)  ^  =   Ą - aNu  %•  =   v2- aN2.

Rysunek  3 pokazuje  stoż ek  (4.7).
Powierzchnię   charakterystyczną   w  otoczeniu punktu  P  zdefiniować  moż na jako  po-

wierzchnię,  która jest  w  dowolnym  swym punkcie prostopadła do  wektora  N  bę dą cego
jedną   z tworzą cych  stoż ka  (4.1) zbudowanego  w tym punkcie.

Rozpatrzymy  dowolną   powierzchnię   charakterystyczną   przechodzą cą   przez  P.
W  każ dym punkcie tej powierzchni w otoczeniu P  moż na znaleźć wektor  B, który bę dzie
okreś lał   styczną   mię dzy  rozpatrywaną   powierzchnią   i stoż kiem  charakterystycznym  (4.7),
utworzonym w  tym punkcie. Wobec  tego przez  dowolny punkt wymienionej  powierzchni
charakterystycznej  moż na  poprowadzić  linię   pola  wektorowego  wektorów  B.  Te  linie
nazywamy  bicharakterystykami  układu  równań  (2.1)  dla  rozwią zania  uJ(xl,x2,  Xi),
j =   1, 2, 3, 4.

Przez wybrany  punkt P moż na z uwagi na istnienie w nim jednego stoż ka  (4.1) i zdefi-
niowane  wyż ej  poję cie  powierzchni  charakterystycznej  poprowadzić  nieskoń czenie  wiele
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bicharakterystyk,  które  utworzą   jedną   powierzchnię   charakterystyczną,  zwaną   konoidą
charakterystyczną.  Konoida  charakterystyczna  w  punkcie  P  jest  prostopadła  do  stoż ka
normalnych  (4.1) i styczna  do stoż ka  charakterystycznego  (4.7). Wektory  B z powierzchni
bocznej  stoż ka  (4.7) wskazują   kierunki  bicharakterystyk  poprowadzonych  przez  P.

Stoż ek  (4.7) jak  już  wspomniano pokazuje  lokalną   prę dkość  rozchodzenia się  małego
zaburzenia w punkcie P,  natomiast konoida charakterystyczna jest  w  ukł adzie współ rzę d-
nych  Xi,X2,x}  obrazem  rozchodzenia  się   małego zaburzenia  w  otoczeniu  tego  punktu,
gdzie  panują   niejednorodne pola parametrów  okreś lają cych  stan  gazu.

Z uwagi na powyż ej  wymieniony  sens fizyczny  i geometryczny  stoż ek  charakterystyczny
(4.7) moż na nazwać również  stoż kiem falowym  lub  stoż kiem kierunków  bicharakterystyk.

Rys.  3

Kierunkiem normalnym  do  czoła  fali  rozchodzą cego  się   małego  zaburzenia  w  P,  jak
to wynika  z  (4.7), jest kierunek n.

Prę dkość rozchodzenia się  zaburzenia w kierunku n jest  równa

(4.9)  Bn = - ?- .„  = v.n - a.
3

Porównując  to z  (4.3) wycią gamy  wniosek

(4.10)  B„  =   - Nt,

co objaś nia  sens fizyczny  składowej  czasowej  wektorów  normalnych N.

Porównanie stoż ków  normalnych i stoż ków  kierunków bicharakterystyk  dla przepł ywu
poddź wię kowego  i naddź wię kowego  pokazano na rys.  4 i  5.

Wzajemna  ortogonalność stoż ków,  czyli  spełnienie B •  N =  0  dla każ dego  n  nie  zależy
od wybranej  skali  prę dkoś ci, czyli  od ustanowionych  proporcji  a/ a0.  Zależy  od  niej  nato-
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miast  wzajemne  poł oż enie stoż ków  przy prę dkoś ciach poddź wię kowych  i  naddź wię kowych.
Rysunki  4 i 5 wykonano jak  i wszystkie pozostałe dla zał oż enia a <  aa,  czyli a <  1. Wtedy
dla prę dkoś ci poddź wię kowych  stoż ek  (4.7) mieś ci się w stoż ku  (4.1), a nał oży się na niego,
gdy  a  = flo  i  \v\  -> 0.  Wraz  ze  wzrostem  \v\ do  prę dkoś ci  naddź wię kowych  stoż ek  (4.7)
«wychyla»  się  coraz  bardziej  ze  stoż ka  normalnych  i  dla  przepł ywów  hiperdź wię kowych
stoż ek  normalnych zbliża  się  do pł aszczyzny  (4.2), a  stoż ek  falowy  otacza «coraz  ciaś niej»
kierunek  V.

Rys.  4 Rys.  5

Gdyby  wybrano  tak  a0,  że  mogł oby  być  a  >  a0,  przy  prę dkoś ciach  poddź wię kowych

stoż ek  falowy  mógł by  obejmować  stoż ek  normalnych.  Przy  wzroś cie  prę dkoś ci  \v\ do

ponaddź wię kowych  usytuowanie  stoż ków  był oby takie  samo jak  na rys.  5.

4.2. Pł aszczyzna wektorów normalnych N i kierunek toru czą tski V. Rodzinę  wektorów  N  przed-

stawia  równanie  (3.7). Jest  to  mnoż ony dwukrotnie  zwią zek

(4.11)  V- N  =  0.

Wektor  N jest  zawsze  prostopadły  do  kierunku  V,  leży  więc  w  pł aszczyź nie prosto-
padł ej  do V. Począ tki wektorów  N leżą w punkcie P, koń ce natomiast na elipsie £ powstał ej
z przecię cia walca  jednostkowego  |n|  =  1 pł aszczyzną  (4.11).

Z  (4.11)  wynika,  że  N3  =  — v- n.  W  takim  razie  —Ń3  jest  rzutem  prę dkoś ci
przemieszczania się czą stki  (w sensie czą stki oś rodka cią gł ego) na wybrany  przez 5 kierunek
na pł aszczyź nie x, x2  •   Rodzina wektorów  N wyznacza  prostopadłe do nich pł aszczyzny  TI^,

które  bę dziemy  nazywać  pł aszczyznami toru. Pł aszczyzny  n^  mają  obwiednię, która  dege-
neruje  się do jednej  prostej —  prostej  wyznaczają cej  kierunek  toru w punkcie P,  czyli

(4.12)  B =  ,aV;

B jest  styczną  do krzywej  opisują cej  tor  czą stki  T  w punkcie P jak  na  rys.  6.  Porównując
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składowe  wektorów  prawej  i  lewej  strony  równoś ci  (4.12)  moż na  wobec  niezerowoś ci  / u
napisać

(4.13)

Rys. 6

4.3. Charakterystyki  przepływów  opisanych w  przestrzeni  dwóch  zmiennych  niezależ nych.  P r z e-
p ł y w  j e d n o w y m i a r o wy  n i e u s t a l o n y.  Zakł adamy,  że  funkcje  opisują ce
stan  gazu  w  P  i  otoczeniu zależą   tylko  od  x2  i  x3.  Rozpatrujemy  wię c  jednowymiarowy
nieustalony  przepływ.  Oś  x2  jest  skierowana  zgodnie  z  v.  Każ dy  przekrój  płaszczyzną
x:  =  const daje jednakowe  ś lady  stoż ków  charakterystycznych.

/
W2'aez- n'V"aez  - V—B"

Rys.  7

Przekrój  stoż ka  normalnych wyznacza  dwa  wektory  N  oznaczone przez  N+  i  N~ na
rys.  7. Oznaczenie to nawią zuje  do wzoru  (4.9), który  objaś nia  sens fizyczny  wektorów N,
a  właś ciwie  składowej  czasowej  tych  wektorów.
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Ś lady płaszczyzn falowych  TTNI. i HN- są  prostymi prostopadł ymi do N+ i N~  i  pokrywają
się   ze  ś ladami  przekroju  stoż ka  kierunków  bicharakterystyk  czyli  z  kierunkami  B+  i  B~.

Przekrój  konoidu K  daje  dwie linie  charakterystyk  oznaczone przez  C+ i C~.

P ł a s ki  u s t a l o ny  p r z e p ł yw  n a d d ź w i ę k o w y.  Zakł adamy, że  funkcje
opisują ce  stan gazu  w P  i  otoczeniu zależą   tylko  od X\ i x2.  Przepływ jest ustalony  V  =  v.
Jak pokazano w p. 4.1. przecię cie  stoż ka  normalnych z płaszczyzną   xxx2  czyli  rozwią zanie
równania v- n  =   a istnieje  tylko  dla przepł ywów  naddź wię kowych.  Ś lady  przecię cia  stoż ka
normalnych  płaszczyzną   xcc2  lub  inaczej  rozwią zanie  równania v •  n =   a  oznaczono  przez
n+ i n~~ na rys. 2 i na rys.  8.

Rys.  8

Ś lady płaszczyzn falowych  nn+  i na-   są   na rys.  8 liniami prostymi  prostopadł ymi odpo-
wiednio  do  n+  i ir~.

Proste 3Tn+ i nn-  pokrywają   się , jak  widać na rys.  8, z rzutami na x^x2  kierunków  bicha-
rakterystyk  okreś lonych równaniami

B+  =   Y- an+,  B  =  V- «i r,

rzuty  są   oczywiś cie  równe

(4.14) b+  =  v—an+, =  v—

Zwią zki  (4.14)  wyznaczają   w  punkcie  P  kierunki  dwóch  charakterystyk  na  płaszczyź nie
XiX2.  Charakterystyki  oznaczone przez  C+ i  C~ okreś lają   zakres  oddział ywania  drobnego
zaburzenia  wywołanego  w  P  w  naddź wię kowym  pł askim ustalonym  przepływie.  C+  i Ci-
są   rzutami na xxx2  bicharakterystyk  wyróż nionych wektorami  B+  i B~.
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5. Zwią zki charakterystyczne

Zwią zek  charakterystyczny  (1.3)  jest  kombinacją   liniową   równań  tworzą cych  ukł ad
równań wyjś ciowych. Zwią zek  (2.3) mówi o tym, że suma iloczynów  skalarnych  gradientów
funkcji  Uj, okreś lają cych  stan  gazu  przez  wektory  W;, jest  równa  zeru. Wektory  Wj  leżą
w jednej  płaszczyź nie —  może to być płaszczyzna falowa  n  ̂ ze zbioru płaszczyzn  okreś la-
nych  rodziną   wektorów  N  lub  płaszczyzna  toru  n  ̂ ze  zbioru  płaszczyzn  wyznaczonych
przez  rodzinę  wektorów  N. Zwią zki  charakterystyczne  dla  płaszczyzn  falowych  i  zwią zki
dla płaszczyzn toru nie są  jednakowe.  Rozpatrzymy je  kolejno.

5.1. Zwią zki charakterystyczne na płaszczyznach falowych.  Macierz  współczynników  do  ukł adu
równań liniowych  (3.3) dla płaszczyzny ?rN po uwzglę dnieniu  (4.1) jest  nastę pują ca:

(5.1)

qa  O  O1QN1  O

O  Qa  a2gN2  O
Ni  N2  a  O
0  0  0  a'

Rząd  macierzy  (5.1) jest  równy  3, wobec  czego  istnieje  jedno  liniowo  niezależ ne  roz-
wią zanie ukł adu (3.3) z macierzą   (5.1). Oznacza to również, że dla każ dego  N z (4.1)  istnieje
jeden liniowo  niezależ ny  zwią zek  charakterystyczny.

Rozwią zaniem  (3.3)  z  macierzą   (5.1)  jest  z  dokładnoś cią   do  jednakowego  stałego
mnoż nika  nastę pują cy  ukł ad  współ czynników:

(5.2)  a, =   —aNi,  a2  =   —aN2,  a3 =  1,  a4  =   0.

Wektory  Wj  na podstawie  (2.2), (3.2) i  (5.2) okreś lone są  jak  niż ej:

(5' 3)  w  =
W 4 = 0 .

Zwią zek  (3.1) dla każ dej  pł aszczyzny falowej  TEN ze  wzglę du  na toż samoś ci u{  ~  vt,  u2  a  w2,

H 3  =  / ; przedstawia  wyraż enie

2

V  1
(5.4)  >  (ae„—Af„V)- Vw„H  (V—an)- Vp  =  0.

i"'

Widać,  że VV3 pokrywa  się   z kierunkiem bicharakterystyki  B. Moż na ł atwo  sprawdzić,
że W,  i W2  nie są  nigdy  kolinearne  oraz że W!  i  W2  nie są  nigdy  kolinearne z W3  czyli z  B.

Proste przekształ cenia  (5.4)  i wykorzystanie  poję cia  pochodnej kierunkowej  pozwalają
napisać je  w postaci

1

e
Prawa strona powyż szej równpś ci jest po prostu  równaniem zachowania  masy  i  równa

się  toż samoś ciowo zeru. Lewa  strona jest równaniem zachowania  pę du  mnoż onym  skalar-
nie przez niezerowy  wektor o^n. Widać wię c, że (5.4) zawiera  w sobie równanie zachowania
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pę du  i  masy,  a więc  niepeł ny ukł ad  równań  wyjś ciowych.  Należy  zauważ yć,  że dla prze-
pł ywu  jednowymiarowego  nieustalonego  przedstawianego  we  współ rzę dnych  x2x2  (jak
na  rys.  7) kierunki  wektorów  Wj, które  są wtedy  tylko  dwa W2 i W3 na każ dej  z dwóch
prostych 7rN, a więc na nN*  i nN- , równe  są W2''  =   B+, W2  =   — B~, W^ =  B+, Wj"  = B- .
Otrzymujemy  więc  dwa  znane zwią zki  charakterystyczne

(5.5)  B

Przekształ cenie  (5.4) do  postaci  wygodnej  w  obliczeniach  numerycznych  zostanie
przeprowadzone  w p. 6.

5.2.  Zwią zki  charakterystyczne  na pł aszczyznach  toru.  Macierz  współ czynników  do  ukł adu
równań  (3.3) po uwzglę dnieniu  (4.11) jest  nastę pują ca

0  0  Ni  0"
0_  0^  Ń2  0

2ę Ń i  a2QŃ2  0  0
0  0  0  0

R ząd  macierzy  (5.6) jest  równy  2. Oznacza  to, że każ demu  N z  (4.11)  lub  inaczej dla
każ dej  pł aszczyzny  t o ru  n  ̂ obowią zują  dwa lin iowo  niezależ ne  zwią zki  charakterystyczne.
Rozwią zując  ukł ad  (3.3) z macierzą  (5.6) otrzymujemy  dwa lin iowo niezależ ne  rozwią zania:
pierwsze
(5.7)  (Xi =  a2 =   cc3 =  0,  <x4 = 1,

drugie

(5.8)  alN1 +  u2Ń2  = 0,,  a3 = a4 = 0.

Pierwsza  równość  w  (5.8)  odpowiada  równaniu  <x-n = 0 i wyznacza  wektor  <x(<Xi,  cc2)
leż ą cy w pł aszczyź nie  xxx2,  prostopadły do n. Wektor  a daje  oczywiś cie  jeden  liniowo nie-
zależ ny  kierunek  na xxx2-   A więc ut  opisane przez  (5.7) i (5.8) przedstawiają  dwa niezależ ne
rozwią zania.  Okreś lone  zostały  zatem  dwie  grupy  wektorów  W; dla każ dego  N z  (4.11).

D la rozwią zania  (5.7)  otrzymamy

W! = W2 = 0,  W3 =  - V,  W4 = a2V,

stąd  pierwszy  zwią zek  charakterystyczny

(5.9)  Y- (Vp- a1V(>) = 0.

Zwią zek  (5.9)  mówi  o zachowaniu  entropii na kierunku  toru  czą stki  i jest  równaniem
identycznym z ostatnim równaniem ukł adu wyjś ciowego  (2.1) i (2.2).

G rupa  «| podana w (5.8) odpowiada  nastę pują cemu  ukł adowi wektorów Wj

W1  =  ai eV,  W 2 = a2 £ V,  W3 = a,  W4 = 0,

co pozwala  obliczyć  drugi  zwią zek  charakterystyczny

(5.10)  e(a1V- V©1+ a2V- Vw2)+ «Vjp  = 0.

Korzystając  z poję cia  pochodnej  kierunkowej  przekształ cimy  (5.10) do postaci

(5.11)  a1rfTw1+ a2rfvw2H   dap =  0

5  Mechanika  teoretyczna
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lub po prostu

(5.12)

Gdy  założ ymy  |a|  =  1,  co  moż na  uczynić  wobec  jego  niezerowoś ci, widać,  że  (5.12)
jest  rzutem równania pę du  na kierunek  a.

Wektory  V  i a, które wytyczają   kierunki  rzutowania  gradientów  funkcji  visv2i  p,  leżą
oczywiś cie  w jednej  i  tej  samej  płaszczyź nie toru  n  ̂ okreś lonej  przez  wybrany  z  (4.11) N.
Wektor  a  leży  na  prostej  bę dą cej  ś ladem  przecię cia  płaszczyzny  n  ̂ z  płaszczyzną   xx  x2.

5.3. Zależ noś ci mię dzy zwią zkami charakterystycznymi. Wiadomo,  Że  dla  każ dego  wektora  N
istnieje  jeden  niezależ ny  zwią zek  charakterystyczny  (5.4). N atomiast dla  każ dego  wektora
N obowią zują   dwa niezależ ne zwią zki  charakterystyczne: zwią zek  (5.9), który jest  jednako-
wy dla wszystkich  N z całej  ich rodziny  i zwią zek  (5.11) zależ ny  od wybranego  N.

Narzucają   się   dwa pytania waż ne z punktu widzenia  zastosowań  zwią zków  charaktery-
stycznych.

1. Czy  w  ogóle  istnieją   cztery  liniowo  niezależ ne zwią zki  charakterystyczne  w  każ dym
punkcie  przepływu  potrzebne do  obliczenia  czterech  funkcji  niewiadomych.

2. Gdy napiszemy zwią zki  charakterystyczne dla wektorów  N ( 1 ) , ..., N ( p ), N l l ) , . . ., N ( s ),
to  ile  i które spoś ród  nich są   liniowo  niezależ ne. Problemy  te zbadał  dokł adnie  RUSANOW
w  [3] dla pełnych równań dynamiki gazów  w czterowymiarowej  czaso- przestrzeni.  Ograni-
czymy się  tutaj  do podania nastę pują cych  odpowiedzi  na postawione pytania.

Jeż eli  chodzi  o  zwią zki  charakterystyczne  na  płaszczyznach  falowych,  wyróż nianych
wektorami N, to dla  trzech liniowo  niezależ nych N moż na napisać  trzy  niezależ ne  zwią zki
(5.4). Wystarcza  to do rozwią zywania  przepływów  potencjalnych.

Wiadomo, że dla wszystkich  wektorów  N obowią zuje  zawsze zwią zek  (5.9). N atomiast
dwa  niezależ ne  zwią zki  (5.12)  moż na  napisać  dla  dwóch  liniowo  niezależ nych  a,  czyli
dla dwóch liniowo  niezależ nych ń, a tym samym dla dwóch liniowo niezależ nych N.

W  sumie  dla  rodziny  wektorów  N moż na także  napisać  trzy  niezależ ne  zwią zki.  Tak
wię c czterech potrzebnych niezależ nych zwią zków  nie moż na napisać jedynie dla pł aszczyzn
wyróż nionych  wektorami  N, czy  też  Ń. Wydaje  się ,  że  wobec  złoż onoś ci zwią zku  (5.12)
dla  przepływu  nieustalonego  najlepiej  wybrać  cztery  potrzebne  zwią zki  spoś ród  trzech
zwią zków  na płaszczyznach falowych,  a jako  czwarty  doł ą czyć do nich zwią zek  zachowania
entropii  (5.9). Pod tym ką tem widzenia  bę dą   prowadzone dalsze  rozważ ania.

6. Dostosowanie zwią zku  charakterystycznego obowią zują cego  na płaszczyź nie
falowej  do zastosowania w obliczeniach numerycznych

Dla  numerycznego  obliczenia wartoś ci  funkcji  niewiadomych  w punkcie  wewnę trznym
przepływu  R,  poł oż onym w  są siedztwie  powierzchni  niecharakterystycznej  U,  na  której
znany jest  stan gazu, należy zastosować  pewien  schemat obliczeniowy.  Bę dzie  on podobny
do  tych, które  są   uż ywane  w  ustalonych  naddź wię kowych  przepł ywach  trójwymiarowych
np. w  [4 i 5].

Schemat  oparty jest  na  koncepcji  wykorzystania  do  okreś lenia  funkcji  niewiadomych
trzech zwią zków  charakterystycznych  (5.4), obowią zują cych  na  trzech pł aszczyznach  falo-
wych,  i zwią zku  (5.9) na odcinku toru czą stki  QR  (por. rys. 9).
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N a  powierzchni  77  wybieramy  trzy  blisko  poł oż one  punkty  P, P'  i  P",  w  których  są
oczywiś cie znane funkcje  Uj. Punkty  te ł ą czymy wektorami  k2,  kj  i k '̂  (rys.  9). Płaszczyzny
charakterystyczne  7tN, OTN< i ^H" prowadzimy  tak,  aby  leż ały na nich odpowiednio  wektory
k 2 ) k 2 i k 2 '  i  aby  płaszczyzny  te  były  prostopadłe  do  wektorów  normalnych  N, N 'i N "
w  punktach  P,P'iP".  Wektory  N, N ' i N "  są   wzię te  z  powierzchni  bocznych  stoż ków
(4.1), zbudowanych  w punktach P, P'  i  P".

Rys.  9

W  oparciu o rozważ ania  geometryczne z p. 4 moż na stwierdzić, że przez każ dy  z wekto-
rów k2,  moż na poprowadzić po dwie płaszczyzny  TTN, które bę dą   prostopadłe do  wektorów
normalnych  wzię tych  z  powierzchni  bocznych  stoż ków  (4.1).  Wybieramy  z nich  tylko
jedną   trójkę  płaszczyzn np. tę , która przecina się  w punkcie R leż ą cym bliż ej powierzchni 77.

Trzy  wybrane  płaszczyzny  falowe  MN, nw  i ^N" przecinają   się   wzdłuż prostych,  które
wyznaczane  są   na  rys.  9 przez  wektory  k J :  k'x  i  k".

U tworzony został  ostrosł up PP'P"R,  którego  ś cianami  bocznymi są  wycinki  płaszczyzn
OTN,  ?tN'i  ^N",  a  krawę dziami  pary  wektorów  kxk2, k ik 2 i k "k 2 .  Każ da  para  wektorów
ł ą czy trzy punkty. W dwóch z nich są  znane parametry gazu, a trzecim jest zawsze punkt R.

Zwią zek  (5.4) przedstawia  sumę  pochodnych  kierunkowych

Gdyby tę  sumę  przedstawić  tak, że zamiast rzutowania na trzy dość róż norodnie (wg  5.1)
poł oż one wektory  \V/,  moż na by  gradienty  Vuj  rzutować  na pary  wektorów  k ^ ,  to  uzy-
skalibyś my wzór dogodny do formuł owania go w postaci równania róż nicowego  nadają cego
się  do bezpoś rednich  obliczeń  funkcji  niewiadomych  w punkcie  R.

D la  każ dej  z  trzech  par  wektorów  k ^  moż na  by  napisać  równanie  róż nicowe,  które
w sumie wraz ze zwią zkiem  (5.9) dla  odcinka toru czą stki  QR  stanowiłyby  cztery  równania
potrzebne do obliczenia  czterech  funkcji  niewiadomych  w  R.
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w

Dla  realizacji  tego  konieczne  jest  proste  przekształ cenie  polegają ce  na  zastą pieniu
(5.4) wektorów  W1}  W2  i W3  dwoma  liniowo  niezależ nymi wektorami  kj,  k2.
W tym celu wektory  Wj  (j=   1, 2, 3) rozkł adamy w  bazie  lokalnej  {k] ,  k2}  okreś lonej

w  podstawowym  układzie kartezjań skim  {e l 5  e2,  e2}

(6.1)  W;  - / j k j + y ^ k j,  7 = 1 , 2 , 3,

gdzie składowe kontrawariantne wektorów  Wj  są   okreś lone  jako

(6.2)  ylj  =  Wj- kl,  7 = 1 , 2,  3;  / =   1,2.

Baza wzajemna  {k 1,  k2}  została ustanowiona w  {e1;  e2, e3}  za pomocą   wzorów

(6.3)
, _ k 2 x N  2 _  N xk,

k C\ r \ /   TVT^  ' \ r (\ r \ y \̂ ł \

Dla  uproszczenia zapisu  wprowadzono  oznaczenia

(6.4)  Ci =  k 2 xN ,  C 2= = N xk1 .

Wykorzystując  powyż sze  moż na (5.4) sformułować  nastę pują co:

(6.5)

gdzie współczynniki  liczbowe

3

r - 1

(6.6)  dla  /, gr= l, 2.

W  (6.6)  wystę pują   składowe  wektorów  n(JVi,JV2,0)  i  ~W{vl,v2,  1)  oraz  Ci(fi, i ,  Ci,2»  Ci,i)-
Składowe wektora  f,  okreś limy  obliczając  wyznaczniki  opisują ce  (6.4).

7. Zwią zek charakterystyczny na kierunku bicharakterystyki

W  5.1 pokazano, że dla jednowymiarowego  nieustalonego przepł ywu  kierunki W2  i  W3

są  jednakowe  i pokrywają   się  z kierunkiem B, czyli po prostu z kierunkiem  charakterystyki.
Zwią zki  charakterystyczne  (5.5)  napisane  są   dla  dwóch  wystę pują cych  tam  kierunków
charakterystyk  oznaczonych przez  B+  i  B~.

Powstaje  pytanie.  Czy  zwią zki  charakterystyczne  przepł ywu  dwuwymiarowego,  nie-
ustalonego  w  rozpatrywanym  punkcie P,  a wię c  zwią zki  (5.4)  lub  (6.5)  dadzą   się   napisać
tylko dla kierunku dowolnej bicharakterystyki  B, przechodzą cej przez punkt PI  Odpowiedź
na  to pytanie jest  twierdzą ca,  a jej  uzasadnienie wynika  natychmiast z  przeprowadzonego
wyż ej  przekształ cenia  (5.4)  na  (6.5).

Załóż my  wię c,  że jeden  z wektorów  lokalnej  bazy  {k 1;  k2}  leż ą cej  na płaszczyź nie  nN

np.  k t  =   B. Zwią zek  (5.4) zapisujemy  wtedy  nastę pują co:

(7.1)  y\dBVi+y1

2dBV2+- —djip+y21dk!iv1+y2

2cik2V2  =  0;
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y\  dla /, q =   1, 2 są   kontrawariantnymi  współ rzę dnymi  wektorów  W! i W2 opisanymi
przez  (6.2) i (6.3), w których należy przyją ć  kx s  B.

Z  (7.1) wynika,  że na  to, aby omawiany  zwią zek  charakterystyczny  napisać tylko  dla
kierunku bicharakterystyki  B, a wię c w sposób  nastę pują cy:

(7.2)  y\dBvl+y1

2dBV2+—  dsp = 0,

musi zachodzić

(7.3)  k2- (y\Vvl  + y2

2Vv2)  = 0.

Współ rzę dne kontrawariantne y2

x i y
2

2  nie  mogą   znikać jednocześ nie, bo W2 i W2 nie
są  nigdy współosiowe [por. wzór  (6.2)].  Wobec  tego  musi być równy  zeru iloczyn  skalarny
wektora k2 przez wektor zawarty w nawiasach we wzorze (7.3).

Jakkolwiek  bę dzie skierowany  wektor  zawarty w nawiasach wzoru  (7.3), zawsze moż na
dobrać tak kierunek k2 na pł aszczyź nie OTN, aby warunek  (7.3) był  wypełniony.

Zwią zek  (5.4) i  (6.5)  moż na przedstawić  w postaci  (7.2)  dla  każ dego  z nieskoń czenie
wielu wektorów  B przechodzą cych przez punkt przepł ywu P.

Wszystkie  przeprowadzone  tutaj  rozważ ania  mogą   być rozszerzone  na przypadek
trójwymiarowych  nieustalonych  przepł ywów.  Wymaga  to z reguły  prostego uzupełnienia
wzorów wyrazami zawierają cymi  trzecią   składową   przestrzenną   wystę pują cych  tutaj  wek-
torów.

Literatura  cytowana w tekś cie

1.  R.  MISES,  Mathematical  Theory of  Compressibk  Fluid Flow, Acad.  Press  Inc.  Publ.,  New  York 1958.

2.  M .  BU RN AT,  Memod  xapaKmepucmuK  ÓMH !cea3u/ iunetiHux ypaswimu  muna  ia3odunaMUKu,  Buli.  Acad.

Polon.  Sci., Serie Sci.  Math., Astr., Phys., 5, 10 (1962).

3.  B. B. PyCAH OB.  Xapai<mepucmuKU  o6vą ux  ypasnenuu  2ci3oaou dimaMUKu,  >KypH.  Bbm.  iwaT.  iidj>n3.

3  (1963).

4.  M.  BURNAT,  A.  KIEŁBASIŃ SKI,  A.  WAKULICZ ,  The nwthod  of  characteristks for  a multidimensional gas

flow,  Arch. Mech.  Stos., 2,16  (1964).

5.  K) . H .  nojUIAJTŁIHKOB,  Memod  xapamnepucmuK  ÓAR  pacuema  npoanpancmeeHHux  ceepx3eyKoeux

menenuu ia3a,  H 3 E.  AK .  HayK  CCCP,  MexannKa  4  (1965).

P  e 3  io  M e

METOfl  XAPAKTEPHCTHK  flJIH  flByXMEPHBIX   HECTAU;HOHAPHŁIX  T E ^E H HH  TA3A

paccy>KfleHHH, KacaiomnecH  iweiofla  xapaKTepncuiK  B npujioweHHH  K CHCTeMe  ypaB-

ra30B,  onHCŁiBaion(HX  HenoTeHqHajD>Hbie  flByxMepHbie  H HecTaiiiionapi- ibie  TenenHJi.

eKOTopbie  cBOHCTBa  xapaKTepHCTHtiecKHXi  noBepxHOcieH3  CBH3anHbix  c  OT,n;ejibHofi

TO^KOH  B TeMeHHH.  I Ioflpo6H0  HccneflOBaH  Tai< n a3. KOHyc HopManeH H  B3aHMHoe  pacnojio-

>i<eHHe  KOHyca  Hopiwajieśi  H H 3BeciH oro  BOJiHOBoro  KOHyca  (na3MBaeMoro  miorfla  KonycoM   M axa).  Xa-

paKTepucriraecKHe  3aBncHM0cTH  n o jiyieHw  B cjpopine  yflo6Hoił   flJiH   HenocpeflCTBeHHoro

HX B BHfle  pa3H0CTHbix  ypaBHeHHii Ha npoH3BOJiBHoii  xapaKTepHCTH^ecKoft  ruiocKOCTH.

xapaKTepHCTH^eci<a«:  3aBHCHM0CTB  fljia   HanpaBjieHHil  npoH3BOJi&Hoii

paccMaTpHBaeMyio



214  ZBYSZKO  KAZIMIERSKI

S u mm a r y

A METHOD OF CHARACTERISTICS FOR TWO D1MENSIONAL
UNSTEADY  GAS FLOW

Investigations  on the method of  characteristics  applied  to a  set  of  gasodynamics  eą uations  describing
nonpotential  two- dimensional  and unsteady flows are presented. Some properties  of  characteristic  surfaces
connected with  a single internal point  in  the flow are  investigated  and  particular  attention  is  paid  to  the
so called cone of normals and mutual position of the normal cone and the known wave cone (which is some-
times called also  the Mach's cone). Characteristic terms are obtained  in a convenient  form  for  their direct
presentation in difference  eą uations  on any characteristic surface.  The characteristic terms for  the* direction
of any bicharacteristic going through the examined point of flow are given.

Praca została  złoż ona  w Redakcji  dnia 13  czerwca  1966  r.


