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O  WYBOCZENIU  BIEGUNOWYCH  SIATEK  PRĘ TOWYCH

Cz.  WOŹ N IAK  (WARSZAWA),  S.  ZIELIŃ SKI   (Ł ÓD Ź)

W  pracy wyprowadzono  wyraż enia  dla sił  krytycznych w pierś cieniowych,  radialnie ob-
cią ż onych  gę stych  biegunowych  siatkach  prę towych.  Rozważ ono  tylko  przypadek wybo-
czenia  koł owo- symetrycznego.  Posł uż ono się kontynualnym  modelem  siatki  korzystając
z  równań  pł askiego  oś rodka  wł óknistego o biegunowej  siatce.  Zagadnienie  rozpatrywano
w ramach teorii  liniowej.

1, Równania podstawowe

Gę ste  i  regularne  siatki  prę towe  (ruszty)  stanowią  jeden  z przypadków  szczególnych
tzw.  pł yt  o strukturze  siatkowej  [1]. Podstawowe  równania  kontynualnej  teorii  drugiego
rzę du  takich  pł yt  skł adają  się z poniż szych  równań  równowagi(J)  (siły masowe  pomijamy)

oraz z równań  fizycznych

.z)  p  — A  y^,  m  — c  x/ lv

i  geometrycznych

(1,3)  y„  =   M ' . „ + £ ; > V ,  x„ v =  *>„.„ .

W powyż szych  równaniach/ )" i  /M'1^ są kolejno  wektorem gę stoś ci  sił  poprzecznych i tenso-
rem  gę stoś ci  momentów  w  pł ycie,  pal>  jest  tensorem  napięć  bł onowych  dział ają cych
w  pł aszczyź nie  pł yty  oraz  nf  jest  wektorem  napięć  momentowych  również  dział ają cych
w  pł aszczyź nie pł yty  siatkowej.  Zakł adamy, że siły  i  momenty  tarczowe p*f  i nf  zostały
uprzednio  wyznaczone  (por.  np.  [2, 3]).  Stan  przemieszczenia  jest  okreś lony  ugię ciem
pł yty  w oraz  niezależ nymi  od ugię cia  ką tami  obrotu  wv.  Wszystkie wielkoś ci  wystę pują ce
w  (1.1)—(1.3) zależą  od zmiennych x\ x2, którymi parametryzowana jest pł aszczyzna ś rod-
kowa  pł yty.

Jeż eli rozpatrywaną pł ytą o strukturze siatkowej jest gę sta siatka prę towa  (ruszt) o sztyw-
nych wę zł ach, to tensory  sztywnoś ci  sprę ż ystej  A"1  i Ca?lly  wystę pują ce  w (1.2)  mają  po-
stać [1]:

A =  y  t  t  R

( L 4 )  c -̂ Yt- r/ f  s  ??  ś

(.') Wszystkie wskaź niki  przebiegają  ciąg  1,2;  ś rednik  oznacza  pochodną  kowariantną,  przecinek —
pochodną czą stkową.

4  Mechanika  teoretyczna
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Wektory  t\A) i t*A) są  wektorami  jednostkowymi;  wektor  t"A)  jest  styczny,  a  wektor  ffa

normalny  do rodzin  (A), tworzą cych  siatkę   (gdy siatka  składa się  z dwóch  rodzin  krzy-
wych,  wtedy  (A) =   (I), (II)) ,  Ponadto

n  «  „   n(^J)A  _ (GC),  ~„   (EJ)A
(i- j)  'HA)   =   r~  >  «(J) =  ~  > «(d)  =  —=  ,

M'J   '(/ I)  '(/ I)

gdzie (JS/ )̂  i (GC)A  są  kolejno  sztywnoś cią   gię tną   i skrę tną  prę tów  (A) siatki, lA jest odległoś-
cią  są siednich prę tów  (A) siatki oraz /j jest odległoś cią  są siednich wę złów prę ta (A). Podane
powyż ej  wzory  dotyczą   tylko  przypadku,  w którym  główne  centralne  osie  bezwładnoś ci
wszystkich  przekrojów  prę tów  leżą   na jednej  płaszczyź nie  (płaszczyzny  oboję tne  prę tów
leżą   na płaszczyź nie oś rodka).

2. Zagadnienie kołowo- symetryczne

Dla  siatki  biegunowej  oraz  kołowo- symetrycznego  stanu  odkształ cenia  równania
(1.1)- (1.3)  we współ rzę dnych  biegunowych  (r,q>)  po  prostych  przekształ ceniach  moż na
doprowadzić do postaci

(  ^  ( / • 2wr '0j r+ ™'p r- ^r  = 0;

pr=A"(wyr+v),

(2.2)  m"" =   Crifrlf ntf,

mi"  =  ~- Cę rlfrv,

w  której  v = vę / r  jest  obrotem elementu siatki  w płaszczyź nie prostopadłej do lini i  para-
metrycznej ;' =  const. Pomnóż my równanie (2.2)i przez r i dodajmy  stronami do równania
(2.1)2. Wyznaczmy  nastę pnie 2 (2.1)2 wielkość rpr. Otrzymamy  wtedy  kolejno

rw,r =  - ^[(Af*)+n
(2.3)  A

rpr=  (f- m"̂
Scałkujmy  równanie  (2.1)f. Oznaczając  przez c =  const stałą  cał kowania napiszemy

(2.4)  rpT+rp rrw,r<=c.

Podstawiając  prawe  strony  (2.3) do powyż szego równania  uzyskamy

(2.5)  M ,  r+rmn  i 1 +  ̂ j  - p»v  =  c.

Wyraż ając  w (2.5) momenty mrę   i mę r  zgodnie z (2.2)2 i (2.2)3 po prostych przekształ ceniach
dochodzimy do równania

(2.6)  (C'- «"Vw  r) ,,- rC""- '"̂   - Ł -   =   C- - - -.

Podstawiając  nastę pnie do (2.4) prawą   stronę  wzoru  (2.2)j  napiszemy

(2.7)
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Równania  (2.6)  i  (2.7)  są  podstawowymi  równaniami  koł owo- symetrycznie odkształ conej
pł yty  o ortotropowej  strukturze  siatkowej.

Jeż eli  równania (2.6) i (2.7)  mają  opisywać  koł owo- symetrycznie  odkształ coną  biegu-
nową siatką prę tową, wtedy wielkoś ci C " w , C'l>rę r, ^"powinny być okreś lone wzorami (1.4).
Otrzymamy  wtedy

o

przy  czym  (EJ)r  i  (£/ ),,, jest  kolejno  sztywnoś cią  gię tną  prę tów  promieniowych  i  obwodo
wych  siatki,  /, =   lv  jest  odległ oś cią  są siednich  prę tów  promieniowych  (lub  odległ oś cią
są siednich  wę zł ów w prę tach obwodowych)  oraz  /,p =   lr  jest  odległ oś cią są siednich prę tów
obwodowych  siatki  (lub odległ oś cią  są siednich  wę zł ów w prę tach promieniowych).

Równanie  (2.6) dla przypadku  biegunowej  siatki  prę towej  przyjmie  teraz postać

Rr  I   Rr

lub po przekształ ceniach

(2.9)  v,„Ą

Równania  (2.9)  i  (2.7)  dla  A"  =   Rir)  są  podstawowymi  równaniami  wyboczonej  kolistej

biegunowej  siatki  prę towej.

3. Przypadki szczególne i rozwią zania

Ograniczymy  się  dalej  do  rozpatrywania  waż nego  przypadku  szczególnego  siatki,

w której  sztywnoś ci  zginania prę tów promieniowych  i obwodowych  są  stał e:

(EJ)r  =  const,  (EJ)ip  =   const.

Oznaczmy  przez  f  kąt  pomię dzy  prę tami  promieniowymi  siatki;  wtedy  lę  =  lr  —  yr.

Przyjmijmy  nastę pnie, że kształt «oczek» jest stał y, tj.

(3.1)  - y -=   const.
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Warunek  (3.1) zachodzi, gdy  /, =  ~lę =   M, gdzie  H jest  stałą bezwymiarową.  Z tego  powodu

zgodnie  z  (2.5)  otrzymamy  wtedy

-   (EJ)r  1  (EJ),

U
(3.2)

r  xp
1  (EJ)
r x

1"  12CJS7),

Zał óż my,  że  rozpatrywana  przez  nas  biegunowa  pierś cieniowa  siatka  prę towa  jest
obcią ż ona na wewnę trznym  obwodzie  r =   rw  obcią ż eniem  radialnym pw  oraz na  zewnę trz-
nym  obwodzie  r  =   rz  obcią ż eniem  radialnym pz.  Wielkoś ci  napięć radialnych  p'r  w  takiej
siatce moż na obliczyć  na podstawie  wzorów  podanych w pracy  [3]. Zakł adają c, że  sztyw-
noś ci  podł uż ne  (EA)r,  (EA),,, prę tów  siatki  są  stałe  oraz że

(3.3) *" i
%(EA)r

otrzymamy  rozkł ad napięć radialnych prr  wyraż ony  wzorem  (por.  [3])

(3.4) prr  =  — - 3-,  yj  =  const.

Zgodnie ze wzorem  (3.4)  ograniczymy  się więc  do  badania  statecznoś ci  takiej  biegunowej
siatki  prę towej, w  której  pomię dzy  obcią ż eniami  radialnymi wewnę trznego  i  zewnę trznego
brzegu  siatki  zachodzi  zwią zek

Podstawiając  prawe  strony wzorów  (3.2) i  (3.4) do równania  (2.9), otrzymamy

(3- 5) y>
r 2(£ 0.

(EJ), P
1/JJtT

\2(EJ)r\2(EJ)r

Zał óż my, że brzeg  r  =   rw  siatki  jest  podparty  w  sposób  uniemoż liwiają cy  obrót,  lecz
dopuszczają cy  swobodę  przesunię cia  w  kierunku  normalnym do  pł aszczyzny nieodkształ-
conej  siatki.  Wtedy

(3- 6)  , ,  .  v(rw)  =  0  oraz  / ( r w ) =  0,

Zał óż my  nastę pnie, że brzeg  zewnę trzny  r =  rz jest  doskonale  sztywno  utwierdzony:

(3- 7)  v(rz)  =  0  oraz  w(rz)  =   0.

Z  warunków  (3.6)  oraz  wzoru  (2.2)  wynika,  że  dla  r =   rw  zachodzi  w,,  =   0.  Zgodnie
z równaniem  (2.4) stała  c wystę pują ca  w  (3.5) jest równa zeru.  Oznaczając

~(EJ),P
x

(3.8) 1-   V
" =   (EJl

I
\2(EJ)r
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równanie  (3.5) napiszemy w postaci

A
v,rr   2 v  —  0.

Cał ka  ogólna powyż szego  równania  ma postać

(3.9)  v  =  ]/ 7[Clcos(/ Li\nr)+C2sin(fi\nr)],

gdzie

(3.10)  n  = —  i/ ] l + 4A|,  1+ 4A <  0.

Warunki  brzegowe  (3.6)! i  (3.7)! dla w ̂   0 mogą   być spełnione tylko w przypadku,  gdy

yrz  cos (filnrz),  yrt  sin (uln

Powyż szy  warunek istnienia nietrywialnych  rozwią zań  (3.9) rozpatrywanego tu zagadnienia
brzegowego  sprowadza  się  do  warunku

z którego  wynika,  że

(3.11)

=  0.

sin I  piIn- —I =  0,

,  / c= l, 2, ...

Ze wzorów (3.10) i (3.11) dla  k =  1 otrzymamy

(3.12) I   =  - - +/
ln-

Wyznaczmy  ze wzoru  (3.8) parametry:

(3.13) P —

(EJ)ę   x(EJ)r

+  "l2  (EJ)r  '  12

Podstawiając  do  (3.13) wyraż enie  (3.12) dla źl otrzymamy krytyczną   wartość  p.

Gdy  przekroje  belek  promieniowych i  obwodowych  są   takie same,

{EJ)lp  =  (EJ),  =  EJ,  (Ę A)ę   =   (EA)r,

wtedy dla rozpatrywanej  siatki zgodnie z (3.3) mamy także %  =   f/ 2.  Wzór  (3.13) ma wtedy

postać

2- 1  EJ
PKR  —  ~2  ~  '
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przy czym  X jest okreś lone wzorem  (3.12). Na rysunku  1 przedstawiono dla tego  przypadku

wykresy parametru bezwymiarowego  pKRy>jEJ  w  zależ noś ci  od  stosunku  ru/ rz  oraz  dla

ką ta  ip =  n/ 6 pomię dzy  prę tami  radialnymi.

PKB '
EJ

BO

40
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P  e 3 io  M e

O  nOTEPE  YCTOH ^H BOCTH  CTEP)KHEBfcIX  CETOK

B  pa6oTe  o6cy>KflaeTCH  Bonpoc  ycToiiTOBocTH  Kojn>qeBbix  pa^nan t iio  Harpyn<eHHbix  rycTbix  nojmp-
ciepH<neBbix:  ceTOK  (pocrsepKOB).  Hcnojib3OBajiacb  KOHTHiiyajibHan  MOflent  ceTKH  H ypaBHeHim

iBOHOKHHCTOH: cpeflbi  c nojiHpHoii  ceTKOH [1].  flaioTca  3aBHCHM0CTH KpHTi«eci<nx  CHJI fljifl  He-
KOToporo  nacTHoro Biifl a  pocTBepKa  B cbyHKiinn  rycTOTM   cemu  u npoH3Bep;eHHH BiiyTpeHHOro  H Bneut-
Hero  paflHycoB  ceTKH.

S u m m a r y

ON  THE BUCKLIN G OF POLAR BAR  NETWORKS

The  paper  considers  the stability  problem  of  annular  radially  loaded  dense  polar  networks  of  bars
(grates). The use of continuous model of network  is applied by utilising eą uations of a plane fibrous conti-
nuum  with  polar  network  [1]. Expressions  for  critical  loads  depending  on the network  density  and  the
ratio of internal and external network  radii are given for a certain particular  type of grate.

INSTYTUT  MATEMATYCZN Y  UNIWERSYTETU  WARSZAWSKIEGO
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