
M EC H AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

I,  6(1968)

UKŁAD  O  DWÓCH  STOPNIACH  SWOBODY  JAKO  „DYNAMICZN Y  IZOLATOR"  DRGAŃ

BOGUSŁAW  RADZISZEWSKI,  AN D RZEJ  RÓŻ YCKI  (WARSZAWA)

1.  Zagadnienie  drgań  ukł adu  o  dwu  stopniach  swobody,  przedstawionego  na  rys.  1,
było wielokrotnie  rozpatrywane  w  literaturze  [1, 2], przy uwzglę dnieniu  róż nych  wariantów
wartoś ci  stał ych  parametrów  ukł adu  takich  jak:  m —m asa,  / —m o m ent  bezwładnoś ci
wzglę dem  osi  prostopadł ej  do  płaszczyzny  rysunku  i  przechodzą cej  przez  ś rodek  masy,
kx  i  k2  —  sztywnoś ci  podpór  itp.  oraz  rodzaju  wymuszenia  P =  P(t)  gdzie  P  oznacza
amplitudę  —  i  sprowadzane  czę sto  do  drgań  ukł adu  o jednym  stopniu  swobody  (rys. 2),
jeś li  kt  =   k2.  Jednakże  w  niektórych  przypadkach  nawet  przyję cie  do  rozważ ań  teore-

Q(m,J)

Rys.  l

tycznych  pierwszego  modelu  (rys.  1) okazuje  się   zbytnim  uproszczeniem  i w  efekcie  pro-
wadzi  do  niezamierzonych  i  kł opotliwych  konsekwencji  w  postaci  niespełniania  przez
konstrukcję,  obliczoną   według  tego  modelu,  stawianych  jej  wymagań.

Dotyczy  to  szczególnie  ukł adów, w  których  zależy  nam na  nieprzenoszeniu  się   drgań
podstawy  okreś lonych  funkcją   P  =   P(t)  na  element  konstrukcyjny,  przedstawiony  na
modelu  pierwszym  (rys.  1) jako  belka  o  masie  m  i  momencie bezwładnoś ci  J  wzglę dem
osi  prostopadł ej do płaszczyzny  rysunku  i przechodzą cej  przez ś rodek masy. M a to  miejsce
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w  przypadku  np. wszelkiego  rodzaju  elektronowo- mechanicznych urzą dzeń pomiarowych
ustawionych  na  elemencie  konstrukcyjnym  sprę ż yś cie  podpartym,  jeś li  warunkiem  po-
prawnoś ci  ich pracy — z uwagi na wiarygodność  i dokł adność wskazań — jest zapewnienie
odpowiedniego  współczynnika  tł umienia  («izolacji»)  amplitudy  wymuszeń  P  =  P(t).

Przyję cie  do  rozważ ań  modelu pierwszego  (rys.  1) nie daje  zadowalają cych  wyników,
gdyż konstruktor umieszczając  na elemencie noś nym  (belka  na  rys.  1) podzespoły mecha-

m

P- Pft)

Rys.  2

niczne  i elektryczne, przewody  itp., nie jest w  stanie okreś lić  w  sposób  analityczny  dosta-
ecznie dokł adnie położ enia ś rodka  masy.

Moż liwe jest  to dopiero po wykonaniu  prototypu —•  i  to jedynie  metodą   doś wiadczal-
n ą —  lecz  wtedy  wzglę dy  konstrukcyjne  nie  pozwalają   przeważ nie  na  dokonanie  takich
zmian w  rozmieszczeniu poszczególnych  elementów  aparatury,  aby  czę ść  urzą dzenia  pod-
parta sprę ż yś cie była wyważ ona,  tj. miała ś rodek masy w poł owie odległoś ci mię dzy punkta-
mi podparcia.

Równocześ nie  róż ne  podzespoły  aparatury  i  ich  elementy  umieszczone  na  elemencie
noś nym  (belka — rys.  1) nie są  prawie  nigdy jednakowo  wraż liwe na drgania, a z kolei  nie
wszystkie  czę stoś ci  wymuszenia  P  =   P(t)  oddziaływują cego  przez  sprę ż yste  ł ą czniki  na
belkę ,  zakłócają   pracę   tych  elementów  w  sposób  istotny,  tzn.  nie wszystkie  czę stoś ci  są_
jednakowo  dla ich pracy szkodliwe.  Ponadto w przypadku  dość znacznego odstę pu mię dzy
punktami  sprę ż ystego  podparcia belki wymuszenie  o czę stoś ci <x> ma w tych punktach prze-
waż nie  róż ną  wartoś ć,  tzn. P\ {t)  Ą= Pi(t).

Powstaje  zatem  pytanie — decydują ce  z  punktu  widzenia  konstrukcyjnego  —  czy
okreś lony  punkt  belki  doznaje  pionowych  przemieszczeń  i  jaką   mają   one  wartość  przy
okreś lonej  czę stoś ci  wymuszenia.

Konstrukcja  musi  wię c  spełniać warunek,  aby  na  pewnym  odcinku  belki  o  dł ugoś ci
Al  przemieszczenie  pionowe  y,  prę dkość  y  i  przyś pieszenie  y,  były  zawsze  mniejsze  od
pewnych  stałych  e1}  e2,  e3,  okreś lonych  jako  dopuszczalne  dla  elementów  konstrukcyj-
nych, umieszczonych na odcinku Al.  Warunek ten musi być spełniony w pewnym  przedziale
czę stoś ci wymuszeń  tj. w e  ( ą , o>2).
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Schematyczna  ilustracja  powyż szego  warunku  zawarta  jest  na  rys.  3  oraz  opisana
nierównoś ciami:

(1.1)

£ 3.

gdzie  yo+x&   =  y  przyję to  przy  tym,  że przemieszczenia  pionowe  koń ców  belki  A  i  B  są
dostatecznie małe w  porównaniu  z jej  dł ugoś cią,  a więc  tg# =  &.

^

S  , . - >

- - 5S 553&"""

<J
Xs mv M

S- ś rodek obrotu
O-  ś rodek masy

P,= P,(t)

Rys.  3

Okreś lenie przemieszczenia y  dowolnego  punktuX belki jest moż liwe, jeś li znamy poł o-
ż enie ś rodka  obrotu S  (o współ rzę dnej  xs)  i wartość jaką  przyjmuje  &  =  &(t).

W ten sposób moż emy zawsze stwierdzić, czy konstrukcja  speł nia wymagania jej  stawia-
ne,  tj.  dokonać jakoś ciowej  i  iloś ciowej  oceny  uż ytecznoś ci  rozwią zania  konstrukcyjnego.

2. W wyniku powyż szych  rozważ ań przyję to  i rozpatrzono zachowanie się ukł adu przed-
stawionego  na rys. 4. Począ tek nieruchomego ukł adu współ rzę dnych przyję to  w punkcie O,
z  którym  pokrywa  się  ś rodek  masy  belki  w poł oż eniu  równowagi.

Przy zał oż eniu mał ych przemieszczeń pionowych w stosunku do dł ugoś ci belki /  =   h+l2

i  dł ugoś ci sprę ż yn  w  poł oż eniu równowagi,  równania  ruchu ukł adu  moż na napisać w po-
staci
(2.1).  mJ!+ k1\ y+ h&- P1(t)]+ k1[y- l2$- P2{t)]   =  0

gdzie  m  oznacza masę belki,  /   moment bezwł adnoś ci wzglę dem  osi prostopadł ej do pł asz-
czyzny  rysunku  i przechodzą cej  przez  ś rodek  masy.
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Rozpatrzmy  najpierw  przypadek  szczególny  taki, że

(2.2)  ?!(;) =   P2(t)=P0smcot,

oraz wprowadź my  nastę pują ce  oznaczenia:
/   =  mr2, gdzie r jest promieniem bezwładnoś ci,

m mr

(2.3)

(2.4)

9
O  =

(h+h)2'

A+'z

Rys. 4

Wtedy  ukł ad równań  (2.1) przyjmie  postać

(2.5)  Qly"+h- Vcb%  =  sint,  Q2&['  +  cy1 + a2'& l  = csinr,

gdzie  ' =   cl/ dr.

Ruch  badanego  ukł adu  opisują   wię c  teraz  dwie  bezwymiarowe  współ rzę dne  y± i
oraz cztery  bezwymiarowe  parametry Q2, 'a2, b2, c.

Czę stoś ci  drgań  własnych  ukł adu obliczamy  z równania

1  - Q2cb21

czyli

(2.6) a2)Q2+(a2~c2b2)=0.
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Ponieważ  a —c b  > 0, wię c  równanie  (2.6) ma dwa pierwiastki  rzeczywiste

I

2
(2.7)

Rozwią zanie  szczególne  ukł adu równoś ci  (2.5) otrzymujemy  w postaci

(2.8)  y{  =  ^ s i n r,  i

gdzie

A  -   a2- b2c2)- Q2

(2.9)  Q*- (l  +  a2)i

- cQ2

Q*- (\+a2)Q2Ą - {a2- b2c2)'

Rys. 5

Zakł adają c,  że ruch ukł adu przedstawionego  na rys. 4 moż na traktować jako  ruch płaski
brył y  sztywnej,  zbadamy  poł oż enie ś rodka  obrotu S. Jest to taki  punkt, którego przemie-
szczenie  pionowe ys  =  0. Ze zwią zków  geometrycznych  na rys. 3 mamy

(2.10)  *. =  A .

gdzie  xs — odległość  ś rodka  obrotu  od począ tku  ukł adu  O. Uwzglę dniając  poprzednio
wprowadzone  oznaczenia  otrzymujemy

(2- 11)  * 1 ' " ^ '

gdzie  Xts =   xs/ h+l2.
Uwzglę dniając  zależ noś ci  (2.8)  i  (2.9) otrzymamy  z  (2.11)

(2.12) *i.=
Q2- (<?~b2c2)

7 Mechanika  teoretyczna
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Zależ ność  X\  —f(@2)  przedstawiona  jest  wykreś lnie  na  rys.  5.  Jeś li  c =  0,  wtedy

i  z  (2.8)  i  (2.9)  otrzymamy

(2.13)  y, (0  -   Y ^  sin r,  0t  (T)  -   0.

3. Rozpatrzmy teraz przypadek  ogólny, gdy Pyif)  i=  P2{l).   Zał óż my, że

(3.1)  Pi(t)  =   Pcń ncot,  P2(t)  = y.Pasincot,

gdzie  x oznacza bezwymiarowy  współczynnik  proporcjonalnoś ci.  Wtedy  z  (2.1)  otrzymamy

my+{k1+k 2)y+(k1lv—k2h)'d'=  (kt + >ck2)P0smcot,

mr2&+ (*!  /, -   k2l2)y+(lą   l\+k$ft  =  (fci A -   «*2/ a)Ą  sin.ft)?.

Przyjmując  te same  co poprzednio  oznaczenia  powyż szy  ukł ad  równań  moż na dopro-

wadzić  do postaci:

Wprowadzimy  teraz nowe parametry

(3.4)  | 2. =

wtedy

i  ostatecznie z  (3.3)  otrzymamy

r\ ">   t l i  i  • !•   ^ P  n  ^  ~ T~  ^ ^

s  ~
Ten ukł ad równań ma równanie  charakterystyczne  takie  samo jak  i poprzednio,  rozwią za-
nie zaś  szczególne  jego  bę dzie  teraz w  postaci

(3.7)

gdzie

_

/ ,  m  A

^  ;  2  A
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Podstawiając  (3.7) do  (2.11)  i uwzglę dniając  (3.8) i  (3.9) otrzymamy

(3.10)  Xi

Niech  teraz

(3- H)  ' I

+  a)

Wtedy  zależ ność  (3.10), okreś lają ca  poł oż enie na osi X ś rodka  obrotu S  belki,  przyjmie

postać

(3- 12)   xi.~  -p  02  _  n.  •

Zbadamy  obecnie  poł oż enie punktu  S  w  zależ noś ci  od  parametrów  ukł adu  i  czę stoś ci

wymuszeń.

fi+H

1- noc/ l

/ (!+oc)(J-   nccp) £'

\

Rys.  6

Biorąc pod uwagę  róż ne kombinacje parametrów ukł adu (a, j8, x, b2) moż emy  wpł ywać
na  znak  i  wartość  liczbową  parametrów  wtórnych  opisanych  zależ noś ciami  (3.11). Roz-
waż ania  te w  formie  usystematyzowanej  zawiera  tablica  1, przy  czym zawsze

<x>0;  iS>0.

Wykresy zależ noś ci xis  =f{O2)  okreś lone przez  (3.12) przedstawiono na rysunkach  6—28,
przy  czym  xt  i Q2  są  wielkoś ciami  bezwymiarowymi  —  zgodnie z  (2.4) i  (2.11).

Ogólnie na wykresach  otrzymujemy  jedną  lub dwie gał ę zie hiperboli, przy czym punkty
charakterystyczne  wykresu,  jak  poł oż enie asymptot,  punkty  zerowe  (Qz  =  0  i  x l s  =  0),
a  także  znak  pierwszej  pochodnej  (funkcja  xls  = / (jQ2) rosną ca  lub  maleją ca)  zależą  od
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parametrów  (3.11).  Mając  więc  cztery  parametry  pierwotne:  b2  (2.3),  a  i  p  (3.4)  oraz K

(3.1)  moż emy zmieniając je  wpł ywać w okreś lony  sposób  na przebieg  funkcji  (3.12).
Poniż ej  omówiono dokł adniej niektóre przypadki  szczególne  zależ noś ci  (3.12) z  uwagi

na  ich bardzo duże znaczenie, jeś li  chodzi o zastosowania  konstrukcyjne.

Tablica 1

Lp. Wartoś ci parametrów (3.11)

x<  0=>  R>0,Q>  0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

—oo <  x<  0

e. <o

Qi- 0

fii>  0

Rl<0

R X  =  Q  •

Rt>  0

.Ri<0

i?i = 0

#,>  0

i?! < 0

Ri  = 0

i?i& <  i?2Qi

^162  —  ^261

Wykresy  funkcji
x, s= / ( i3 !)

przedstawia
Rysunek  N r:

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

x>  0= >>  0,  Q,

0 < x  < oo

0 <  x <  oo

—oo <  a <  oo

>  0

&< o

62  <0

&  = o

e2> o

i?2< 0

- R2  =  0

i ? 2 >  0

i?2<0

J?2 = 0

i?2> 0

,R2<0

i?2  = 0

J?i>  0  Gi >  0
R2>  o  e*>o

R\Q% <  RiQi

RiQi  -   .K2Q1

- RiGł>  - R2Q1

^ iQ 2  <  £2Qi

i?lG2  =  J?2«2l

i? iG 2>  RiQi

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

Nastę pują ce  pozycje  z  tablicy  1  i  odpowiadają ce  im  rysunki:  poz.  2  (rys.  7), poz. 12
(rys.  17) i poz. 22  (rys. 27) stanowią  przypadek, gdy  poł oż enie ś rodka  obrotu S nie zależy
od  wartoś ci, jaką  przybiera  wymuszenie  Q2  i jest  wartoś cią  stałą  (xi  =  const).  Zachodzi
to  wówczas,  gdy RtQ2  =   R2Qi-
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Pozycje  6,  7  i  8  (tablica  1) dotyczą   przypadku,  gdy  n =  —/S, a jeś li  ponadto zachodzi
n =   —l/ a,  czyli  a/S =  1, otrzymujemy  przypadek  7  (rys.  12), kiedy  belka  wykonuje  ruch
obrotowy  wokół   stałego  punktu  Xi  =   0.  Widzimy,  że  mamy  tu  znaną   sytuację,  gdy

l- na.fi
Jl+n

Rys. 7

/ c2/ 2  =   kji  — uwzglę dniając  (3.4). Oznacza to, że jeś li chcemy, aby ś rodek masy pozostawał
w spoczynku  niezależ nie od czę stoś ci wymuszenia,  należy wartoś ci ki  i k2  dobrać odwrotnie
proporcjonalnie  do odległoś ci punktów  Ai  B  (ki  l2) od ś rodka masy  (ukł adu).

Rys. 8

Pozycja  4  (rys.  9)  i  10  (rys.  15)  opisują   przypadek,  gdy  %  =  —l/ a,  tj.  %  =   —k^k2;
asymptota  pozioma  pokrywa  się   wtedy  z  osią   Q\  a  odcię ta  asymptoty  pionowej  wynosi
a ( l—«) / l+ a.  Widzimy  wię c,  że  przy  Q%  rosną cym  nieograniczenie  ś rodek  obrotu  S
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zbliża  się   asymptotycznie  do  ś rodka  masy.  Rosną cy  lub  maleją cy  przebieg  funkcji  zależy
od wartoś ci /J.

Pozycja  17 (rys. 22) opisuje  przypadek  szczególnie  waż ny  z punktu widzenia  konstruk-
cyjnego,  mianowicie  Q2  =  0,  Rz  =  0,  czyli  x  =  1,  \ {P\ (t) =  Pz(t)]  i  ponadto  a =  1//?,

fił tl

Rys.  9

tj.  lejki  =  hlh>  Oznacza  to,  że  wszystkie  punkty  belki  bę dą   doznawały  jednakowych
przemieszczeń pionowych  (punkt  S jest  punktem niewłaś ciwym)  tylko jwtedy  (niezależ nie
od 122), jeś li  wymuszenia  w  punktach podparcia  bę dą   takie  same,  a  sztywnoś ci  ł ą czników
odwrotnie proporcjonalne do  odległoś ci punktów A  i  B  (li  i  / 2) od  ś rodka  masy.

- ł/c

1- nci.fi

fi+yt

Rys.  10

Jeś li  zachodzi jedynie  warunek,  że  Rz  =   0  (pozycja  14  (rys.  19)  i  20  (rys.  25)),  czyli
«a ^=   1,  to  otrzymujemy  liniowy  charakter  xXg  =f(Q2),  przy  czym  jeś li  Q2  -> oo,.  to
również  JCJ  -+  ±   oo.



1-KOCP

Rys. 11

Rys. 12

Rys. 13

[103]
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fi- m

/ (tłot)(hHdp)

Rys. 14

Pozycja  15 (Rys. 20) i 19  (Rys. 24) w Tablicy  1 zawiera  przypadek, gdy zależ ność  (3.12)
nie posiada  asymptoty  pionowej,  a  asymptota  pozioma  ma  wartość  skoń czoną.  Oznacza
to, że powyż ej  pewnej  umownej  wartoś ci  Q2  moż na traktować  ś rodek  obrotu  S jako  usta-
lony na osi  x.

fi+x
ty(f- ł t)

0

"J
cc(/ - x)

—  »_,

Rys. 15

Pozycja  16  (rys.  21)  i  18  (rys.  23)  zawiera  przypadek,  gdy  istnieje —  analogicznie  jak

wyż ej —  asymptota pozioma, natomiast asymptota pionowa istnieje  i pokrywa  się  z osią   xls

(przechodzi przez  O), czyli  % =  1, afi #  1, (Q2  =   0, R2  i=  0). Przy małej wartoś ci  Q2  belka
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nie  ma  ruchu  obrotowego,  nastę pnie  wartość  odcię tej  xls  maleje  bardzo  szybko,  prze-
chodzi przez O  i gdy Q2  -> +  oo, to

' / * , l- oc/3

I- Ttccfi

DCJP+Tt)

C
/ (hcC)(t- 7C0CP):

Rys. 16

Należy jeszcze podkreś lić, że jedynie w dwóch wypadkach pozycja  6 (rys. 11) i pozycja 8
(rys.  13)  przy  x"  =f(Q2)  #  const wartość x  ̂(0) =  0.  Ponadto w  ż adnym  z  moż liwych
przypadków  Xi  (0)  i=  0,  co  widać  wyraź nie  z.usytuowania  poziomych  asymptot  funkcji
(3.12).

1- KoCfi

Rys. 17

4. W  przypadku projektowania  ukł adu  sprę ż yś cie  podpartego,  który  może  być  zmo-
delowany  zgodnie z  rys.  4 przy  zał oż onym ś rodku  masy, moż emy posługiwać się  zależ no-
ś ciami  (3.11) i  (3.12) dla wyznaczenia xls  przy danej czę stoś ci wymuszeń Q2 i a (3.1). Otrzy-
mujemy  to, zakł adając wartoś ci  k  ̂ i k2  (okreś lamy  a), znając  lub przyjmując  /j  i  /2  (okres-

B  Mechanika teoretyczna



\

/•HOC/3

fi+n

Rys. 18

Rys. 19

b*(h7iot)(kfl)

/7td/3

0
bH

/

oc(fryi)  ^  ^

Rys. 20
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tdfi

',  x.

Rys. 21

Rys. 22

/oC/3

ocli

Rys. 23
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lHOCft

Rys.  24

Rys.  25

fi+x
{1+fi)(1yi)

httotfi

0

y
/  (Uot)(f xccp)  yr  QZ

Rys.  26

[108]
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lamy  /3), oraz promień bezwładnoś ci r  (2.3) —•  mając  wartość masy m. Znając  xl j s  na pod-
stawie  (2.11) i (2.4) okreś lamy xs  — odległość ś rodka  obrotu <S od  ś rodka  masy  (począ tku
ukł adu)  i przemieszczenie dowolnego  punktu X  belki  w  kierunku  pionowym  z zależ noś ci

(4.1)  yx  =  (xs+xx)# .

W  sytuacji,  gdy  prototyp konstrukcji  wykaże znaczne odstę pstwa, jeś li  chodzi o  przyję te
do  obliczeń  analitycznych  wartoś ci:  masy  m,  położ enia ś rodka  masy  O  (zmiana  k  i / 2),

ft+n

Rys.  27

Rys.  28

wartość  momentu  bezwładnoś ci  /   =   mr2  — co  powoduje  zmianę   współczynników  jS
i  b2  — należy  w  miarę  moż liwoś ci  dą ż yć  do korekty  konstrukcyjnej,  (korekta p  i  b2),  aby
zapewnić spełnienie warunków  (1.1) dla okreś lonego punktu belki. O ile nie moż na dosta-
tecznie polepszyć  sytuacji  drogą   zmian konstrukcyjnych,  gdyż czę sto wymagałoby  to  wy-
konania  nowego  prototypu,  należy  operować  współczynnikiem  a  (czyli  wartoś ciami
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kx  i k2)  tak, aby  zależ noś ci  (3.11) miały takie same wartoś ci  co przy  obliczeniach teoretycz-

nych, które zakł adały spełnienie warunków  (1.1). Tą  drogą  uzyskamy  zachowanie się   rzeczy-

wistej  konstrukcji  zgodne  z  jej  modelem obliczeniowym  bez koniecznoś ci ponownego  jego

projektowania.
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CHCTEMA  C  flBYMK   CTEIIEHHMH  CBOBO^BI  KAK  „ flH H AMH H ECKH f ł   H3OJIJTTOP
KOKEBAHH H

n  anajin3  noBCfleHuH  MexaHHiecKofi  cudeM bi,  MOAejitio  KOTopoft  cjiyacuT
pyeivian  SanKa, c acuMMeTpi- jqecKH  pacnarcoweHHbiM   neHTpoM  Maccw  onepTan  Ha flByx ynpyrux  onopax
pa3JiniHOH H<ecTKocTH. Cî cTeMa nofleepraeTCH  KnHeMaifliecKmi  Bbiny>KfleHHHM   rapiwonn^ecKofi  CHJIOH,
a  aiwraiHTyfla  BbraywfleHHH  HBJineTCH pa3Hofi  fljia   o6eia[x  noflnop.

B  paccy>KfleHHHX  oripe^ejineTca  nojioH<eHne qeiupa  noBopoTa  GajiKH, B 3aBnCHM0CTn  OT napaMeTpoB
H  iiacTOTbi  BbinyH- cflawmeH

•   S u m m a ry

THE  SYSTEM  WITH TWO DEGREES OF FREEDOM AS A  "DYNAMI C VIBRATOR  ABSORBER"

Investigated  is  the behaviour  of a  mechanical  system  containing  a  rigid  beam- with  asymmetrically
located central point of mass supported on two elastic  springs  with  different  rigidities.  The system  is kine-
matically extorted to vibrate by an external harmonic force. The amplitude of vibration is different  for both
supports.  •   •  •  ,

The location of the central point of rotation of the beam  is analysed  for various  parameters  of the system
and  frequency  of extorting  force.  .  ^ , ,  .•
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