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Wstęp

W pracy  [1] zostały podane podstawowe równania tarcz o strukturze siatkowej. Przykła-
dem  takich  tarcz  są   pł askie  regularne  i  gę ste  siatki  prę towe,  tarcze  o  gę stej  i  regularnej
perforacji  itp.  Wyznaczenie  stanu  naprę ż enia  i  przemieszczenia  w  tarczach  o  strukturze
siatkowej  przy  stosowaniu  cią głego  modelu  takich  tarcz  przedstawionego  w  [1] wymaga
rozwią zania  zagadnienia  brzegowego  dla  ukł adu  równań  róż niczkowych  szóstego  rzę du.
Równania  te  wykazują   analogię   do  równań  pł askiego  anizotropowego  kontinuum  Cos-
seratów  o  trzech  stopniach  swobody  (dwie  składowe  wektora  przemieszczenia  i  lokalny
obrót w płaszczyź nie tarczy). W  równaniach wystę puje ponadto mały parametr charaktery-
zują cy  «gę stoś ć» siatki  przy  operatorze róż niczkowym  rzę du wyż szego. Fakt ten umoż liwia
otrzymanie rozwią zania  przybliż onego  przez zastosowanie  teorii asymptotycznej  (gdy mały
parametr przyrównamy  do zera) oraz efektu  brzegowego [2].

Celem poniż szej pracy jest przedstawienie przykł adu obliczeń tarczy siatkowej  w oparciu
o  teorię  asymptotyczną   i przy  wykorzystaniu  efektu  brzegowego  oraz orientacyjna  ocena
numeryczna dokł adnoś ci rozwią zania przybliż onego  w zależ noś ci od gę stoś ci  siatki. Ponad-
to  w  pierwszym  punkcie pracy  zestawiono  podstawowe  równania  teorii  korzystając  z [2].
Należy  zaznaczyć,  że  oparty  na  efekcie  brzegowym  przybliż ony  sposób  obliczania  tarcz
siatkowych  jest  daleko  prostszy  niż  przybliż ony  sposób  obliczania  pł yt  siatkowych,  wy-
korzystują cy  analogiczny  efekt  zachodzą cy  w  pł ytach  [3].

Wszystkie wskaź niki  oznaczone literami alfabetu  greckiego  przebiegają   cią g  1, 2 (obo-
wią zuje  konwencja  sumacyjna).  Przecinek  oznacza pochodną   kowariantną,  a płaszczyzna
tarczy jest  parametryzowana  współ rzę dnymi  krzywoliniowymi  x\  x2.

1, Podstawowe równania

Podstawowy  ukł ad  równań  teorii  liniowo- sprę ż ystych  tarcz  o  strukturze  siatkowej
wyraż ony  w naprę ż eniach ma postać  [1]

3  Mechanika  teoretyczna
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Tutaj  $ =  ^(x1,  x2)  jest  funkcją   naprę ż eń, me =  mQ(x\  x1)  są  naprę ż eniami  momento-
wymi  (w przekroju  xQ =  const), tensory aal>flv  oraz c  ̂charakteryzują   strukturę   geometrycz-
ną   oraz  materiał ową   tarczy  siatkowej,  egv  jest  dwuwektorem  Ricciego,  wreszcie  a jest
parametrem  o wymiarze  długoś ci  małym w  porównaniu z wymiarami  tarczy.  Parametr a
charakteryzuje  gę stość siatki, natomiast tensory  aal>"v i ć "**, których składowe fizykalne  mają
ten  sam  wymiar,  moż emy  traktować  jako  niezależ ne  od  gę stoś ci  siatki  charakteryzują cej
strukturę   geometryczną   tarczy. W równaniach  (1.1)  pominię to  siły  i momenty  masowe.
Składowe paf  tensora  naprę ż enia  wyraż ają   się   wzorem

(1.2)  p'f  =  e^

Warunki  brzegowe  dla ukł adu (1.1) mają   postać

(1.3)  e ^ e W ^ - m K̂  -  pK  nfnn  =  m,

przy  czym  n„  są   składowymi  wektora  jednostkowego  zewnę trznie  normalnego  do  brzegu
tarczy, pp  są  składowymi  wektora  gę stoś ci  obcią ż enia  brzegu  tarczy  sił ami  oraz  m  jest
gę stoś cią   obcią ż enia  brzegu  tarczy momentami.

Załóż my, że  m =  0, tj. brzeg  siatki  jest  obcią ż ony  tylko  sił ami. Wtedy  dla dostatecznie
małych wartoś ci  parametru a ukł ad  (1.1) moż emy zastą pić  przybliż onym  równaniem  przyj-
mują c  w  (1.1)  a  - >•   0.  Zamiast  równań  (1.1)  otrzymamy  wtedy

(1.4)

a  warunki  brzegowe  (1.3) sprowadzą   się   do

(1.5)  e^^0Avn%=p».

Teorię   opisywaną   równaniem  (1.4)  i warunkami  brzegowymi  (1.5)  nazywamy  teorią
asymptotyczną   (lub  bezmomentową)  tarcz  o  strukturze  siatkowej;  jest  ona  formalnie
podobna do  teorii  tarcz  anizotropowych.

Jak  wynika  z (1.4)2 i (1.3)2, teorię  asymptotyczną   moż emy  stosować  do  obliczeń  tarcz
o  strukturze  siatkowej  wtedy,  gdy  zachodzi m  =  0,  to jest,  gdy  tarcza  nie jest  obcią ż ona
na  brzegu  momentami. Gdy  m ^  0,  wtedy  uzupeł nić należy  teorię   asymptotyczną   (bez-
momentową) tzw. efektem brzegowym,  ujmują cym  wpływ  obcią ż eń momentowych m,  przy-
ł oż onych  do  brzegu  tarczy  [2].  Teoria  asymptotyczną   uzupeł niona efektem  brzegowym
pozwala  zastą pić  rozwią zanie  zagadnienia  brzegowego  dla  ukł adu  równań  (1.1)  rozwią -
zaniem zagadnienia  dla  równania  (1.4)  oraz  dla  równania  efektu  brzegowego  (wyprowa-
dzonego w  [2])

- 22

(16j  < l  0

Równanie  (1.6) zostało wyprowadzone  przy  założ eniu, że  a)  brzeg  tarczy  pokrywa  się
z  linią   parametryczną   xx =  x\0)  — const,  b)  linie  parametryczne x2 =  const są  prostymi
normalnymi  do  brzegu  tarczy  i wraz  z krzywymi  x1 =  const  tworzą   ukł ad  ortogonalny
(parametryzację   taką  wystarcza  wprowadzić  tylko w otoczeniu brzegu  tarczy); c) w  pobliżu
brzegu  tarcza jest ortotropowa, a kierunki  główne ortotropii pokrywają   się  z liniami para-
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metrycznymi  xa  =  const. N aprę ż enia momentowe m2 w  teorii efektu  brzegowego  są   okre-

ś lone wzorem  [2]

(1.7)  m2  =   - JĄ - KŻ  [anni22

>2m\1+(annc22- ~aiw~cn)m\v}>

przy czym pochodne wystę pują ce  we wzorach  (1.6) i  (1.7) należy  traktować jako pochodne
czą stkowe.  W  ramach  teorii  efektu  brzegowego  ś cisłe  rozwią zanie  równania  (1.6) moż na
zawsze zastą pić  asymptotyczną   cał ką  tego  równania w  postaci  wzoru

(1.8)  ml  =   y>  (x2)exp [- j/ f"  (xl- x\e

w  którym
~22

We  wzorze  tym  należy  przyją ć  % =s 0,  gdy  w  obszarze  tarczy mamy  x1  >  x\Q)  lub  tp ss  0,
gdy  w  obszarze  tarczy  zachodzi x1  <  xjo).  Wtedy  funkcja  %  lub  i/> jest gę stoś cią   obcią ż enia
brzegu  tarczy  momentami, co wynika  bezpoś rednio z  (1.3)2 oraz z przyję tej  tu parametry-
zacji.  Należy  zaznaczyć,  że  teorię  efektu  brzegowego  tu  przedstawioną   moż na  stosować
tylko  wtedy,  gdy  wskaź nik  zmiennoś ci  obcią ż enia  brzegowego  m{x2)  jest  niewielki  [2]

2. Pierś cieniowa tarcza siatkowa obcią ż ona na brzegu momentami

Rozważ my  tarczę   o  strukturze  siatkowej  przedstawionej  na  rys.  1. Płaszczyznę  tarczy
parametryzujemy  biegunowym  ukł adem współ rzę dnych  {r,   cp}. Przyjmujemy  nastę pują ce
warunki  brzegowe :

.  dla  r =  rw:  mr  =   JT1 M„cosn<p  i  p"  =f  =  0;

dlar  =  ł s:  mr  =   0  i  prr  =  0,  prę   =   p7.

Niech rozpatrywana  tarcza siatkowa  bę dzie siatką   utworzoną  z prę tów. Wtedy, zgodnie
z  [1], zachodzi

(2.2)

*  A  * A  "A  A

gdzie
a>  P, /*. v,  są   wskaź nikami  przebiegają cymi  cią g  (1,  2).
(EA)A  sztywnoś cią   prę ta z rodziny A na ś ciskanie  (rozcią ganie),
(EJ)A  sztywność prę ta z rodziny A na zginanie,

I  A  odległoś ci mię dzy są siednimi prę tami z rodziny A,
IA  odległoś ci mię dzy są siednimi wę złami siatki w kierunku A,
t%  składowe  wektora  jednostkowego stycznego do prę ta z rodziny A w układzie {xx} s  {/• ,  ip},

7j  składowe  wektora  jednostkowego  normalnego  do prę ta  z rodziny  A w układzie {xa}  = {r,  </ Ą .
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Zgodnie z wprowadzonymi  oznaczeniami oraz z  [2] zachodzą   zwią zki:

a"""'   =   - r^R1)- 1,  ~atnr  =   - {R11)- 1,

(2.3)  a w  =   - r^R1)- 1,  Z'™ =   - a2r- \Śl)- \

Pozostałe  składowe  tensorów  5*"'' v  i  c'1'1 są   równe  zeru.  W  dalszych  rozważ aniach
przyjmujemy,  że wielkoś ci R1, Rn,  Rl, Ru,  Ś1, Sn  są  stał ymi. Równanie efektu  brzegowego
ma wtedy  postać

(2.4)

A- 1I

Rys.  1

Rozwią zanie  tego  równania przedstawimy  w postaci  cał ki (1.8)

(2.5) mr  =  f  (c5)exp 1 /   —z- ( rw—r),

a  funkcję   1/1(93) wyznaczymy  z warunku  brzegowego  (2.1)  otrzymując

(2.6) —r).

Składową  mę   wektora  m" obliczamy z równania  (1.7). Równanie to we współ rzę dnych
biegunowych  dla  rozważ anej  tarczy przyjmie  postać

(1 '̂W, ^ - Ru

nMnsmncp.
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Funkcję   naprę ż eń  0  wyznaczamy  z  równania  (1.4)x.  Równanie  to we  współ rzę dnych
biegunowych  przyjmuje  nastę pują cą   postać

n  «  ^ m - i  W> u (RT+iRT  8*0  ( ^ T 1  8*0
(2.8)  [K )  - jp- t-  r2  ~  dr2d<p2^  r4  ~ 8<p4

(R1)"1  82®  ( i?1) - 180  _

+   r  '8rr+   r4  8q>2  r2  8r1'Ą r~li  dr

Rozwią zania  równania  (2.8) poszukujemy  w postaci

(2.9)  -: \ \  0 =   2[B„{r)smncp.

Podstawiając  (2.9) do równania  (2.8)  otrzymujemy

(2.10)

1)~1} —  ̂ +  n\Rl)~1Ą - n2[- 2{R1)- l- (R})~l~2{RI1)~1}  =  0.

Równanie powyż sze jest jednorodnym równaniem Eulera, a jego rozwią zanie  ma postać

4  .

(2.11)

w której Bni są  stał ymi, a knl są  pierwiastkami  nastę pują cego  równania  charakterystycznego:

(2.12)  (JR
II)- Vc*  i

+  [ ( )  ( ) ( ) ~ 1 ]  =  0.

Tym  samym  zachodzi

oo  4

(2.13)  0  =  ^^Bnir'^ń nnfp.

Zgodnie ze wzorem  (1.2)  skł adowe  stanu  naprę ż enia pttfi  wynoszą

p r r  =

( 2 . 14)
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Stale Bni  wyznaczamy  z  warunków  brzegowych  dla  obcią ż eń  brzegów  tarczy  sił ami
otrzymując  nastę pują cy  ukł ad  równań

- \   y  Bnin
2r* w»>+ ~y  Bnikni/ *- «- > + —  Mnn-

(2.15)  - ^

1  y

.M „ n  =  0,

j- ^^My- ^Mn  =  0,
r  y ^ 1  r

&- i  =  0,
1 = 1

/ - i

1+

Znając  J?„, okreś limy  ze  wzorów  (2.14)  skł adowe  tensora  naprę ż enia  p",  prip,  p*9.
W analogiczny  sposób  rozwią zanie  zadania przebiega  dla przypadku  tarcz  perforowanych.
Zmianie  ulegają   jedynie  wyraż enia  tensorów  sztywnoś ci  sprę ż ystej  (2.2). Zadanie  to  jest
także łatwe do rozwią zania  dla  obcią ż eń  innych rozwijalnych  na brzegu  w szereg  Fouriera.
Obcią ż enie  to jednak  spełniać musi  warunki  podane  w  pracy  [2].

3. Porównanie metody efektu  brzegowego z rozwią zaniami  ś cisłymi dla tarcz kołowych o strukturze siatkowej

Porównanie  przeprowadzono  dla  przypadków  obcią ż enia  podanych  na  rys.  2a  i  2b.
Charakterystykę   geometryczną   siatki  przedstawia  rys.  3.  Przyjmijmy,  że

(3.1) / „  =  Wr, = xr,  Y = x =

Przypadek„a Przypadek„b

Rys. 2

gdzie n okreś la  gę stość  siatki  («jest  liczbą   prę tów obwodowych  i promieniowych),  sztywno-
ś ci zginania  (EJ)a  w płaszczyź nie  tarczy  są   stałe  oraz



OBLICZAN I E  TARCZ  SIATKOWYCH  Z  EFEKTEM  BRZEGOWYM 39

Zgodnie  z  rys.  2  warunki  brzegowe  dla  przypadku  a  mają   postać

r  =   rw:  mr  =   0,  p"  =   0,

a  dla przypadku  b są   okreś lone  równoś ciami

r  =  rz:  m

r  =  0,  />"•  =  0,

=  0.

D la  podanych  powyż ej  danych  przeprowadzono  porównanie  wyników  otrzymanych
metodą   ś cisłą   [3]  z  wynikami  otrzymanymi  metodą   przybliż oną   efektu  brzegowego.  Po-
równanie to przeprowadzono dla  siatek  o gę stoś ciach  n =   12 i n =   48. Najbardziej  poglą-

Rys.  3

dowym  sposobem  tego  porównania jest  zestawienie  wielkoś ci  momentów promieniowych
nf  otrzymanych  za  pomocą   obydwu  metod. Zestawienie  to przedstawiono  na  wykresach
rys.  4. D la przypadku  a  metoda  efektu  brzegowego  prowadzi  do  wyników

«  =  12;  m" =  Mg6f,

77 =  4 8:  mr  =   MQ2S>*;

Z  obliczeń zaś  ś cisł ych  otrzymujemy:

n  =  12:

mr  =   M ( l, 06396g5' 4+ 0, 06396.4-7'VM - 0, 06396)e-1) ;

n  =  48:

mr  =  J W ( l ) 0 0 4 3 e2 4 + 0 , 0 0 4 3 ^ - 2 V 2 8 1

Dla przypadku  b  metoda efektu  brzegowego  daje

M   =  1 2:  mr  =

72= 48:  mr  =

obliczenia  zaś  ś cisłe

n  =  12:

mr  =  JW(0

«= 48:

W  =
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Łatwo  zauważ yć  porównując  odpowiednie  rzę dne  wykresów,  że  efekt  brzegowy  wy-
stę puje  tym silniej, im wię ksza  jest gę stość siatki n. Jest on także zależ ny od tego, czy  obcią-
ż enie  momentowe wystę puje  na  brzegu  wewnę trznym  czy  zewnę trznym.  Porównanie  od-
powiednich wykresów  prowadzi jednocześ nie do wniosku,  że efektywne  stosowanie metody
przybliż onej  (efektu  brzegowego)  jest  moż liwe  ze  wzglę dów  praktycznych  dla  siatek

mr  i

Rys.  4. Kreską  przerywaną   oznaczono momenty mr  obliczone metodą  przybliż oną, linią   cią głą   obliczone
w  sposób  dokładny

dostatecznie gę stych.  Za siatki  dostatecznie gę ste  moż na uważ ać  tu  siatki  o  liczbie  prę tów
obwodowych  wynoszą cej  co  najmniej  n =   48  (przy  tej  samej  liczbie  prę tów  promienio-
wych). Popełniany  wtedy  bł ą d  w przypadku  obcią ż enia  brzegu  wewnę trznego momentami
wynosi  około  1%, w  przypadku  zaś  obcią ż enia  brzegu  zewnę trznego  momentami wynosi
około  2,6%,  co  stanowi  wystarczają cą   dokł adność dla  celów  praktycznych.
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P  e 3 io  M e

PACTET  CET^ATtlX  flHCKOB  OCHOBAHHfclH  HA  HCXIOJIB3OBAHHH
nPHEJIH5KEHHO£ł   TEOPHH  KPAEBOrO 3*d>EKTA

B  cTaTBe [1] 6WJIH  flaHbi  ocHOBHbie ypaBHeH Ĥ  HHCKOB  C ceraaTOH cTpyKiypoii.  B Ka^ecTBe  npwvtepoB

TaitHX  flnci<0B  MOWHO  npH Becra  nnocKHe  peryjinpiibie  H rycTwe  cTepaoieBbie  CCTKH,  RHCKH  C  rycioii

H peryjiflpHoii  nepcbopivsaijneH  u T. n. B paiviKax  KOtrarHyaJibHOH Mo^ejin  Tai<H.x KHCKOB,  npeflCTaBJieHHofi

B  paGoTe  \Y\ , onpeflejieH ê  HanpHHceHiioro  COCTOHHHH  H nepeMemenuft  CBOflnTcn  K peiaeHHio  KpaeBOH

3a.p,3.nvi, flJifl  CHCTeMW  fln4)(bePeHUnaJn>HLix  ypaBHeHHH  6- ro  nopflfli<a.  3 m  ypaBHeHHH  aHajiorOTHbi

B  HeKOTopOM  CMbicjie  ypaBHeHH M̂   njiocKoro  aiiH30TponHoro  KOHTMHyynia  Koccepa  c Tpejvin  CTeneiiHiwii

CBoSoflbi  (flBe  cocTasjiH iomne  BeKTopa  nepeMeineHuit  H noi<ajiBiioe  Bpamenne  B  njioci<ocTH  Hiici<a).

B  Hn<J)4>ePeHI^naJiBH0M  onepaTope  BŁ icmero  nopn^Ka  ŷ ją BCTByeT  Manwii  napaMeTp3  xapaKTepn3yioiniiH

«roioTH0CTB»  ceTKK.  Eną roflapn  3T0iviy  cTai- ioBHicH  BO3MO>KHŁ IM  nojioaceiine  npn6jni>Kemioro  pemeHHH

c  Hcnojib3OBaHneM   TaK Ha3tiBaeMoii  acHMnTOTmiecKoft  Teopnn  (uorfla  Majrwii  napaivieTp

nyjiio )  H «KpaeBoro  3<pdPeKTa>> [2] .

B  flaHHoii  ciaTte  cofl;ep>KaTCH:  1) npuMep  pac^eia  cemaToro flHCKa npii  HCnojiE30BaHnn

MecKoft  Teopun  u  KpaeBoro  sdpdpeKTa; 2) ^mcneHi- ian  oueiiKa  TO^HOCTH  npuSjoDKCHHoro peinenHfij  B  3a-

BHCHMOCTH  OT rycTOTM  ceTKH.  flanee,  B pa3fl.  1 HacTonrueii CTaTbH, Ha ocHOBe [2] flaHa csoflKa  OCHOBHLIX

ypaBiienHH  Teopim.  CneflyeT  oTMeTHTt,  <ł TO npH6jiH>i<eiiHbift  cuocoS  pac^eTa  cemaTwx  HHCKOB,  OCHO-

Ha  KpaeBOM   3(b4>eKTe5  anaiHTejitHo  nponje  MeM  npH6jlH3KeHHblti  MCTOA  pac^eTa

Hcnojib3yiomMii  aHaJioî H- qHbiit  adpcbcKT  B njiacTHHax  [3] .

S u m m a ry

EDGE EFFECT I N DENSE LATTICE- TYPE DISC STRUCTURES

Basic  equations  of  the  lattice- type  disc  structures  (such  as  plane  gridworks,  perforated  plates  etc.)

were given in [1]. The problem was  reduced to a boundary value problem for  a 6th order differential  equa-

tion, the discrete structure being replaced by  a continuous model. These equations are analogous  to those

govermng  a plane anisotropic  Cosserat  continuum possessing three degrees  of  freedom  (two components

of the displacement vector and the local  rotation). An additional small parameter characterizing the density

of the lattice appears at the higher order terms of the equation. This makes it possible to obtain an  approx-

imate  solution  with  the  aid  of  the  asymptotic theory —  the parameter being  made zero — and  the edge

effect.
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The paper presents an example of calculations of a  lattice structure, based upon the asymptotic theory
and the edge effect  theory, and a rough numerical estimate of the achieve daccuracy depending on the lat-
tice density. I t should be mentioned that the presented method applied to plane lattice- type discs is consider-
ably simpler than the analogous method applied in [3] to the problem of bending of lattice- type plate struc-
tures.
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