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1.  Wstęp 

Konstrukcja  łoż ysk  wień cowych  znacznie  róż ni  się  od  konstrukcji  katalogowych  łoż ysk 
tocznych,  powszechnie  stosowanych  w  budowie  maszyn.  Charakterystyczną  cechą  dwu
rzę dowych  łoż ysk  wień cowych  są  duże  wymiary  ś rednic,  wynoszą ce  od  około  0,5  m  do 
około  3,5  m  [23],  przy  czym  jeden  z  pierś cieni  łoż yska.— wewnę trzny  lub  zewnę trzny — 
posiada  wieniec zę baty  (rys.  1).  Łoż yska  te  dzię ki  swej konstrukcji  przenoszą  siły osiowe, 

Rys.  1 

promieniowe  (kąt  działania  0  <  a  <  90°)  i  momenty  oraz  zapewniają  dużą  dokładność  
i  pewność  przenoszonego  ruchu.  W  stosunku  do  tradycyjnych  rozwią zań  z  czopem  cen
trują cym,  posiadają  zwartą  budowę  i są  lż ejsze. Wymagają  jednak znacznie sztywniejszych 
konstrukcji wsporczych oraz nie  mogą  być obcią ż one  bezpoś rednio  siłami skupionymi.  Za
tem  uogólnione  siły,  przenoszone  przez  łoż ysko,  są  wypadkowymi  wszystkich  obcią ż eń  
zewnę trznych,  działają cych  na  czę ść  obrotową  maszyny,  zwią zaną  z  łoż yskiem. 

Analizą  rozkładu  sił  na  poszczególne  kulki  w  łoż ysku  wień cowym  oraz  okreś leniem  ich 
maksymalnych  wartoś ci  zajmowali  się  GOLDSZTEI N  [7],  OHNRIC H  [15],  KAZANSKI J 

[10],  MATTHIA S  [11],  oraz  SZUCKI  [21].  Przy  czym  GOLDSZTEIN ,  MATTHIA S  i  SZUCKI 

podali  metodę  obliczania  łoż ysk  o  ką cie  działania  cc — 90°  (wzdłuż nych  dwukierun
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kowych)  obcią ż onych  siłą  osiową  i  momentem.  Natomiast  KAZANSKI J  i  OHNRIC H 

uwzglę dnili  działanie  siły promieniowej na  łoż ysko,  lecz  obliczanie  maksymalnych  nacis
ków  na  kulki  oparli  na  zasadzie  superpozycji  sił.  Stosowanie  w  tym  przypadku  zasady 
superpozycji  jest  niewłaś ciwe,  gdyż  na  podstawie  wzorów  Hertza  [9]  dla  styku  punk
towego  w zakresie  odkształceń  sprę ż ystych  mamy  nieliniową  zależ ność  mię dzy  odkształ
ceniem  a  siłą  nacisku 

(1.1)  /=C7>2 ' 3 ; 

С  jest  stałą  zależ ną  od  geometrii  i  od  materiału  stykają cych  się  elementów. 
Jak  z powyż szego  wynika,  do  tej  pory brak jest dostatecznie dokładnych  metod  pozwa

lają cych  na  okreś lenie  sztywnoś ci  łoż yska  i sił działają cych  na  poszczególne  kulki.  Nie  zo
stał  również  wyjaś niony  wpływ  ką ta  działania  a  <  90°  na  pracę  łoż yska. 

2.  Za łoż en ia 

Opierając  obliczenia  na  teorii  Hertza  [9]  oraz  na  metodzie  Stribecka  [20]  przyjmiemy 
nastę pują ce  założ enia: 

Rys.  2 

1.  Naprę ż enia zastę pcze  nie  przekraczają  granicy  proporcjonalnoś ci. 
2.  Powierzchnie  stykają cych  się  ciał  są  idealnie  gładkie  (nie  wystę puje  tarcie) oraz  po

siadają  idealne  kształty  geometryczne. 
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3.  Odkształcenie  wystę puje  tylko  w miejscach  styku  kulek  z  bież niami.  Powierzchnia 
styku jest płaska, a jej  wymiary są  małe w porównaniu  z promieniami krzywizn  stykają cych 
się  elementów. 

4.  Pierś cienie  łoż yska  są sztywne.  Pierś cień  zewnę trzny  nie  przemieszcza  się, natomiast 
pierś cień  wewnę trzny  przemieszcza  się  jako  ciało  sztywne. 

5.  Obcią ż enie  działa  w jednej  płaszczyź nie. 
Oprócz powyż szych  założ eń  przyję to  dodatkowo: mały stosunek h/R  (rys. 2), co pozwala 

na  pominię cie  poziomych  składowych  przemieszczenia kulek  zwią zanych  z obrotem pier
ś cienia;  luz łoż yskowy — równy  zeru. 

3. Okreś lenie podstawowych  wielkoś ci 

W  pracy zajmować  się bę dziemy  łoż yskiem  obcią ż onym  uogólnionymi  siłami Q, H i M, 
leż ą cymi  w jednej płaszczyź nie. Siły te są wypadkowymi wszystkich  obcią ż eń  zewnę trznych 
działają cych  na czę ść  obrotową  maszyny  zwią zaną  z  łoż yskiem. 

Za  wielkoś ci  dodatnie uogólnionych  obcią ż eń  bę dziemy  uważ ali  ten  moment M i te siły 
Q, H, których  zwroty są zgodne ze zwrotami uogólnionych  sił, przedstawionych na rys. 2. 
Rozkład  nacisków na kulki  w łoż ysku  zależy  od  wartoś ci i znaków  (zwrotów)  poszczegól
nych  sił zewnę trznych. 

Dla  uję cia  całoś ci  zagadnienia  rozkładu  sił  wystarczy  rozpatrzyć  dwa  układy  obcią ż eń  
zewnę trznych,  mianowicie  jeden  układ  taki,  jak na  rys.  2,  oraz  drugi  róż nią cy  się od 
pierwszego  jedynie  znakiem  siły H. 

Dla  innych  moż liwych  wariantów  obcią ż eń  zewnę trznych  rozkład  sił na kulki  bę dzie 
symetryczny  lub  antymetryczny w stosunku do rozkładu  sił  wewnę trznych,  wynikają cego 
z  wyż ej  wymienionych  dwóch  układów. 

Na  skutek  działania  obcią ż eń  zewnę trznych  pierś cień  wewnę trzny  wraz z kulkami  prze
mieś ci się w kierunku osi x i z odpowiednio o x 0  i z0, a ponadto obróci się jako bryła sztywna 
dookoła  osi  у  o kąt rj  (rys. 2). 

W  łoż ysku  nieobcią ż onym,  ś rodek  każ dej  kulki  leży  na prostej  łą czą cej  punkty  styku 
kulki  z poszczególnymi  pierś cieniami  i przechodzą cej  przez  ś rodki  krzywizn  dwu  bież ni 
w  płaszczyź nie  południkowej.  Kąt  działania  zawarty  mię dzy  tą prostą  a osią  x  (rys. 2) 
jest  stały  dla  wszystkich  kulek  znajdują cych  się  w jednym  rzę dzie i dla  rzę du  pierwszego 
wynosi  xt, a dla  drugiego a2. W  praktyce  najczę ś ciej  stosuje  się  łoż yska, w których  ką ty 
działania  w obu rzę dach  są sobie  równe 

(3.1)  <Xi =  a2 =  cc. 

Gdy  pierś cień  wewnę trzny  wraz  z  kulkami  przemieś ci  się pod wpływem  obcią ż enia, 
wówczas kąt  działania  każ dej  kulki ulegnie zmianie i bę dzie  funkcją  ką ta  <p  (rys.  2),  okreś
lają cego  położ enie  kulki.  Kąt ten oznaczać  bę dziemy  przez  a1( — dla  itej  kulki  rzę du 
pierwszego i a2 i — dla  itej  kulki  rzę du  drugiego  (rys.  3). Jeż eli  założ ymy,  że krzywizna 
bież ni  w płaszczyź nie  południkowej  jest  równa  zeru  [14,16], kąt  działania  mimo  odkształ
cania  się kulek i bież ni  nie  ulegnie zmianie i w dalszym  cią gu  bę dzie  obowią zywała  zależ
ność  (3.1). 



468  Т .  GlBCZYŃ SKA,  М .  Ż YCZKOWSKI 

Zbliż enie  dwu  pierś cieni  mierzone  wzdłuż  prostej  łą czą cej  punkty  styku  kulek  z  bież
niami  (rys.  3)  wynosi 

(3.2)  /mi =  ami—am;  m=\,2, 

gdzie  a,„  jest  odległoś cią  mię dzy  ś rodkami  krzywizn  w płaszczyź nie  południkowej  bież ni 
zewnę trznej  i  wewnę trznej  rzę du  pierwszego  lub  drugiego  przed  odkształceniem,  zaś  ami 

jest odległoś cią  mię dzy ś rodkami  krzywizn w płaszczyź nie południkowej  bież ni  zewnę trznej 
i  wewnę trznej  dla  /tej  kulki  rzę du  pierwszego  lub  drugiego  po  odkształceniu. 

a  b 

Rys.  3 

Jeż eli ami  >  am,  wówczas  pierś cienie  w punktach  styku z /tą  kulką  oraz  kulka  ulegają  
odkształceniu  sprę ż ystemu,  które  odpowiada  zbliż eniu  tych pierś cieni/,„•  =  fmi;  m =  1,2. 

Gdy  ami  <  am,  przyjmujemy,  że  odkształcenie  /tej  kulki  i  pierś cieni  jest  równe  zeru 
fmi =  0. 

Odległość  ami  moż emy  wyznaczyć jako  funkcję  uogólnionych  przemieszczeń  x0,  z0  i »?, 
z  zależ noś ci  geometrycznych  przedstawionych  na  rys.  3. 

Zbliż enie  /,„; wyrazimy  zależ noś cią  

(3.3)  /„,; =  [(a„,sinam Zbzo+i?sin»7cos93m0
2+(amcosamT^oCOS99„„)2] 1 / 2—am;  m =  1, 2. 

Znaki  górne  obowią zują  dla  rzę du  pierwszego,  znaki  dolne  dla  rzę du  drugiego. 
W przypadku, gdy am  =  oo, tzn. gdy krzywizna  co najmniej jednej bież ni w płaszczyź nie 

południkowej  jest  równa  zeru,  zbliż enie  okreś limy  wzorem  prostszym 

(3.4)  fmi  =  ±z0sinamT^oCOsamcoscpm i|i?sin»7sinamcos99mi . 

Gdy  /mi <  0,  przyjmujemy  /„„ • =  0. 
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Stosując  wzór  Hertza  [9] wią ż ą cy  odkształcenie  fmi  z siłą  Pmi  działają cą  na  itą kulkę, 
wyrazimy Pmi  w funkcji  uogólnionych  przemieszczeń  pierś cienia  wewnę trznego  x0,  z0, tj, 
mianowicie 

(3.5)  Pmi  =  CfUf. 

4.  Statyka  łoż yska 

Zwią zki  mię dzy  obcią ż eniami  zewnę trznymi  a  uogólnionymi  przemieszczeniami  x0, 
z0  i  щ  znajdziemy z warunków  równowagi  pierś cienia  wewnę trznego,  które  dla układu sił 
przedstawionego na rys. 2  są  nastę pują ce: 

i =  l  i =  l  i =  l  i =  l 
(4.1) 

n  n  n  n 
PlitRcos<pu+  ]?P2i:Rcosf2i+  ^Plixh+  Y  p2ixhM  =  0, 

;=i  i=i  i=i  i=i 

gdzie: PUz  =  Pusinau jest rzutem  siły działają cej  na itą kulkę1  rzę du  pierwszego,  na oś z 
(rys. 2); PUx  =  PiiCosa,;COSf/>H  jest  rzutem  siły,  działają cej  na itą kulkę  rzę du pierwszego, 
na oś x; P2iz  =  P2iń n(x2i  jest rzutem siły,  działają cej  na itą kulkę  rzę du  drugiego,  na oś z; 
PUK  =  P2iCosa2;Cos9?2i jest  rzutem  siły,  działają cej  na itą kulkę  rzę du  drugiego,  na oś x; 
n  oznacza  liczbę  kulek  w jednym  rzę dzie. 

Sumowanie  obejmuje  wszystkie  kulki  (praktycznie — kulki  obcią ż one),  zaś R,  h  i  cc 
oznaczają  wymiary  łoż yska  oznaczone  na  rys. 2. 

Kąt  działania  <xmi  jest  funkcją  ką ta  fmi  i  obowią zują  dla  niego  zależ noś ci: 

am sin am ± z 0 + R sin rj  cos  fmi 

sin a,„; = ^  ^  l/fan sin am±  z0+Rsinr]  cos fmi)
2+(am  cos a,„T*o cos <pmif  ' 

amcosa,„Tx0cos<pmi 

cosami  =  —  , 
у (ат  sin ат±  z0 + Л sin tj cos C9„„)2+ (a„, cos txm T*o cos cc,„,)2 

m =  1, 2. 
Znak  górny  dotyczy  rzę du  pierwszego,  a  znak  dolny — rzę du  drugiego. 

Jeż eli  ат   =  co,  wówczas  аи  =  а ь  a2 i =  а2,  dla wszystkich  i =  1, 2, ... и. 
Przy  duż ej  iloś ci  kulek  zamiast  sił skupionych,  działają cych  na  kulki,  moż emy  wpro

wadzić  równoważ ne  obcią ż enie  cią głe  na obwodzie bież ni,  zastę pując  sumowanie  wielkoś
ci  Pmi  przez  całkowanie  funkcji 

P M  . 
dfm, 

gdzie  Afm =—,  m =  1, 2,  zaś nm  oznacza  liczbę  kulek  w jednym  rzę dzie. 

W  przypadku  щ = n2  = n,  mamy  Aft  = Af2  = Atp oraz  cpu =  fu  =  fi
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Wstawiając  do równań  (4.1)  wyraż enia  okreś lone  wzorami  (3.3)  i  (4.2)  otrzymamy 

_  [^(^sinai+zof^sin^coscji^+^icosa!—x0co s9?i)2—«i] 3 / 2X 

+ 

(4.3) 

nQ  _  j'   X (at  sinai+zo|j?sin?7coscpi)t /cpi 
c n  J  |/(a1sinai+z0+^sin»?co s931)

2+(a1cosa1—AT 0COS99| )2 

_  f \ (a2 sin a2—?o+R sin r\ cos q>2)
2 +  (a2 cos a2+x0 cos <p2)

2—я2]
3/2  X 

»>2 

Г  X (a2sin я2 — z0+  Rsin7]cos(p2)d(p2 

J  |/(a2  sin a2—z0+Л sin rj  cos е р2)
2+(a2 cos a2+* 0 cos  c?2 )

2 

_  [[/(a1sina1+z0+/?sinłicoscnl)
2+(aicosa1—л ocoscp!)2   c j 3 ' 2 X 

л Н  _  Г  X (aicosa,—A'oCOScpOcos!̂  Ję Pi ̂  

си  J  [/(aisinai+zo+^sin^coscji^+^jcosai—Xocosg?!)2 

  []/( a2  sin a2—z0+R sin »7 cos <p2)
2 +  {a2cos a2+x0 cos c>2)

2—a2J
3/2 X 

?>2 

Г  X (ur2cosa2+^0coscp2)coscp2(/c?2 

У j / (a2 sin a2 — z0+R sin 77 cos cp2)
2 +  (a2 cos a2+x0 cos g?2)

2 

_  ^(a iSinâ Zo +^s i n Ti c o s ę p î  r ^cosa!—x0 c o s 9 ?, )2 — o j 3 ' 2 X 

л М  Г  X  (^sinai+Zo+Ksin^cosipOcosę pirfę i?, 
=  R  I  •  + 

с /г  у  j /(a1sina1| Zo+i?sin»;co s991)
2+(fl 1cosa1—JC0COSC)I) 2 

  [l/(a2sin a2 —z0 +Л sin ?? coscp2)
2 +  (a2cosa2+x0cos<p2)

2—a2]
3/2  X 

Г  x(a2sma2—z0\Rs'mr]COS(p2)cos(p2d(p2 
 f  л  I  ,  . _ —  =  H 

0^  у (a2 sin a2—z0+R sin ?i cos cp2)
2 +  (a2 cos a2+x0 cos <j?2)

2 

_  []/(ai sin CCI+ZQ+Rsin  ??cosy,)2! (aŁcos a ,—^ C O S C A ) 2 —a, ] 3 / 2 x 
Tl 
Г  X (a, cos a,—x0 cos 9?,) cos 9?, cicp, 

 г h  •  / —  —    —  r 
J  V (aiSina1rz0+^sin?7COS951)

2 +  (a|COsa1—XoCoscpO2 

+ '  

[]/(a2  sin a2—z0+i? sin t]  cos 9?2)
2+(a2 cos a2+x 0 cos <p2)

2 — a2)
3/2  X 

^  Г  X (a2cosa2+yocosy2)coscp2c/y2 

о  V  ( «2s i n a2—Zo +i?sinł icoscp2)
2+(a2cosa2+x 0 co s 9?2)

2 

Granice  całkowania  q>x i  <p2  wyznaczymy z warunku  / m i  = 0  (rys. 4). 
Równania  (4.3)  obowią zują  dla  układu  sił  przedstawionych na rys.  2 z tym,  że  siła H 

powinna  być  tak niewielka,  aby  maksymalna  siła  działają ca  na kulkę  rzę du  pierwszego 
wystą piła  przy c?i =  0.  Jeż eli siła H jest bardzo duż a,  wówczas obcią ż enie  rzę du pierwszego 
ulegnie  zmianie  (rys.  5) i maksymalna  siła  działają ca  na kulkę  wystą pi  przy  q>t =  180°. 
Równania  (4.3.)  bę dą  jednak w dalszym  cią gu  obowią zywały  z tym  tylko,  że w całkach 
odnoszą cych  się do rzę du  pierwszego  należy  zmienić  dolną  i górną  granicę  całkowania. 
Granica  dolna  bę dzie  równa  <pu a górna л . Jeż eli  siła H ma  zwrot przeciwny  (—H)  rów
nania  bę dą  obowią zywały  tak  długo,  jak  długo /2(0°) >  0.  Rozwią zując  układ  (4.3.) i  od
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wracając  go wyznaczylibyś my uogólnione przemieszczenia x0,  z0,rj  — a tym samym rozkład 
nacisków na kulki w łoż ysku — w funkcji  uogólnionych  sił  zewnę trznych 

(4.4)  x0  =  Fi(Q,  H,  M),  zo =  F2(Q,  H, M),  rj  — F3(Q,  H,  M). 

Równania  (4.3)  nie nadają  się jednak  do dalszej  analizy, zarówno z uwagi na trudnoś ci 
całkowania,  jak i  konieczność  póź niejszego  rozwią zywania  układu  równań  przestę pnych 
ze złoż onymi  funkcjami nieelementarnymi.  Moż na je  rozwią zać  metodą  przybliż oną  przed
stawiając  wyraż enia niewymierne w postaci potrójnych  szeregów potę gowych. Na przykład: 

(
.  oo  oo  co 

<pu ctjjzo,x0,  rj,—J  =  5j  5^bij k(<pb  ctt;  z0)x0ń nr]}ajk. 

°l  '  i=Q j=0 A=0 

Rozwią zanie  równań  (4.3) za pomocą  szeregów  bę dzie  przedmiotem  oddzielnej  pracy, 
natomiast  obecnie  zajmiemy  się rozwią zaniem  ś cisłym  tych  równań  zakładając  a,„ = oo 
(pominiemy zmianę  ką ta  działania, co byłoby  ś cisłe w przypadku co najmniej jednej bież ni 
stoż kowej,  natomiast  dla bież ni  toroidalnych  stanowi  dogodne  przybliż enie),  wówczas 
prawa strona powyż szej zależ noś ci bę dzie  równa  wyraż eniu  (3.4) i  układ  równań  (4.3) 
przyjmie  znacznie  prostszą  postać: 

cnsma 

7lH 

cncosa 
(4.5) 

7lM 
cn (R + //ctg a) sin a 

nO 
—^— =  I  (z0sina—XoCosacoso?+i?sin/7sinacoso?)3/Vf » + 
7 С 1П Ci  Y 

0 

'li 
— j  (—Zosina+XoCosacos<p+i\sin/7sinacosc03/2Jc9, 

o 

<PI 
• •  — j  (z0sina—X0cosacos99+7?sin/7sinacos9?)3/2cosa5u?g9 + 

ó 

+  j  (—z0sina+x0cosacos99+/?sin̂ sinacos95)3/ Zcos97//9?, 
o 

• J (z0sina—x0 cos a cos 9?+/? sin >7 sin a cos с ?)3'2 cos 95̂ /99p 
o 

+  J  (—z0sina+x0cosacos9?+i?sin/ 7sinacos95)3/ 2cos99(/ 99. 

W  równaniach  tych przyję to  a =  di =  a2,  а ponadto  obie zmienne  c>i i <p2  oznaczono 
krótko  przez 99. 

Granice  całkowania  (rys. 4) wyznaczymy z warunku fmi  = 0; m — 1, 2, a  więc 
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W  przypadku 

i л g\  Zz  $C  1 
xnctga—jRsiiił; 

mamy  c/3, =  л . 
Układ  ten jest mniej  skomplikowany niż  (4.3)  i w zwią zku  z tym prawe  strony  równań  

moż na  bę dzie  scałkować.  Rozwią zanie  prowadzi  do  równań  przestę pnych  zawierają cych 
całki  eliptyczne. 

Odwrócenie  tych  równań  i  przedstawienie  uogólnionych  przemieszczeń  w postaci  (4.4) 
jest jednak  w dalszym  cią gu  niemoż liwe.  Przemieszczenia  moż emy  wyznaczyć  jedynie  na 
drodze  numerycznej  (rozwią zywanie  równań  przestę pnych)  lub  metodą  przybliż oną  np. 
metodą  szeregów potę gowych,  którą  stosowano  w  pracy  [6]  do  rozwią zania  tego  układu 
równań,  dla pewnego  zakresu .obcią ż eń  zewnę trznych  (duży  moment,  małe  siły — osiowa 
i  promieniowa). 

W przypadku działania na łoż ysko  tylko jednej uogólnionej  siły układ  równań  sprowadzi 
się  do  jednego  równania,  mianowicie: 
1.  W  przypadku  działania  siły  osiowej  Q 

n 

=  z\>2sin5'2a  \dę \ 
cn  J 

stąd 

(4.9)  z0  =  [  Я щ )  . 
\ с « sin5'  a / 

2.  W  przypadku  działania  momentu  M 

я /2  я /2 

t .  —— =  2sin3 / 2a(i?sinł?)3 / 2 (ivsinoe J  cos5/2c5u?c5+/zcosa  j  cos5/2ceJcc); 

stąd 

, A  \ы  „  .  Г  TiM  1Z / 3 

(4.10)  Rsmn  =  y  C B ( J t + A c t g B ) r i n ł / , a j  •  

3.  W  przypadku  działania  siły  poziomej  H 

H  Я'2 

=  2xo/ 2cos5 / 2a  I  cos5' 2<pdw: 
cn  J 

stąd 

( 4 Л 1 )  X o C t g a  =  ( l , 4378c^ /2 acosa)  " 

Powyż sze  trzy  przypadki  są  znane,  w'literaturze  [14,17];  zależ noś ci  (4.9)(4.11)  przyto
czyliś my ze wzglę du  na  to, że bę dziemy  z nich  korzystać w dalszej  czę ś ci pracy. 
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5.  Rozwią zanie  ś cisłe  równań  w przypadku  a„, = oo 

Przystę pując  do  rozwią zania  układu  równań  (4.5)  założ ymy  z0 Ф 0 i  wycią gniemy 
(z0sina)3'2  przed  znak  całki  oraz  zastosujemy  nastę pują ce  podstawienia: 

x 0ctga  Rń nt] 
(5.1)  u =  i  ', 

Za z0 

(5.2)  +RsmV  ^ 

„     /  g  г  
* e  \ cns in5 ' 2 a/  ' 

Г5  3̂   =  Г  Я М  Г '' 
1  '  J  9 м  L 1,4378c/7(«+Actga)sin5 / 2aj  ' 

=  /  л Н  \ 2 / 3 

9 н  \  l ,4378c«cosasin3 ' za  /  ' 

gdzie  u i  w  noszą  charakter  bezwymiarowych  uogólnionych  przemieszczeń  pierś cienia 
wewnę trznego,  q — zredukowanych  obcią ż eń  [o wymiarze  długoś ci  wg  zależ noś ci  (4.9)
(4.11)]. 

Odkształcenia  /tej kulki  i pierś cienia  wewnę trznego  (3.4)  wyraż one  za pomocą  para
metrów  u i v przyjmą  postać:  w rzę dzie pierwszym 

(5.4)  /,(95) =  z0(l+wcos<7j)sina, 

w rzę dzie  drugim 

(5.5)  /2(95) = z0(— 1 +г;  cos  99) sin a; 

skąd  przy z0 ф 0 

/ A - (A 

<Pi =  arc  cos  I — — I,  c>2 = arc  cos  l—J. 

Równania  (4.5)  po uwzglę dnieniu  zależ noś ci  (5.1)—(5.3) zapiszemy  nastę pują co: 

3/2  V  f2 

q%2 = —  \[  (l+ucos<py>2d<p  f  (l+vcosw)3' 2d<p], 
7 1  'o  o  J 

3/2  *' 1  w 

(5.6)  у **2  = —£?__- [ —  j  (l\u cos cpy2 cos <pd<p\  J  (— 1 + v cos cp)3' 2 cos cpdrp], 
1,43/6  0  0 

3/2  V 1  И  

g M 2  =  , ^"no  f  ( l + wcos99)3'2cos<7;t/c)+  I  ( —  l+z;cos99)3/ 2cos99<fy>|. 
1,43/8  L Ó  0  J 

Z  analizy  funkcji  podcałkowych  wynika,  że parametr  u dla  przyję tego  układu  obcią ż eń  
zewnę trznych  może  przyjmować  dowolne  wartoś ci,  natomiast parametr v winien  spełniać  
warunek v > 1. 
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Wartoś ci  parametru  u wskazują  na  rodzaj  obcią ż enia  rzę du  górnego.  Szczególnie  inte
resują ce  są jego wartoś ci graniczne, odpowiadają ce  takiemu obcią ż eniu,  przy jakim/1(0°)  = 
=  0  albo/,(180°)  =  0. 

Rozpatrzymy przypadek pierwszy, tzn. gdy /1(0°)  =  0. Wówczas korzystając  z zależ noś ci 
(5.4), otrzymamy 

  * ° c t g a  +  R s m r l  =  1,1  a  więc  dla  /,(0°)  =  0,  mamy  u =   1 .  Podobnie  dla 
z0  z„ 

/1(180°)  =  0,  mamy u =  1. 

Analizując  w  dalszym  cią gu  wyraż enie  podcałkowe  (5.6)  moż emy  stwierdzić,  że  dla 
|w| ^  1 cały  pierwszy  rząd  kulek  bę dzie  obcią ż ony  (górna  granica  całkowania  ęx  =  л ), 
a  dla  \u\ >  1 tylko  czę ść  tego  rzę du  bę dzie  przenosić  obcią ż enie.  Wartość  bezwzglę dna 
parametru  u wskazuje,  która  czę ść  rzę du pierwszego przenosi obcią ż enie.  Na rys. 6 przed
stawiono  rzuty  odkształceń  na oś z w zależ noś ci  od wartoś ci parametru  u. 

u<1 

%>0 

----- —, 

Г  Г Т Тг  
R  ^ 

R y s.  6 

Dla  dodatnich  wartoś ci  parametru  u  maksymalne  odkształcenie  w  rzę dzie  pierwszym 
wystą pi  przy  ^  =  0°, a  dla  ujemnych  przy  (px =  180°  (duża  siła  Я ).  Widzimy  wię c,  że 
równania  (5.6) bę dą  obowią zywały  tylko dla dodatnich wartoś ci parametru  u. Dla wartoś ci 
ujemnych  należy  zmienić  granicę  całkowania  we  wszystkich  całkach,  zawierają cych  ten 
parametr. 

W  odniesieniu do  wartoś ci  parametru  v,  winien  on  spełniać  warunek  v >  1, co  wynika 
z  poprzednio  przyję tego  założ enia /г (0°) >  0. 
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Równania  dla  ujemnych  wartoś ci  parametru  u  zapiszemy  nastę pują co: 

3/2  *  4>2 
gff  =  —[J  (lUCOS<pyi2d<p  f  (  l + WCOSCo)3'2^] , 

3/2  *   l f l 

(5.7)  gjj2 =  ^  [—  /  (1MCOSco)3'2coscpdcpĄ  j  (l+acosc/03/2cosc9</c>], 

3/2  *  92 

дъм  =  :  ^ ° 3 7 8  [ /  (1 —Mcoscc)3/2cosg5t/co+J  (—1+acosco)3/2coscc  rfcc]. 

Z  uwagi  na  fakt,  że  w  powyż szych  równaniach  uwzglę dniono  już  znak  ujemny  para
metru  u,  to  w dalszym  cią gu  rozważ ań  całki  te  bę dziemy  rozwią zywali  tylko  dla  wartoś ci 
dodatnich  tego  parametru,  przy  czym  w  definicji  (5.1)  należy  zmienić  znaki  po  prawej 
stronie  wyraż enia. 
Dolna  granica  całkowania 

w przypadku,  gdy 

z0 

(px  =  arc cos  —.—  = q>! 
x0  ctgee—л sin?/ 

x0ctga—Rsinr] 

wynosi  <px  =  0. 
Całki zawarte w równaniach  (5.6)  i  (5.7)  sprowadzimy do  całek  eliptycznych  pierwszego 

i  drugiego  rodzaju. 
Najpierw  zajmiemy  się  rozwią zaniem  pierwszej  całki  z  układu  równań  (5.6),  zawiera

ją cej  parametr  u.  W  tym  celu  zastosujemy  podstawienie 

(5.8)  cosec =  1—2sin2y, 

gdzie  у  =  2 • Całka  ta  przyjmie  więc  postać: 

(5.9)  f  (l+ucos<py'2d<p= 2(1+и У12  f  ( l+/32sin2y) 3 /Vy , 
o  o 

gdzie 

(5.11)  yx  =  arc  sin ^ / ~ ^ 7~ • 

Rozwią zanie  całki  znajdują cej  się po  prawej stronie  równoś ci  (5.9)  zależ ne jest  od  war
toś ci  parametru  bi  [18],  a  tym  samym  od  wartoś ci  parametru  u.  Ponieważ  parametr  u 
może przyjmować  dowolne dodatnie wartoś ci, całka  ta  bę dzie miała dwa  rodzaje  rozwią zań  
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w zależ noś ci od przedziału  zmiennoś ci tego parametru.  Przedziały te okreś limy  nierównoś
ciami:  1) dla 0 <  Z>i <  1, co odpowiada 0 <  u <  1; 2) dla bx >  1, co odpowiada u > 1. 

W  przypadku,  gdy 0 < z /^ 1 {q>i  = n),  całka  (5.9)  zgodnie z katalogiem  całek  [18] 
bę dzie  miała  rozwią zanie 

я /2 

/  ( l 6 2 s in2 y ) 3 'V y  =b2bb4b1)
]^K(bi), 

o 

gdzie Щ к )  jest całką  eliptyczną  pełną  pierwszego rodzaju,  E(/c) jest całką  eliptyczną  pełną  
drugiego  rodzaju,  a moduł к  =  bx. 

Podstawiając  za bx  wyraż enie  (5.10)  otrzymamy 

(5.12)  / ( l + M c o s ^>  = 4  , / 1 + ^ 4Е ( | / ^  ( l  u ^ j / ^  J ] . 
Całkę  (5.9) w przypadku н >  1 rozwią ż emy  [18]: 

J  ( l  » 2 s i n2 y ) 3 ^ y  =  {1  (2bĄ bĄ2,l)  +  ^F(y2,j) 

1й2  J .  1\  , ft? 

3/J!  ^ p ^ j  + ^ s i n y c o sy  | / l  / 32 s i n2 y |  j , 

gdzie  f | y 2 , ^  |  jest  całką  eliptyczną  pierwszego  rodzaju,  £|y2,^j — całką  eliptycz

ną  drugiego  rodzaju, zaś  

(5.13)  y2 =  arc sin ( i ,  siny). 

Dla  dolnej granicy całkowania  wartość y 2 = 0, a dla górnej y 2 = я /2. 
Ostatecznie  całkę  (5.9) dla u >  1 przedstawimy  nastę pują co 

(5.14)  / ( 1 + И с о » >̂  = ^ = [ ( ^  4 М + 3 )к ( |/  ^ ) + 8 « Е ( | /  ! £ ) ] . 

Nastę pną  całkę  f  (l + zvcosc5)3/2coscpdy  rozwią ż emy,  wykorzystując  poprzednio  stoso
ó 

wane  podstawienia.  Ponieważ  sposób  rozwią zania  jest  analogiczny, podamy  tylko  wzory 
koń cowe.  I  tak dla 0 <  u < 1 

(5.15)  /  (l+Mcos<p)3'2cos,p# =   ! y ! ^ 

a dla u > 1 

(5.16)  J  ( l + t / c o s c ^ c o s ę̂  =  ^ | T 2 i 7[ 2 ( 3 m 2 + 1 ) E( I / Ч Ь Г)  + 

 ( W  1 ) ( 3 «  1 ) K ( ^ ) ] . 
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Nastę pnie  przystą pimy  do  rozwią zania  całek  układu  równań  (5.7)  zawierają cych  para
metr  u.  W  tym  przypadku  zamiast  podstawienia  (5.8)  korzystniejsze  jest  podstawienie 
cosec =  2cos2y—1, gdzie  у =  cc/2; a  zatem 

K /2 

(5.17)  f  (lWcoscc)3 /Vco  =  2(1+ы )3 ' 2  /  (1/32cos2 y) 3 / 2Jy. 

<ti   У1 

Dla 0 <  u ̂   1,  cc,  =  0,  całka zgodnie z katalogiem całek  [18] bę dzie  miała  rozwią zanie 

f   ( i  z , , c o s V )3 ^  = \ \(2^)Г ^(Г з > bi)  *; s^c°7 1 + 
ó  l 3  L  j / l  / 3 2 cos2 yJ 

j   ^2  ^  J  j 

j^F(y3,bi)+~  sinycosy v/l/> 2sin2y \  |  , 

,  .  .  siny 
gdzie  уз =  arc sin 

\/ \— /32cos2y 
Dla  dolnej  granicy  całkowania  y 3  =  0,  dla  górnej  y 3  =  т т /2.  Wobec tego po  wstawieniu 
granic  całkowania  otrzymamy 

(5.18,  / ( ,  „ C O S ^ 4 / I T M [ 4 E ( J / Ж )аИ )ж (|/^)]. 
Z  uwagi na to, że znak minus parametru  u został już uwzglę dniony  w wyraż eniach pod

całkowych  układu  równań  (5.7),  do  rozwią zania  (5.18)  wprowadzono  jego  wartość  bez
wzglę dną.  Wartość  całki  (5.18) jest  równa  wartoś ci  wyraż enia  (5.12) i podobnie  dla u >  1 
całka  (5.17)  bę dzie  równa  całce  (5.14).  Ponadto  moż na  sprawdzić,  że  dla wszystkich 
wartoś ci  parametru  u bę dzie  obowią zywała  równość  

Я  c>, 

(5.19)  — j  (1—Hcosc/>)3/2cosc9ufy>  =  /  (1+WCOSCP)3/2COS99</C>. 
=  o 
<pi 

Nastę pnie  przystą pimy  do  obliczenia  całek  zawierają cych  parametr  v.  Całki  te  bę dą  
miały  jeden  rodzaj  rozwią zania,  ponieważ  v ^  1.  Tok  postę powania  przy  rozwią zaniu 
tych  całek  jest  analogiczny  do  sposobu  rozwią zywania  całek  zawierają cych  parametr  u 
i  dlatego  też ograniczymy się tylko do podania wzorów  koń cowych. A więc 

(5.20)  J  (  l + . c o s ^  =  г ^ [ ( , + 1 ) ( , + 3 ) к ( | / )̂ _8 ,Е ( | / ^Eł ) ] , 

(5.21)  Г (l+^coscc)3/2cosccrfcc  = 4=[2(3^2+l)E(l/^^ ) + 
o  5]/2wL  W  2 v  I 

_ ( , + 1 ) ( 3 ,+  1)к ( | /^1) ]. 
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Wstawiając  rozwią zania  całek do układów  równań  (5.6) i (5.7) otrzymamy dwa rodzaje 
rozwią zań: 
dla  0 <  [ul <  1 

(5.22) 
5]/2vl 

 ( » + Ц ( 3 ,+  , , к ( | / ^ ) ] }, 

+ 

+ 

( , 2 3 ) ^ ^ H V W h s b f r ' + H V v i 

 ( » + 1 ) ( 3 , +  1)к (|/^1)]}, 

 C » + 1 ) ( 3 » +I ) E ( I / ^ ) ] } . 

7  Mechanika  teoretyczna 
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W  przypadku  granicznym  \u\ =  1,  równania  znacznie  się uproszczą  i moż emy je  przed
stawić  w  nastę pują cej  postaci: 

< 5  M )  (»+I)(3»+I)K(J/ ^-1)][, 

 C + ' ) № + l ) K ( | / ^ i ) ] j. 

Każ dy  z  układów  równań  (5.22)  i  (5.23),  zawierają cy  trzy  niewiadome:  z0,  x 0  i  r\ (po
przez u i v),  da się sprowadzić  do  układu  prostszego  zawierają cego  tylko  dwie  niewiadome 
u i v.  W tym celu  równania  (5.22)  i (5.23)  zapiszemy  krótko  nastę pują co: 

qQ  zo  — , 

Г5 25̂   0з ,2 _  3/2 
(5.25)  qH    z0  1 > 4 3 7 8  , 

„3/2 _  J/Z *э (««\ ») 
4 u  ~ Z o  1,4378"

Nastę pnie  każ de  z  powyż szych  równań  podniesiemy  do  potę gi  2/3  i  dodamy  stronami 
do  siebie.  W  ten  sposób  wyznaczymy 

gdzie q =  qQ+qH+qM
Wstawiając  (5.26) do (5.25)  i podnosząc  równania do potę gi 2/3  otrzymamy 

(5.27) 
C,Q  \\.  n  I  L 1A378 J  '  I  1,4378 J  I  [  л  J  ' 

^  ( L  я  J  ^  L 1,4378 J  +  L 1,4378 J  |  L 1,4378"J  ' 

przy  czym  wielkoś ci  qQ  =  qQ/q,  qH  =  (///</.  qM  =  l—qH — qQ  uważ amy  za  znane. 
Stosując  metody  numeryczne  z  równań  tych  moż emy  wyznaczyć  u  i  v,  a  nastę pnie, 

korzystając  z  zależ noś ci  (5.1)  i  (5.2),  pozostałe  uogólnione  przemieszczenia  pierś cienia 
łoż yska 

xoctga  =  vu  [Щ и ,  ^)]2/3  Щ и ,  v)f3  Щ и ,  1>) ]2 / ЭГ ' 

9  2  U.  я  J  Ч  1,4378 J  "^L 1,4378 J  J  ' 
(5.28) 

Rs'mtj  ''  <  . i  i     . . i  ! •  i  i 
2  ([  л  +  |_ 1,4378 J  L 1,4378 _ 
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6.  Zakoń czen ie 

W  niniejszej  pracy  podaliś my  rozwią zanie  ś cisłe  ( 5 . 2 2 ),  ( 5 . 2 3)  równań  statyki  łoż yska 
w  przypadku  pominię cia zmiany  ką ta  działania na skutek  odkształcenia się kulek  i bież ni 
(przyję cie  stałego  ką ta  działania  odpowiada  stosowanej  w  wytrzymałoś ci  materiałów 
zasadzie zesztywnienia).  Równań tych nie da się odwrócić — wykorzystać je  jednak moż na, 
korzystając  z wyraż eń  ( 5 . 2 6 ),  ( 5 . 2 7)  i  ( 5 . 2 8)  do przedstawienia graficznego  lub  tabelarycz
nego zależ noś ci 

~  =  Ф ^(Я м ,Я н ), 

( 5 . 2 9) 

x 0ctga  .  _̂  _  .  Rsinri  ,  ,_  _ . 
=  Ф г (Я м , Я н ),  —у  =  Фз (Я м ,  Я н ), 

tzn.  do  przedstawienia  uogólnionych  przemieszczeń  w  funkcji  obcią ż eń  zewnę trznych 
wyraż onych za poś rednictwem zmiennych  qH  i Я м  Stosowanie wyraż eń  ( 5 . 2 9)  jest  szcze
gólnie wygodne, gdyż zmienne ~qH i Я м zmieniają  się w granicach  od zera do jednoś ci. 

Wyniki  obecnej pracy  znajdą  przede  wszystkim  zastosowanie  przy  ocenie dokładnoś ci 
wzorów  aproksymacyjnych,  okreś lają cych  sztywność  łoż ysk w sposób jawny;  wyprowa
dzenie tych  wzorów bę dzie tematem oddzielnego opracowania. 
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Р е з ю ме  

У Р А В Н Е Н ИЯ  С Т А Т И КИ  Д ЛЯ  Д В У Х Р Я Д Н О ГО  Ш А Р И К О В О ГО  П О Д Ш И П Н И КА  

В  р а б о те  д а ю т ся  т о ч н ые  р е ш е н ия  у р а в н е н ий  р а в н о в е с ия  д в у х р я д н о го  ш а р и к о в о го  п о д ш и п н и к а. 

О п р е д е л е н ие  н а г р у з ок  о с н о в а но  на  т е о р ии  Г е р ц а,  в  с в я зи  с  ч ем  п р и н я ты  п р е д п о л о ж е н ия  к л а с с и

ч е с к ой  т е о р ии  у п р у г о с т и,  с в е рх  т о го  п р е п о л а г а е т с я: 

1.  П о с т о я н с т во  у г ла  д е й с т в ия  п о д ш и п н и ка  (п р е н е б р е г а е т ся  и з м е н е н и ем  э т о го  у г ла  с в я з а н н ым  

с  д е ф о р м а ц и ей  п о д ш и п н и к а ), 

2.  Ж е с т к ие  к о л ь ца  п о д ш и п н и к а, 

3.  Н е б о л ь ш ое  о т н о ш е н ие  h/R  ( р и с.  2), 

4.  З а з ор  в  п о д ш и п н и ке  р а в ен  н у л ю. 

С н а ч а ла  о п р е д е л е на  у п р у г ая  д е ф о р м а ц ия  / т о го  ш а р и к а,  у ч и т ы в ая  и з м е н е н ия  у г ла  д е й с т в ия  

в с л е д с т в ие  д е ф о р м а ц ии  ш а р и к ов  и  д о р о ж ки  (3.3)  а з а т ем  п р е н е б р е г ая  э т им  и з м е н е н и е м.  О п р е д е л е на  

с и ла  д е й с т в у ю щ ая  на  i  т ый  ш а р ик  и  п о с т р о е ны  у с л о в ия  р а в н о в е с ия  д ля  в н у т р е н н е го  к о л ь ца  

п о д ш и п н и ка  (4.1).  С  ц е л ью  о п р е д е л е н ия  о б щ е го  р е ш е н ия  не  з а в и с и м о го  от  ч и с ла  ш а р и к ов  с у м м и

р о в а н ие  з а м е н я е т ся  и н т е г р и р о в а н и е м.  П р е д е лы  и н т е г р и р о в а н ия  о п р е д е л е ны  из  у с л о в ия  fmi  =  0. 

П о л у ч е н н ые  у р а в н е н ия  (4.3)  не  п р и г о д ны  д ля  д а л ь н е й ш е го  а н а л и з а,  т ак  из  за  з а т р у д н е н ий  п ри  

и н т е г р и р о в а н и и,  к ак  и  н е о б х о д и м о с ти  р е ш е н ия  с и с т е мы  т р а н с ц е н д е н т н ых  у р а в н е н ий  со  с л о ж н ы ми  

н е э л е м е н т а р н ы ми  ф у н к ц и я м и.  Д ля  д а л ь н е й ш е го  р а с с м о т р е н ия  не  у ч и т ы в а л о сь  и з м е н е н ие  у г ла  

д е й с т в и я;  у р а в н е н ия  с т а т и ки  з н а ч и т е л ь но  у п р о с т и л и сь  (4.5)  и  с в е л и сь  к  т р а н с ц е н д е н т н ым  у р а в

н е н и ям  (5.22)  и  (5.23)  с о д е р ж а щ им  п о л н ые  э л л и п т и ч е с к ие  и н т е г р а лы  п е р в о го  и  в т о р о го  р о да  

з а в и с и м ые  от  п а р а м е т р ов  и  и  v  о п р е д е л е н н ых  ф о р м у л а ми  (5.1)  и  (5.2). 

Р е з у л ь т а ты  н а с т о я щ ей  р а б о ты  н а й д ут  п р е ж де  в с е го  п р и м е н е н ие  д ля  о ц е н ки  т о ч н о с ти  п р и б л и

ж е н н ых  ф о р м ул  о п р е д е л я ю щ их  я в но  ж е с т к о с ть  п о д ш и п н и к о в;  в ы в од  э т их  ф о р м ул  б у д ет  т е м ой  

о т д е л ь н ой  р а б о т ы. 

S u m m a ry 

E Q U A T I O N S  O F  S T A T I CS  O F  D O U B L E  R OW  R A D I A L  T H R U S T  B A L L  B E A R I N G 

Paper  gives an  exact  solut ion of  the  equi l ibr ium  equations  of  doublerow  radialthrust  ball  bearing. 

The  determination  of  loading acting  on  indiv idual  balls  is  based  on  Hertz 's  theory,  thus  the  classical 

assumptions  of  the  theory  of elasticity are  accepted;  further  assumptions  are  as  fo l lows: 

1) The  pressure  angle  (rake  angle)  a  is  constant  (the  change  of  this  angle  due  to  elastic  deformation  of 

the  balls  is  neglected), 
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2)  The  bearing  rings  arc  r igid, 

3)  The  ratio  h>R  is  small  (F ig. 2), 

4)  The  bearing  clearance  equals  to  zero. 

The  elastic  deformation  of  the  г 'th  ball  is  determined  at  first  with  the  change  of  the  pressure  angle  a 

being  taken  into  account  (3.3),  and  then  with  being  neglected,  (3.4). 

The  force  acting  on  the  ;th  ball  is  then  determined  and  the  equations  of  equi l ibr ium of  the  inner  r ing 

of  the  bearing  are  formulated,  (4.1).  To  obtain  a  general  solut ion  independent  on  the  number  of  balls  the 

summation  is  replaced  by  the  integration.  The  l imi t  of  integration  is  determined  by  the  condi t ion  of  no 

deformation  of  the  bal l,  /",„; =  0.  The  obtained  equations  (4.3)  are  almost  useless  to  the  further  analysis 

because  of  the  difficulties of  integration  as  well  as  the  necessity  of  solut ion of  the  system  of  transcendental 

equations  with  involved  nonelementary  functions.  Thus  i n  the  further  analysis  the  change  of  the  pressure 

angle  a  is  neglected;  the  equations  of  statics  take  then  considerably  simplif ied  form,  (4.5),  and  may  be 

reduced  to  transcendental  equations  (5.22)  and  (5.23)  containing  ell ipt ic  integrals  of  the  first  and  of  the 

second  k ind,  depending  on  the  parameters  // and  v,  defined  by  the  formulae  (5.1)  and  (5.2). 

The  results  of  the  present  paper  w i l l  be  applied, above  a l l, to  the  estimation  of the  accuracy  of  the  appro

ximative  formulae  determining  the  stiffness  of  the  bearing  i n  an  explicit  f o rm;  the  derivat ion  of  such  for

mulae  w i l l  be  given  in  a  subsequent  paper. 
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