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1. Wstep

Zainteresowanie cieczami nienewtonowskimi, ktérych wlasno$ci mechaniczne odbiegaja
istotnie od cieczy klasycznych, wzrasta ostatnio znacznie z uwagi na rozwdj przemystu
tworzyw sztucznych, przemystu papierniczego i spozywczego, przemystu paliw plynnych
i smaréw itp. Prowadzenie i wlasciwe ukierunkowanie badan doswiadczalnych wymaga
znajomosci odpowiedniej teorii pozwalajacej opisac¢ i objasni¢ liczne zjawiska obserwo-
wane w cieczach nieklasycznych. Do chwili obecnej powstala juz obszerna literatura teore-
tyczna i do§wiadczalna ujmujgca zagadnienie w sposdb mniej lub bardziej racjonalny i efek-
tywny (por. [, 2,3,4,5, 6)]).

Niniejszy przeglad stawia sobie za cel zaznajomienie z najwazniejszymi zagadnieniami
teorii 1 wynikami do$wiadczen w ujeciu mechaniki kontinuum. Sposdb przedstawienia
obliczony jest na czytelnika zaznajomionego z podstawami mechaniki kontinuum, lecz
nie bedacego specjalista w dziedzinie cieczy nienewtonowskich. Innymi stowy, jest to wy-
specjalizowany przeglad dla zainteresowanych niespecjalistow. '

Nalezy rowniez podkreslié, Ze przeglad ten nie pretenduje do zbyt wielkiej ogdlnosci
1 reprezentatywnosci; czesciowy wybdér literatury dokonany zostal w celu jak najlepszego
i najpetniejszego, w opinii autora, zilustrowania pewnych zjawisk i sposobdéw ich wyjaénie-
nia. Z uwagi na obszernos$¢ przedmiotu, celowo pominieto takie zagadnienia, jak struktura
cieczy, termodynamika, dyfuzja, przeplywy zaburzone itp. Nie omoéwiono takze licznych
modeli cieczy badanych metodami mechaniki kontinuum, jak ciecze anizotropowe, cickle
krysztaly, podciecze itp., odsylajac zainteresowanego czytelnika do monografii [1]. Szeroko
rozwinigta klasyczna teoria liniowych o$rodkéw lepkosprezystych rdowniez znalazia sig
poza przegladem (por. [7, 8]).

W niniejszej pracy, po rozwazeniu ograniczen teorii klasycznych, rozwinigto teorig
niedcisliwych cieczy prostych obejmujaca, w pewnym sensie, wigkszo$§¢ starszych teorii
cieczy nienewtonowskich. Oméwiono klasg tzw. przeplywdéw wiskometrycznych o duzym
znaczeniu laboratoryjnym i praktycznym, zwracajac szczegélna uwage na efekty naprgzen
normalnych. Niektore typy przeptywow przedstawiono krétko dla uproszczonych modeli
cieczy. Dokonano ogdlnej klasyfikacji rownan konstytutywnych cieczy zwiazanych bez-
posrednio lub posrednio z niesci$liwymi cieczami prostymi. Troche wiecej miejsca po-
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$wigcono cieczom drugiego stopnia i tzw. cieczom z konwekcyjng sprezystoécia. Na zakon-
czenie przedyskutowano krétko zagadnienia statecznosci, zwlaszcza dla plaskich ustalonych
przeplywow $cinajacych.

2. Ograniczenia teorii cieczy newtonowskich

Klasyczne réwnania konstytutywne cieczy lepkich, wyrazajace prawo Newtona-Cauchy-
Poissona
.1 T = —(p+2trD)1+29,D,
gdzie T jest symetrycznym tensorem napre¢Zenia w sensie Cauchy, D —— tensorem predkosci
deformacji, tj. symetryczng czgécia gradientu pola predkosei, 1 — tensorem jednostkowym,
za§ A, my — stalymi cieczy charakteryzujacymi odpowiednio §ci§liwo$¢ i lepko$é new-
tonowskaV, przybieraja w przypadku cieczy niesci§liwych szczegdlnie prosta postaé
(2.2) T = —pl4+2n,D, trD=0.
Zaleznosci powyzsze po wstawieniu do dynamicznych réwnan réwnowagi prowadza do
rownan Naviera—-Stokesa powszechnie stosowanych w klasycznej hydrodynamice. Stad
tez czgsto, w literaturze przedmiotu, zaleznosci (2.2) nazywaja sie zalezno§ciami opisu-
jacymi ciecz Naviera-Stokesa (por. [2]).

Z rozwiazania rownan Naviera-Stokesa dla ustalonego przeplywu Poiseuille’a otrzymuje
si¢ znane prawo Hagena-Poiseuille’a
aRY
87]() ’

(2.3) Q=

wyrazajace liniowy zwiazek migdzy wydatkiem cieczy na jednostke czasu Q i ggstoscia sily
inicjujacej f (gradientem ci$nienia w kierunku przeptywu). Wydatek cieczy jest wprost
proporcjonalny do czwartej pot¢gi promienia rury, natomiast odwrotnie proporcjonalny
do lepkosci 1o. Podobnie ma si¢ sprawa dla ustalonego przeptywu Couette’a, dla ktdrego
proporcjonalno§é momentu M okre§lonego na jednostke wysokosci do predkosci kato-
wej £2 z jaka obraca si¢ jeden z cylindréw, wyraza si¢ wzorem nastepujacym:
47ny R} R?

(2.4) M = ‘RngTQ’
przy czym R, i R, oznaczaja odpowiednio promien zewnetrzny i wewnetrzny wiskozy-
metru. Z do$wiadczen wynika, Ze dla wielu realnych cieczy (zwlaszcza tych o niskim ci¢zarze
czasteczkowym) spetnione sa zaréwno zaleznosei (2.2), jak i (2.3), (2.4).

Istnieje wiele praktycznie nieécisliwych cieczy o znaczeniu technicznym i laboratoryjnym,
ktérych zachowanie nie daje si¢ opisaé réwnaniami (2.2). Naleza do nich roztwory i stopione

') Notacja uzywana w pracy zostala w znacznej mierze zaczerpnigta z monografii [1, 2], gdzie mozna
znalezé szczegblowe definicje wprowadzonych wielkosci i symboli. Wektory i tensory oznaczono odpo-
wiednio pélgrubymi malymi i duzymi literami. Tensory nalezy rozumieé jako liniowe transformacje przy-
porzadkowujace kazdemu wektorowi drugi wektor; trT oznacza operacje $ladu przyporzadkowujaca
tensorowi liczbe, podobnie det T jest wyznacznikiem tensora, a TT — tensorem transponowanym. Funkcjo-
naly konstytutywne oznaczono literami gotyckimi, za$ funkcje i stale materialowe — literami greckimi.
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polimery, roztwory mydla i celulozy, roztwory biologiczne, rézne koloidy, itp., a takze
farby, smoty, asfalty, kleje 1 inne, ktérych «ciekly» charakter nie ulega najmniejszej watpli-
woéci. Badania doswiadczalne wykazaly, ze odpowiednie funkcje Q(f) lub M(L) sa dla
tych cieczy wyraznie nieliniowe (por. rys. 1). Okazalo sie, Ze dla szerokiej klasy cieczy
nienewtonowskich funkcje typu Q(f) i M({.) moga by¢ obliczone na podstawie znajomosci
Sunkcji lepkosci n(x) zaleznej wylacznie od gradientu $cinania » (predkosci $cinania).
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Rys. 1. Predko$é katowa w zaleznosci od momentu skr¢cajacego w wiskozymetrze Couette’a. Lateks kauczu-
kowy (GR-S) zawierajacy 62,29 czgsci statych (I. M. Krieger i S. H. Maron, J. Appl. Phys. 25, 1954, 72)

Rézny charakter zmienno$ci #(x) warunkujacy nieliniowa zaleZzno$¢ napreZenia $cina-
jacego T od gradientu x, postuzyl w reologii do podziatu o$rodkéw nienewtonowskich na
«pseudoplastyki», «ciecze dylatancyjne» i «o$rodki Binghama» (por. [4, 5]). Zgodnie ze
schematem przedstawionym na rys. 2, lepko$¢ pseudoplastykow i roztwordw polimeréw
maleje w poréwnaniu z wartoscia 7n(0), czgsto osiagajac asymptotycznie statg warto$é %(oo),
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Rys. 2. Schemat podziatu cieczy nienewtonowskich. P — pseudoplastyki i roztwory polimeréw, D — ciecze
dylatancyjne, B — o§rodki Binghama, N — ciecze nienewtonowskie

podczas gdy dla cieczy dylatancyjnych odpowiednia lepko$é wzrasta wraz ze wzrostem gra-
dientu $cinania. Dla plastycznych o$rodkéw Binghama proces plynigcia rozpoczyna sig
w momencie kiedy napre¢Zenie T osigga pewna warto$¢ krytyczna.

Zjawiska polegajace na zmniejszaniu si¢ lub wzroscie napr¢zenia stycznego w zaleZnosci
od okresu czasu, w ktérym realizowany jest proces §cinania, stanowia podstawg podziatu
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cieczy nienewtonowskich na tiksotropowe i reopeksyjne (por. [3, 4]). Wiedziano od dawna,
ze niektore farby daja si¢ fatwiej miesza¢ w miar¢ uplywu czasu mieszania oraz ze drobno-
ziarnisty piasek nasycony woda odksztalca si¢ nieznacznie pod wptywem szybkich i krétko-
trwalych obciazen, w przeciwienstwie do obciazen dlugotrwatych. Nalezy jednak podkreslic,
ze pojecia tiksotropii i reopeksji wydaja si¢ dos¢ sztuczne i w gruncie rzeczy zbgdne dla
wystarczajaco ogolnych — zaleznych od historii procesu — rownan konstytutywnych
cieczy prostych (por. [1]). Wprowadzenie tych poje¢ do opisu zjawisk makroskopowych
wynikalo raczej z niedoskonaloéci stosowanych modeli, co nie oznacza, ze na gruncie
opisu mikroskopowego osrodkéw wielofazowych nie posiadajy one okreslonego znaczenia.

Innym zjawiskiem, istotnie odrdézniajacym ciecze nienewtonowskie od klasycznych cieczy
lepkich, jest wystepowanie okreslonych naprgzen normalnych, podobnie do efektu Poyn-
tinga w ciatach stalych. Z rozwazenia réznicy naprezen normalnych w kierunku promie-
niowym dla ustalonego przeptywu Couette’a cieczy newtonowskiej wynika, ze

R
(2.5) AT = TR =T (R) = — | orlo(r)Pdr < 0,
Ry

gdzie o jest gestoscia cieczy, za$ w(r) — predkoscia katowa w odleglosci r od osi cylindrow.
Poniewaz naciski na $cianki sa rowne odpowiednim naprezeniom wzigtym ze znakiem
przeciwnym, nacisk na $cianke zewnetrzna —T<">(R;) jest wigkszy od nacisku na $cianke
wewnetrzng —7<¢"(R,). Powierzchnia swobodna cieczy przybiera wowczas charaktery-
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Rys. 3. Podnoszenie si¢ cieczy na powierzchni Rys. 4. Zwickszanie si¢ $rednicy swobodnej strugi
wewnctrznego walca w przeplywie Couette’a cieczy wyptywajacej z kapilary

styczny ksztatt paraboloidy obrotowej. Do$wiadczenia wykazuja jednak, Ze dla takich
cieczy nienewtonowskich, jak np. roztwory polimeréw, obserwuje si¢ zjawisko odwrotne,
tj. wystepowanie wigkszych naciskow na §ciance wewngtrznej, oraz Ze faktu tego nie mozna
wyttumaczy¢ tylko przez wiasciwy dobdr funkcji lepkosci n(x); potrzebne sa inne funkcje
zalezne od bardziej ztozonego modelu cieczy.

Czesto obserwowano «wpelzanie» farb na wewngtrzne mieszadio oraz znaczne zwigksze-
nie $rednicy swobodnej strugi cieczy wyplywajacej z kapilary (nazywane w jezyku angiel-
skim die swell), lecz nie wiazano tego z efektami napr¢zen normalnych (por. rys. 3, 4),
Systematyczne studia tych zjawisk oraz préby ich teoretycznego wyjasnienia datuja sig
od czasu ostatniej wojny. Zostaly one zapoczatkowane w W. Brytanii badaniami GARNERA,
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NissaNA, WoODA, WEISSENBERGA i innych (por. [9, 10, 11]). Zwlaszcza do$wiadczalne
1 teoretyczne prace WEISSENBERGA 1 jego szkoly przedstawione na Migdzynarodowym
Kongresie Reologii w roku 1948 (por. [12]), zwrécity powszechna uwagg na efekt naprezen
normalnych zwany czesto w literaturze efektem Weissenberga. Wspomniane juz zjawisko
zwiekszenia $rednicy strugi cieczy nazywane jest czgsto efektem Barusa [13] lub efektem
Merringtona [14]; odgrywa ono istotng rol¢ w procesic formowania widkien sztucznych
(por. [15]). Istnieja liczne proby wyjasnienia wspomnianych zjawisk poprzez wplyw historii
przeptywu, wplyw sprezystych wlasnosci cieczy itp. (por. np. [2, 3]); probe teoretycznego
jakosciowego opisu w oparciu o ogdlna teori¢ cieczy prostych COLEMANA i NOLLA omd-
wimy w jednym z nast¢pnych punktéw.

Przy rozwazaniu momentow ograniczajacych stosowalno$¢ klasycznej teorii Naviera—
Stokesa, nalezy zwrdci¢ uwage na zjawiska relaksacji naprgzen i nawrotu sprezystego
obserwowane czesto w cieczach nienewtonowskich. Postuzyly one za podstawg podziatu
cieczy nieklasycznych na ciecze lepkie lub ciecze niesprezyste (inelastic) z jednej strony,
a ciecze lepkosprezyste lub ciecze sprezyste z drugiej strony (por. [3]). Nalezy jednak pod-
kreslié, ze terminy te nie sa zawsze jednoznaczne i powodujg duzo nieporozumien. Niektorzy
autorzy, na przyklad, wigza pojecie sprezystosci cieczy z efektami napr¢zen normalnych,
inni natomiast za decydujacy moment uwazaja istnienie historii deformacji lub przeplywu.
Trzeba réwniez pamigtaé, ze niektore teorie cieczy sprezystych, bedace formalnym prze-
niesieniem sprezystych wlasnoscei ciat stalych na ciecze, w ktérych nie istnieje okreslona
konfiguracja odniesienia — stan naturalny (por. p. 3), sa bledne z teoretycznego punktu
widzenia (por. uwagi w monografii [1]).

Wiekszo$é efektéw rézniacych istotnie ciecze nienewtonowskie od klasycznych odkry-
wano przede wszystkim w trakcie badan do$wiadczalnych. Zasadnicza przeszkoda na
drodze zbudowania wystarczajaco ogdlnych réwnan konstytutywnych byt fakt, ze w okres-
lonych typach przeplywow, zwlaszcza realizowanych w réznego rodzaju wiskozymetrach,
ujawniaty si¢ tylko niektére wlasnoéci cieczy. Na przyklad, w przepltywach ustalonych
rola historii deformacji jest istotnie ograniczona, za$§ w ustalonym przeplywie migdzy
nieruchomymi koncentrycznymi walcami nie mozna rozrézni¢ ogdlnej cieczy prostej od
czysto lepkiej cieczy typu Reinera—Rivlina (por. p. 5.4) itp.

W ciagu ostatnich kilkunastu lat wtoZzono duzo pracy w rozwdj réznych koncepcji cieczy
nieklasycznych; doprowadzita ona do teorii nieéciSliwych cieczy prostych Colemana-
Nolla (por. [1, 2]) zapoczatkowanej fundamentalna praca NoLLa z roku 1958 [16]V.
Zasadnicze zaloZenia tej teorii, niektére wyniki teoretyczne oraz préby ich weryfikacji
do$wiadczalnej beda stanowié treéé kilku kolejnych punktéw w pierwszej czeSci niniejszego
przegladu.

3. Niesci§liwe ciecze proste

Przechodzac do krdtkiego oméwienia teorii niescisliwych cieczy prostych® nalezy zasta-
nowic¢ si¢ nad ogdlna definicja cieczy. Zgodnie z okresleniem OLDROYDA [18] i LODGE'A
(3] cieczq nazywamy osrodek, dla ktérego naprezenia zawsze osiqgajq stan réwnowagi odpo-

') Znacznie mniej rozwini¢ta teorie $ci§liwych cieczy prostych mozna znalezé w pracy [17].

?) Teoria Colemana-Nolla dotyczy w gruncie rzeczy niesci§liwych plynéw prostych. Z uwagi na ograni-
czenie naloZone w tytule niniejszego przegladu pozostaniemy przy polskim terminie: ciecz prosta.
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wiadajqcy obciqzeniu izotropowemu lub zerowemu, o ile osrodek pozostaje w stalym ksztalcie.
Pociaga to za sobg stwierdzenie, Zze ciecz w stanie spoczynku nie moze przenosi¢ naprezen
Scinajgcych.

W zalozeniu, ze x oznacza polozenie w przestrzeni euklidesowej punktu materialnego X
w aktualnym czasie 7, zas § jest polozeniem tego samego punktu materialnego w dowolnej
chwili (7 <X 1), ruch mozna zapisa¢ w postaci
3.1 E=y(x 1), —oco<T<{,

w ktorej %, oznacza funkcj¢ wzglednej deformacji. Gradient wzglednej deformacji

(3.2) Fi (1) = Vixu(x, 1), F(t)=1,

opisuje zmiang¢ lokalnej konfiguracji X migdzy czasem 7 i ¢£. Funkcje tensorowa

(3.3) F(s) £ F,(t—s) dla oo >s>0,

nazywamy historia wzglednego gradientu deformacji. Je$li mamy dane pole predkosci

¥(x, 1), to biorac pod uwage, ze
|

(3.4) v(x, t) = dir wx, 7)),

=1

mozna okreslié funkcje wzglednej deformacji z rozwigzania réwnan:

(3.5) §(0) = v(§(7), 7), () =x,
gdzie kropka oznaczono rézniczkowanie po czasie 7.

Po tych wstepnych definicjach wielko$ci kinematycznych zapisujemy réwnania konsty-
tutywne cieczy prostej w postaci nastepujacej (por. [l, 2]):

(3.6) T()ipl = & (F(s)), detF(s)=1,
s=0

o0
przy czym p jest cisnieniem hydrostatycznym, za$ § oznacza funkcjonal konstytutywny,
s=0

ktérego argumentem jest cala przeszia historia deformacji. Rownania (3.6) wyrazaja fakt,
ze nieScisliwe ciecze proste to klasa osrodkdw, dia kidrych tensor naprezenia jest okreslony,
z dokladnosciq do cisnienia hydrostatycznego, przez historie wzglednego gradientu deformacji,

[o.¢]
oraz ze dopuszczaine sq jedynie przeplywy izochoryczne. Oczywiscie funkcjonal § jest inny
s=0

dla kazdego przypadku cieczy prostej specyfikujac w ten sposdb jej mechaniczne zacho-
wanie sie",
W szczegdlnym przypadku cieczy newtonowskiej mamy

%0 d
(3.7) s.igo(F(s)) = = (F(s)—%F(s)r)isso.

Wystepujaca w réwnaniach (3.6) niejednoznacznoéé funkcjonatu konstytutywnego (wobec
nieokre$lonego cisnienia p) usuwamy przez zaloZenie

(3.8) : tr E) (F(s)) =0, p= ——%trT.
s=0

1) Uog6lnienie rébwnan konstytutywnych cieczy prostych na inne niemechaniczne efekty jest calkowicie
mozliwe. Termodynamika o$rodkéw prostych zostala zaproponowana przez Colemans [19] (por. takze [1]).
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Dalsze informacje dotyczace wlasnoéci funkcjonatu konstytutywnego wynikaja z zadania
spelnienia znanej ogdlnej zasady mechaniki kontinuum nazywanej zasadq materialnej
obiektywnosci (por. np. [1]). W myél tej zasady wszystkie rownania konstytutywne musza
by¢ niezmiennicze wzgledem zmian uktadu odniesienia w przestrzeni euklidesowej— wyra-
zonych zaleznoscia (por. [16])

(3.9) x* = ¢c(1)+Q(1)[x—ql,

w ktorej q jest niezalezne od czasu, zas Q(r) oznacza dowolny zalezny od czasu tensor
ortogonalny, tj. QQT = 1. Zasada materialnej obiektywnosci wyraZa niezaleznosé wlasnosci
osrodka od ruchu «obserwatora» w przestrzeni; co jest zreszta w zgodzie z czysto intuicyj-
nym odczuciem.

Stosujac powyzsza zasade¢ do réwnan (3.6) otrzymamy, Ze (por. [2])

(3.10) RO § (FO)RO' = § (REOFGRO),

dla kazdej cigglej funkcji R(s), ktdrej wartosci sa tensorami ortogonalnymi i dla kazdej
historii F(s). Innymi stowy, warunkiem koniecznym i wystarczajacym na to, zeby funkcjonat
definiowat ciecz prosta jest spetnienie zaleznosei (3.10).

tatwo zauwazyé, ze wprowadzona definicja cieczy prostej jest zgodna z definicja cieczy
przytoczona na poczatku niniejszego punktu. Na podstawie (3.10) mozna udowodnic
(por. [2]), ze zarowno dla cieczy prostej pozostajacej caty czas w spoczynku, tj. F(s) =
= 1(s) = 1, jak i dla poruszajacej si¢ ruchem sztywnym, tj. F(s)F(s)" = 1, napreZenie
jest cisnieniem hydrostatycznym, mianowicie

G.11) o (1)) =0, T= —pl.
5s=0

Zasady materialnej obiektywnos$ci nie nalezy myli¢ z zagadnieniem niezmienniczosci
rownan konstytutywnych wzgledem zmiany odpowiedniej konfiguracji odniesienia zgodnie
z wewnetrzng symetria oS§rodka. Rownanie konstytutywne dowolnego os$rodka prostego,
mianowicie

$

G

(3.12) T= O (F)), Fus) EF(—s), oc0o>s>0,

0

s

It

gdzie F,(7) jest gradientem deformacji wzgledem dowolnej konfiguracji odniesienia »
(nie bedacej konfiguracja w chwili aktualnej), musza byé niezmiennicze wzglgdem odpo-
wiedniej grupy izotropii § (por. [1]). Przez grupe izotropii G wzgledem konfiguracji »
rozumie si¢ zbidr wszystkich takich unimodularnych transformacji H € U, ze

(3.13) 6_’30 (Fu(s)) = E_fso (F.(s)H).

Jesli grupa izotropii osrodka dla dowolnej konfiguracji odniesienia jest podgrupa grupy
unimodularnej, wowczas mamy proste cialo stale; jesli jest réwna grupie unimodularnej
otrzymujemy nowa definicj¢ cieczy prostej. W szczegdlnym przypadku, gdy grupa jest
grupa ortogonalna otrzymamy izotropowe proste cialo stale. Rozumowanie powyzsze
pozwala nie tylko uécisli¢ w sensie matematycznym definicje cieczy prostej i wykazad jej
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zgodno$¢ z (3.6), ale prowadzi réwniez do wniosku, ze kazda ciecz prosta jest izotropowa,
tzn., ze jej wlasnosci sa jednakowe we wszystkich kierunkach i dla kazdego ksztattu?.

Przy rozwazaniach ogdlnych, zwlaszcza przeplywéw wiskometrycznych (por. p. 4),
nie sg potrzebne zadne dodatkowe ograniczenia ani na postac funkcjonatu konstytutywnego
(3.6), ani tez na histori¢ gradientu $cinania. Aby umozliwié jednak rézne aproksymacje
oraz zrozumie¢ wlasciwie rolg cieczy klasycznych i ich najprostszych uogdlnier na tle
teorii cieczy prostych, konieczne jest wprowadzenie zasady zanikajgcej pamieci (por. [21]).
Zasada ta w jezyku matematycznym wyraza fakt, ze daleka przeszto$¢ historii deformacji
ma znacznie mniejszy wptyw na aktualne naprezenia, niz historia ostatnia; wymaga to
nalozenia pewnych ograniczen na dziedzine funkcjonatu .%oo i sam funkcjonat (por. [11).

5=
W przestrzeni wektorowej historii deformacji

(3.14) G(s) = C()—1Z F($)TF($)—1, |G(s)| = (trGTG)' 2,

rozwazmy nastepujaca norme:

(3.15) |G (s)

= | fm [h(5)IG(s) Pds)

przy czym h(s) jest dodatnio okre$lona funkcja wplywu zdefiniowana w przedziale 0 <<

© § < oo, znormalizowana, tj. #(0) = 1, oraz dazaca do zera tak, ze lims"a(s) = 0 mono-
5§00

tonicznie dla duzych s. Przestrzen historii deformacji G(s) z tak okre$long norma jest
przestrzenia Hilberta, tzn. G(s) € 9.
Spetniona jest zasada zanikajqcej pamigci w sensie slabym, jesli istnieje funkcja wplywu
oo
rzedu r > 1/2 oraz funkcjonal konstytutywny & jest zdefiniowany i ciagly w otoczeniu o
s=0
przestrzeni 9.
Spetniona jest zasada zanikajqcej pamieci w sensie mocnym, jesli istnieje funkcja wplywu
o0
rzgdu r > 1/2+4n oraz funkcjonal § jest zdefiniowany i posiada n-krotna pochodna
s=0
Frécheta w otoczeniu o przestrzeni ).
Tak okreslona zasade zanikajacej pamigci wykorzystuje si¢ przy wyprowadzaniu nie-
ktdrych aproksymacji przedyskutowanych w p. 8.

4. Przeplywy wiskometryczne

Istnicje szeroka klasa przeplywdéw zwanych przeplywami wiskometrycznymi (z uwagi
na ich znaczenie doswiadczalne i realizacje w réznego typu wiskozymetrach), dla ktdrej
teoria cieczy prostych prowadzi do szczegdlnie cennych wynikéw. Zagadnieniom prze-
plywdw wiskometrycznych po$wigcona jest obszerna literatura zebrana w znacznej czesci
w specjalnej monografii COLEMANA, MARKOVITZA i NOLLA [2] zawierajacej 370 pozycji

‘.)Eiejq (;érod ki, dla ktorych grupy izotropii nie sa réwne grupie unimodularnej i nie zawieraja w sobie
grupy ortogonalnej. Przyktadem stuza tzw. proste podciecze (simple subfluids), ktorych teoria zostala rez-
winigta przez Wanga [20]. .
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bibliograficznych. Do niej odsytamy czytelnikdw zainteresowanych w glgbszym poznaniu
tych zagadnien (por. takze [1]).

Rozwazmy najprostszy przeplyw s$cinajacy, dla ktéorego w kartezjanskim ukladzie od-
niesienia (rys. 5) wspdtrzedne fizyczne predkosci sa nastepujace:

(41) ol = O, ol = %X, < = (.
Catkujac rownania (3.5) otrzymamy :
“4.2) () =x, n()=y+xx(z—1t), &)=z,

Rys. 5. Prosty przeplyw Scinajacy

a zatem historie wzglednego gradientu deformacji mozna zapisa¢ w postaci

000
4.3) F(s)=1—sM, [M]=|[» 0 Of,
000

gdzie M jest stalym tensorem. Podstawiajac (4.3) do (3.6),1(3.10), w zalozeniu, ze R(s) = Q
i Q jest niezalezne od s, otrzymamy

4.4) T+pl =pHM), QHM)Q” = HIQMQ")
dla wszystkich ortogonalnych Q.

Jesli w dowolnej chwili czasu i dla dowolnego punktu materialnego historia wzglednego
gradientu deformacji przybiera postaé (4.3) w pewnej ortogonalnej bazie g¢?, mozna bez
trudu dowie$¢, ze macierz tensora naprezenia musi by¢ nastepujaca (por. np. [2]):

T, TA>
4.5) [T]=|T¢® T 0

0 0 TG
przy czym wspoirzgdne macierzy zaleza wylacznie od ». Wprowadzajac nastepujace funkcje
wiskometryczne

(4.6) TID = 1(x), TID—T = g,(x), TR—T = gy(x),

b

fatwo jest stwierdzic, Zze okre$laja one calkowicie wilasnosci cieczy dla rozwazanego typu
przeplywu. Funkcje 7(x) nazwano funkcjq naprezenia scinajgcego, zas funkcje o,(x) i 02(x)
Junkcjami naprezer normalnych (por. [1, 2]).

Mozna w dalszym ciagu dowie$¢, ze funkcje wiskometryczne nie zaleza od wyboru bazy
g¢” oraz, Ze spetniaja zaleznosci (por. [1, 2]).
4.7 (—x) = —1(x), o1(—%) =0(x), o0x—x)=0x),
4.8) 1(0) = 0¢,(0) = 0,(0) = 0.
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Naturalne jest zalozenie, Zze kierunek przeplywu powinien byé zgodny z kierunkiem
dzialania obcigZen $cinajacych, wowczas?

(4.9 x1(x) >0 dla x#£0.

Zamiast funkcji 7(x) stosuje si¢ czesto wspomniana juz funkcje lepkosci zdefiniowana
nastgpujaco:

(4.10) 169 =, 1 = 7(0) = limy () = 7'0).

Z (4.9) wynika, ze nie tylko n(») > 0, ale rowniez 7°(0) > 0; mozna zatem wprowadzié
funkcj¢ odwrotna 4

(4.11) = AS), S=1(),

nazywana funkcjq predkosci scinania.

Dotychczasowa analiz¢ mozna rozszerzy¢ (por. [2]) na przypadki zmiennej macierzy
[M], tj. na przypadki, w ktérych x i baza g¢> zaleza od czasu ¢ i poloZenia x zajmowanego
przez punkt materialny w czasie 1. Dopuszczalne sg takZze historie wzglednego gradientu
deformacji rézniace si¢ od (4.3), o zalezng od czasu zmiang ukiadu odniesienia. Podamy
zatem nastgpujaca definicje przeptywu wiskometrycznego [2]:

Przeplyw nazywamy przeplywem wiskometrycznym, jesii historia wzglednego gradientu
deformacji, dla kazdego x i t przybiera postac
(4.12) F(s) = R(s)(1—-sM),
przy czym macierz tensora M w bazie g ma postaé (4.3),, zas R(s) jest tensorem ortogo-
nalnym dla kazdego s i R(0) = 1.

Wazng klas¢ przeplywdéw wiskometrycznych stanowia tzw. przeplywy krzywolinearne
(curvilineal); dla ktérych w dowolnym ortogonalnym uktadzie wspétrzednych (x', x%, x%)
pole predkosci wyraza si¢ w postaci
(4.13) o' =0, o2=u(x"), 2°=wx).

Fizyczne skladowe tensora napre¢zenia sa nastgpujace:

T2 = y1(sx),
T = pr(x),
@.14) TP = uyoy(%),
TAD_TEH = g,(x)— plo,(x),
TRH T = (12— pu?) oy(x),
gdzie
%53 u W_’ ﬁ

ny e 1 2,2 72 ,2\1/2 _ .
(4.15) /{—e—l(ll ez‘J[—W 63) , 'V—Z;, H = p” el,

za$ e; oznaczaja dlugosci wektoréw naturalnej bazy e; uktadu (x', x% x*). Tak zdefinio-
wana klasa przeplywow reprezentuje ustalone przeplywy wiskometryczne, do ktérych

') Coleman [22] wykazal, Ze nierdwno$¢ (4.9), dopuszczajaca takze znak réwnosel, wynika z rozwazan
termodynamicznych.
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zalicza si¢ wigkszo$§¢ przeplywow spotykanych w wiskozymetrach oraz niektére przeptywy
0 znaczeniu technicznym i przemystowym,

Warto jeszcze podkresli¢, ze nie kazdy przepltyw ustalony jest przeplywem wiskometrycz-
nym, w ktérym wlasnosci cieczy lacznie z efektami napr¢zen normalnych opisane sa przez
trzy funkcje materiatlowe: 7(x) (lub %(x)), 0:(x), o2(x). Na przyklad, proste rozciaganie
strugi cieczy, opisujace w przyblizeniu cze$¢ procesu formowania widkien sztucznych,
nie jest przeplywem wiskometrycznym (por. p. 7.2).

5. Szczegoblne przypadki przeplywow wiskometrycznych

Z najwazniejszych ustalonych przeptywéw wiskometrycznych nalezy wymienié:
a) plaski przeplyw Poiseuille’a, dla ktorego w ukladzie wspoétrzednych kartezjanskich

(5.1 v* =0, v =u9), °=0;
b) przeplywy helikoidalne, dla ktérych w walcowym ukladzie wspdtrzednych
(5.2) : vr=0, o=0w(), 9%=ul),

i do ktérych zaliczamy w szczegdlnosci przeplyw micdzy wspotosiowymi cylindrami,
przeplyw Couette’a, przeplyw Poiseuille’a i przeptyw miedzy nieruchomymi wspélosiowymi
cylindrami;

) przeplyw migdzy obracajqcymi sie plytq i stozkiem, dla ktérego w kulistym ukladzie
wspotrzednych

(5.3) v"=0, ¢°=0, v°=0w(0);

d) przeplyw skrecajgcy miedzy wirujqcymi plytami, dla ktérego w walcowym ukladzie
wspotrzednych

(5.9 v"=0, =w(), v°=0.

W dalszym ciggu scharakteryzujemy niektdre z nich zwracajac rowniez uwage na do§wiad-
czalne mozliwosci wyznaczenia odpowiednich funkcji wiskometrycznych (por. [2, 3]).
5.1. Plaski przeplyw Poiseuille’a. Na podstawie (5.1) i dynamicznych réwnan réwnowagi

(por. [1])
(5.1.1) divT+pb = pa, b= —grady,

gdzie a jest przyspieszeniem, p — potencjalem sil masowych, otrzymamy
(5.1.2) x=20(x) = A—xf+b), (@)= —xf+b,

przy czym f, b sa stalymi catkowania, a funkcja A( ) zostala zdefiniowana przez (4.11).
Uwzglednienie warunku przylegania na $ciankach, tj. v = 0 dla x = +d/2, daje nastQpUJacy
profil predkos$ci oraz wydatek cieczy na jednostke czasu:

dj2 5 a/]2
(5.1.3) o) = [ Adt, Q=7 | SHS)ds,

X
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gdzie f odgrywa role gradientu ci$nienia inicjujacego przeptyw. Zalezno$é ostatnia moze
by¢ rozwiazana wzgledem funkcji 4, mianowicie
df) 298, ,

(5.1.4) ’1(_2', =7 5f(f ),
skad, na podstawie doswiadczalnej znajomosci Q(f), wylicza si¢ funkcje naprezenia $cina-
jacego t(x) lub funkcje lepkosci n(x).

Naprezenia dane sg zaleznosciami (4.6) z tym, Ze
(5.1.5) T = —xf, T = op4-yf+h(1),

gdzie A(r) jest nieokreslong, zalezna wytacznie od czasu, funkcja ci$nienia.

5.2. Przeplyw Couette’a. Przeptyw tego typu posiada duze znaczenie doswiadczalne, totez
wielu badaczy konstruowalo specjalne wiskozymetry Couette’a w celu okreslenia nie tylko
funkcji lepkosci, ale réwniez napre¢zen normalnych (por. [2]).

L F

25!

(dyn/cm?)]

A

37-64

[

|
S

%

25 3
log [S+ (dyn/em®)]

|
|
|
I

20

Rys. 6. Roznica funkcji naprezen normainych w specjalnym wiskozymetrze Couette’a dla 5,4% roztworu
poliizobutylenu w cetanic. Oznaczenia: O — R, — 0,500 cm, R, = 1,270 cm; 71— R, = 0,500 cm, R, =
0,743 cm (wg [23])

Rozwazenie rownowagi dynamicznej przeptywu prowadzi do nastepujgcej zaleznosci
migdzy roznica predkodci katowych i momentem skrecajacym na jednostke wysokosci:

R> S|
) Sl M 1 f 1
7 _(:.) = - A - = . BV
(5.2.1) 1 j . /(zmz)m 5 | ¢ M,
R] SZ
M M
R SRR S
ktéra moze by¢ odwrécona w celu doswiadczalnego pomiaru funkcji A2(M), mianowicie
eA0 - (R}
5.2.2 2M—~— = MS)—A|=-5].
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Gdy réznica $rednic miedzy cylindrami zewnetrznym i wewngtrznym jest mala, korzysta

si¢ czesto z zaleznoscei

(5.2.3) 40 = R
R

R 1

2LS)+0 (’R_Z (Rz—R,)Z)‘

1 1

W celu pomiaru efektéw naprezen normalnych wykorzystuje sie réznice naprezen nor-

malinych w kierunku promieniowym

R» .
A I BN M M
e — —lol === | — - ) )2
(529 AT RJ {r [d~(2nr2) s (anz)] greo(r) }dr,

gdzie oznaczono 0;(S) = o;[A(S)]. Dla malej réznicy érednic otrzymamy

R;—R, 4 A 1
"%k*’*l [GZ(SI)—GI(SI)_QQH(2R$]+O (—Rz‘ (RZ_RI)Z)-
1 1

(5.2.5) AT =

Z zaleznosci (5.2.4) 1 (5.2.5) wida¢, ze pomiar 4T pozwala wyznaczyé odpowiednia
roznicg funkcji wiskometrycznych o,—o,. Poniewaz czlon inercjalny jest ujemny, warun-
kiem koniecznym do tego, zeby AT<"> bylo dodatnie dla wszystkich M w otoczeniu zera,
jest o,>0, dla wszystkich x w otoczeniu zera. Na rys. 6 pokazano przyktadowo wyniki
uzyskane przez MaARrRkoviTzAa [23] dla 5,49 roztworu poliizobutylenu w cetanie.

5.3. Przeplyw miedzy stoikiem i plyta. Rozne aparaty skonstruowane na zasadzie stozka
i plyty obok swych niewatpliwych zalet (np. fatwo$¢ postugiwania sig, mata ilo$¢ badane;j
cieczy, mozliwo$¢ nalozenia ruchéw okresowych itp.) posiadajq takze liczne wady. Wynikaja
one z faktu, ze pole predkosci (5.3) spelnia dynamiczne réwnania réownowagi w sposob
przyblizony, jesli pominie si¢ cztony inercjalne oraz przyjmie mate katy a(a < 4°) miedzy
ptyta i stozkiem (por. [2]). Nalezy rowniez pamigta¢ o zaburzeniach w poblizu krawedzi
stozka, prowadzgcych w efekcie do wystapienia tzw. wtérnego przeplywu (por. p. 7.1)".

W zatozeniu zwykle czynionych uproszczen uzyskuje sie nastepujacy zwigzek miedzy
przylozonym momentem a réznicg predkosci katowych:

(53.1) M=2artt), x=0'@x 2,

gdzie R jest promieniem zewnetrznym urzadzenia.
Zaleznos¢ w postaci

aT<90>

(5.3.2) S

-= 01(3%)+0x(),

stuzy zwykle do wyznaczenia sumy funkcji wiskometrycznych o, +o,. Rysunek 7 przed-
stawia odpowiednie jej wartoéci otrzymane przez MARKOVITZA i BROWNA [25] dla 6,9%
roztworu poliizobutylenu w cetanie.

Niektdrzy autorzy (np. [26]) zakiadajac, ze powierzchnia r = R jest powierzchnia swo-
bodna pozestajaca w kontakcie z atmosferycznym ci$nieniem p, oraz, Ze nie istniejg zadne

'} Szeroko stosowany w praktycznych pomiarach reogoniometr Weissenberga [24] jest zbudowany na
zasadzie stozka i plyty.
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efekty powierzchniowe, korzystaja z nastgpujacego wyrazenia na catkowita normalna
site utrzymujaca stozek i plyte na miejscu:

(53.3) N = —aRpo+ 5 K1)~ ()],

w celu obliczenia odpowiedniej réznicy funkcji wiskometrycznych o,—a,. Postepowanie
takie, z uwagi na wspomniane juz efekty brzegowe, moze byé stosowane w sensie bardzo

przyblizonym (por. [2]).
40 T
M

/-
7

X0
o
A,

8
D

log[(64+67) (dyn /em?)]
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Rys. 7. Suma funkcji napr¢zen normalnych w przeplywie miedzy stozkicm i plyta dla 6,99 roztworu poli-
izobutylenu w cetanie (wg [25])

5.4. Inne przeplywy i wyznaczanie funkcji naprezen normalnych. Do pomiardw naprgzen nor-
malnych uzywa sig¢ takze przeplywu skrecajacego migdzy dwoma obracajacymi si¢ tarczami,
ktéry zreszta jako pierwszy postuzyt do zademonstrowania tych naprezen (por. [9, 11, 12]).
Byt on takZe wykorzystany przy konstrukcji specjalnego urzadzenia stosowanego przez
GREENSMITHA 1 RIVLINA [27] we wczesnych badaniach cieczy nienewtonowskich.

Przeptyw skrecajacy bada sie, podobnie jak przeptyw miedzy stozkiem i plyta, przy
pominigciu efektédw inercjalnych i zaburzen wywolanych obecnoscia krawedzi. Umozliwia
to wyznaczenie kombinacji funkcji naprezen normalnych w postaci 1/x g2(x)+01(x¢) lub
jej catki, ktora nalezy uzupetni¢ pomiarami w innych typach przeptywoéw.

MARKOVITZ i BROWN [23, 25, 28, 29] przeprowadzili badania napr¢zen normalnych dla
roztwordw poliizobutylenu w cetanie opierajac si¢ na trzech typach przeplywow wisko-
metrycznych. Wedlug ich programu przeptyw Couette’a postuzyl do wyznaczenia réznicy
o,—o, [por. (5.2.5), rys. 6], zas przeptyw miedzy stozkiem i tarcza do wyznaczania sumy
a,+0, [por. (5.3.2), rys. 7]. Majac wyznaczone funkcje o, i 0, mozna bylo przewidzieé
rozklad naprezeri normalnych w przeplywie skrecajacym i poréwnaé go z wynikami ekspe-
rymentdéw; poréwnanie takie wykazato bardzo dobra zgodno$é wynikéw do$wiadczalnych
z teorig. Na rys. 8 przytaczamy odpowiednie wykresy funkcji naprgzen normalnych i funkcji
naprezenia $cinajacego wedlug badan MarkoviTza i BRowNa (por. [1]).
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W niektorych starszych teoriach cieczy nienewtonowskich stwierdza si¢ istnienie pro-
porcjonalnosci 0, = ko, migdzy odpowiednimi funkcjami naprezen normalnych (por. [1]).
W teoriach WEISSENBERGA, LODGE’A i innych (por. [3]) zaklada sie nawet, Ze k = 0, co
pociaga za soba o, = 0 lub TP = T Nie tylko wyniki dotychczas przytoczonych
dos$wiadczen przeczg takim zaloZeniom, ale rowniez przecza specjalne doswiadczenia

30 //
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Rys. 8. Funkcje wiskometryczne uzyskane przez Markovitza i Browna dla 5,47, roztworu poliizobutylenu
w cetanie (wg [1])

podjete w celu stwierdzenia istnienia i nieproporcjonalnosci dwéch réznic naprezen normal-
nych (np. [30]). Istnieje zresztag przeplyw wiskometryczny pozwalajacy stwierdzi¢ bez-
poérednio wartoéé funkcji oy # 0. Dla przeplywu cieczy migdzy nieruchomymi koncen-
trycznymi cylindrami odpowiednia réznica naprezen normalnych w kierunku promienio-
wym wyraza si¢ nastepujaco (por. [2]):
R'z
(5.4.1) AT = — J %81(S(r))dr, S(r) = %——g[,
Ry

gdzie b jest znang stala, za$ f oznacza gradient ci$nienia na jednostke dlugo$ci przewodu.
W mys$l najnowszych pogladéw, proporcjonalno$é funkeji naprezen normalnych moze miec
miejsce dla bardzo szczegdlnych rodzajéw cieczy i w pewnych tylko przedzialach zmien-
nosci predkosci §cinania. Regula jest niezalezno$é o, i g, z tym, ze funkcje te wyznaczone

dla okres§lonych przeptywdw wiskometrycznych sg stuszne dla innych przeptywéw wisko-
metrycznych.

6. Jako$ciowe wyjasnienie efektow naprezen normalnych

W p. 2 opisaliémy efekty naprezen normalnych przy przeptywie Couette’a i przy wyplywie
swobodnej strugi cieczy z kapilary, Zjawiska te moga byé wyja$nione na gruncie teorii
cieczy prostych, w zaloZeniu, ze rozwiazania teoretyczne stuszne dla nieskonczonych cylind-

2 Mcchanika teoretyczna
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réw lub rur opisuja w sposéb przyblizony to, co zachodzi w rzeczywistych przyrzadach
Jaboratoryjnych (por. [2]).

Dla przeptywu Couette’a (rys. 3) oznaczmy przez /| = py-- T¢ nadwyzke ci$nienia
atmosferycznego p, nad odpowiednim naciskiem —7T¢* cieczy w kierunku osiowyn.
Poniewaz z reguly /1 s 0, powierzchnia swobodna cieczy nie moze by¢ plaska. Jes!li odpo-
wiednia pochodna w kierunku promieniowym

¢l Lo A M ] . { M M o.M
e (o e —=a T e T
.1 ér ero(ry r [O‘(Zﬂzrz; T )] T D (271;'2)’

jest ujemna, jak to ma miejsce w przypadku gdy o, = ¢, == 0, mozna spodziewaé sig, ze
swobodna powierzchnia cieczy bedzie si¢ podnosi¢ od cylindra wewnetrznego do zewngtrz-
nego. Natomiast warunek
(6.2) oy,
or

ktory jest speiniony tylko wtedy, gdy funkcje naprezen normalnych nie sa tozsamosciowo
rowne zeru, daje odwrotne pochylenie powierzchni swobodnej, powodujac jak gdyby
«wpelzanie» cieczy na powierzchni¢ cylindra wewngtrznego.

Dla przeplywu Poiseuille’a, oznaczajac przez 1" = p,+T¢"|,_r nadwyike ci$nienia
atmosferycznego p, nad odpowiednim naciskiem — 79" |,_p cieczy na §ciankg rury,
otrzymamy

. . 1 x n - N [ I.
(6.3) 1) = olp@)~pO+/z+ 45 Of ' ["' (sz) ‘2"-’(%)] ar

Jesli funkcje naprezen normalnych nie sa tozsamosciowo réwne zeru, /'(0) na wyjsciu
z rury moze byé rézne od zera. W zaleznosci od tego czy I'(0) < 0 czy tez I'(0) > 0,
otrzymamy zwiekszenie lub zmniejszenie $rednicy strugi cieczy. Mozna zatem oczekiwac,
ze zwiekszenie §rednicy nastapi wtedy, gdy

(6.4) 2&2(§)—&1 (g) >0 dla 0< Lzr <f§ .

7. Niektére niewiskometryczne przeplywy cieczy prostych

7.1. Wtérne przeplywy w rurach. Dla ustalonego przepfywu cieczy prostych przez rury,
ktérych przekroje nie sa kolowo symetryczne, nie jest, w ogdlnym przypadku, mozliwe
otrzymanie prostoliniowych linii pradu -okreslonych nastgpujacym polem predkosci
(por. [1]):

(7.1.1) v=o(pk, o(p) = 0 na konturze,

gdzie k jest jednostkowym wektorem w kierunku przeplywu, a p wektorem charakteryzu-
jacym potozenie punktu materialnego na przekroju. Aby przeplyw taki byt mozliwy, musza
by¢ spelnione zaleZznosci

(1.1.2) div(y(x)Vo) = —a, v@div("‘_/(f) w) +Vg =0,
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przy czym « jest stalag odpowiadajaca gradientowi ci$nienia, za$ g pewna funkcja wektora p.
Poniewaz nie wszystkie rozwiazania (7.1.2), spelniaja (7.1.2),, przeplywy prostoliniowe
przez rury o przekroju niekolowym sg dynamicznie mozliwe tylko dia szczegdlnych przy-
padkow cieczy (por. [31, 32]). Dotyczy to w szczegdlnosci liniowo lepkich cieczy newtonow-
skich, dla ktérych: #(x) = n, = const, ¢, = 0; cleczy drugiego stopnia (por. p. 9), dla
ktorych: () = 3, = const, o, == »* - const; cieczy Reinera-Rivlina (por. p. 8), itp.
Nastgpnym krokiem w rozwinigciu teorii przeplywdéw cieczy prostych przez rury o dowol-
nym przekroju jest rozwazenie pola predkosci w postaci
(7.1.3) v = v(p)k+u(p), v =0 nakonturze,
gdzie u(p) jest dodatkowym polem predkosci charakteryzujacym tzw. widrne przeplywy
cieczy w plaszczyznie przekroju rury (por. [l1]). Z punktu widzenia teorii, zagadnienie

Jest znacznie bardzicej ztozone i tylko przypadki niektérych szczegdlnych przekrojow daly
si¢ rozwiazac¢ efektywnie.

Rys. 9. Schemat wtdrnych przeplywow w eliptycznym przekroju rury

RIVLIN i GREEN [32] oraz LANGLOIS i RIVLIN [33, 34] rozwiazali, na przyklad, przeplyw
w rurze o przekroju eliptycznym, rozwijajac pole v(p) w szereg potggowy wedtug malych
wartosci gradientu ci$nienja a. Dla tego przekroju przeplyw wtérny charakteryzuje si¢ na-
stepujacymi sktadowymi predkoscei:

)

2 2 2 2
— (B L ) (5 ) xro
Uy = nSaA(c2+b2 ])(c2+ o 1|x40(a),

b Xyt _l)(sz z

(7.1.49)
» o
Uy, = +—7‘7§a4/4 (——’r— C—2+F_l)J’+0(05),

A
przy czym o oznacza stala zalezna od wlasnosci cieczy, a A — stala zalezng od wymiardow
elipsy, ktorej polosie wynosza odpowiednio ¢ i b. A zatem przeplywy wtérne wywotlane
sa w tym przypadku dopiero efektami czwartego rzedu, tj. proporcjonalnymi do a*, zas
kierunek przeplywow zalezy od znaku 4. Na rys. 9 przedstawiono schematycznie charakter
przeptywu wtdrnego w przekroju eliptycznym dla § > 0; dla é < O kierunek zawirowan
bedzie przeciwny.

Inny charakter wtérnych przeptywdw obserwowano dla przypadku stozka i plyty oraz
przeplywu skrecajacege (por. [2]). RivLin [35] podkreslit analogie, jaka moze mieé miejsce

2%
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migdzy laminarnymi przeptywami cieczy nienewtonowskich i przeplywami zaburzonymi
klasycznych cieczy Naviera-Stokesa.

7.2. Ustalone rozciaganie. Przypadek cieczy prostej w ksztalcie diugiego walca (swobodna
struga cieczy), poddanej prostemu ustalonemu rozciaganiu w kierunku osi, zostal rozwa-
zony przez COLEMANA | NOLLA [36], jako szczegllny przypadek tzw. przeplywéw ze stalq
historig deformacji.

Dla prostego ustalonego rozciggania réwnania na funkcje wzglednej deformacji w kar-
tezjanskim ukladzie odniesienia sa nastgpujace:

Ya oo
(7.2.1) £ = xexp[D(r—1)], [D]= 2

1
0 0 —tz—d

Prowadza one do normalnych napig¢ na powierzchniach czolowych i powierzchni tworzace;j
walca w postaci

1 o1 2 2 1, 35 3 53
ty = ~2~Qd (Z (r*—R?%)-- B—L +§d}.l’+ Zd la,

| PN ) 2 ‘,2 2) 305 37 25
(722) L, = ‘:Z—Qd (Z(l R) i 3L - P d2.|+ 4d ).2,

1
Ir = — od* (zz« LZ) ,

3
gdzie R i L oznaczajg promieni zewnetrzny i dtugosé¢ walca, za§ funkcje materialowe 3.1
zostaty zdefiniowane nastgpujaco:

/g 3
(7.2.3) =2 (129 d, 517), i=1,2.

Jak widac¢ z (7.2.2), nawet przy pominigciu efektow inercyjnych, wiasnosci cieczy w roz-
wazanym typie przeplywu zaleza tylko od dwdch funkcji materiatlowych niezaleznych od
poprzednio zdefiniowanych funkcji wiskometrycznych z, ¢, i o, (por. p. 4). Mozna réwniez
stwierdzi¢ (por. [1]), ze w do$wiadczeniach z prostym ustalonym rozcigganiem nie daje
si¢ odroznic¢ klasy cieczy prostych od czysto lepkich cieczy Reinera-Rivlina (por. p. 8).

8. Klasyfikacja cieczy nienewtonowskich

Pozostawiajac na uboczu naszych rozwazan ciecze nienewtonowskie nieproste lub ciecze
posiadajace wewnetrzng strukturg (ciecze anizotropowe, ciekte krysztaty, podciecze, ciecze
wielobiegunowe itp.), mozna pokazaé, ze wickszo$¢é stosowanych w literaturze typow
rownan konstytutywnych stanowi szczegélne przypadki niesci§liwych cieczy prostych.
Réwnania takie otrzymuje sie badz przez wlasciwie potraktowany proces aproksymacii,
badZ tez przez postulowanie zwiazkéw miedzy napr¢zeniem i odpowiednimi parametrami
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kinematycznymi. W niniejszym punkcie omowimy tylko najwazniejsze typy rownan kon-
stytutywnych cieczy nieécisliwych, dla ktérych dalsze szczegdély mozna znalezé¢ w obszernej
monografii TRUESDELLA i NoLta [1].

W zalozeniu, Zze tylko bardzo krotka historia gradientu deformacji jest istotna, mozna
zazadaé, aby tensor napreZenia zalezal od n kolejnych pochodnych czasowych gradientu
deformacji. Takie rozumowanie doprowadzito RivLINA i ERICKSENA [37] do sformuto-
wania ogdlnych rownan cieczy niescisliwej typu rézniczkowego w postaci

(8.1) T — —pl+a(Ay, A, ..., A,
gdzie
(8.2) A, — d ", €)= ROTR®),

lrt

oznaczaja tensory kinematyczne Rivlina-Ericksena. Zastuga RivLINA 1 SPENCERA [38, 39]
byto wyprowadzenie twierdzen o reprezentacji funkcji tensorowej q w zaleznosci od tenso-
row A, i ich wspdlnych niezmiennikéw (por. [1]). Dla ustalonych przeplywéw wiskometrycz-
nych, dla ktérych Ay = 0 dla k == 3 (por. [l]), otrzymamy

(8.3) T = —pl-ta, A Faa Ayt o3 AT+ o, AS+as(A Ay +ALA )+
+ da(A% A+ AzA%H‘OH(Al A%+ A§A1)+as(A%A§+-A%A%),

gdzie o; (i = 1, ... 8) sa funkcjami niezmiennikdw utworzonych z tensordow A, i A,. Zwia-
zek miedzy zdefiniowanymi w p. 4 funkcjami wiskometrycznymi i wspélczynnikami «;
jest nastepujacy:

() = o+ 2205+ 4oy,
(8.4) 01(3) = #* oty +- o3+ 420+ 4o+ 85 ag)
6,(%) = #2ats.
W szczegblnym przypadku, gdy rownanie konstytutywne przedstawia zwigzek tensora
naprezenia i jego p kolejnych pochodnych czasowych z gradientem deformacji i jego r

kolejnymi pochodnymi po czasie, mamy do czynienia z cieczami typu predkoSciowego.
Réwnanie cieczy typu predkosciowego moze by¢ wyrazone w postaci (por. [1])

W =D
(8.5) T=i(T,T,..., T ;A,...,A),

gdzie litera p u géry symbolu oznacza odpowiednio zdefiniowany (por. [1, 40]) p-ty stru-
mien (uogdlniona obiektywna pochodna po czasie). W klasie cieczy typu predkosciowego?
mieszcza si¢ ciecze sprezysto-lepkie rozwazane przez OLDROYDA [18]. Ich réwnania kon-
stytutywne w postaci

T = —pl4+P,

D) Rowname w postaci (8.5) moze rownie dobrze definiowaé ciecz jak i cialo stale, w zaleznosci od warun-
k6w symetrii i warunkéw poczatkowych (por. [1]).
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zawierajg pie¢ stalych materialowych 4, u;, 7o, 42, g2 oraz roznia si¢ odpowiednio ko-
wariantng (typ 4) i kontrawariantna (typ B) reprezentacja tensora PV,

W zaloZeniu, ze funkcjonal konstytutywny cieczy prostej moze by¢ wyrazony w postaci
sumy szeregu calek wielokrotnych, GREEN 1 RivLIN [42] zbudowali teori¢ cieczy typu
calkowego; byla to zreszta najwczesniejsza teoria ogdlna uwzgledniajaca zlozone efekty
pamieci o$rodka. Dla cieczy typu calkowego rzedu drugiego otrzymuje sig

o0 oC

8.7  T=—pl+ [ (©)GE)ds+ | [ {alsi, s)trG(s)]Gas:) +
0 o 0

+B(s1, 52)G(5:) G(s2)} dsy dsz,
przy czym G(s) zdefiniowano wzorem (3.14), za$ ¢, « i § nosza charakter funkcji materiato-
wych. Szczegdlnymi przypadkami cieczy typu catkowego (rzgdu pierwszego) sa ciecze
spelniajace rownania skorczonej liniowej lepkosprezystosci [por. (8.9)] oraz infinitezymalinej
liniowej lepkosprezystosci (rownania Boltzmanna). Zastuga COLEMANA i NoLLA [43] jest
pokazanie racjonalnego przejécia od koncepcji cieczy prostych do koncepcji klasycznych
cieczy lepkosprezystych.

Mozliwa jest oczywiscie teoria cieczy typu mieszanego, tj. calkowo-rézniczkowego
(por. [1]), chociaz nie znalazta ona szerszego praktycznego zastosowania.

Opracowane przez COLEMANA i NorLra [21] metody asymptotycznej aproksymacji
funkcjonaléw konstytutywnych, spetniajacych zasadg zanikajacej pamigci w sensie mocnym
(por. p. 3), daly poczatek catemu szeregowi réownan konstytutywnych opisujacych rézne
podklasy cieczy prostych.

Roéwnania cieczy prostej rzedu n (por. [1]) mozna zapisaé w postaci nastgpujacej:

(8.8) T——pl+ Y %(,) (G(),

1=1 5=
w ktorej B, oznacza ograniczony funkcjonat wielomianowy stopnia ¢. Dla n =1, po
wykorzystaniu twierdzenia o calkowej reprezentacji funkcjonatu liniowego, otrzymamy
réwnania

(8.9) T=—pl+ [ KG)G©)ds, [ IK(s)Ph(syds < oo,
V] 0

odpowiadajace skoriczonej liniowej lepkosprezystosci.

Stosujac do funkeji historii deformacji G(s) proces retardacji (por. [21]), polegajacy
na nastepujacej zmianie skali czasu:
(8.10) G*(s) = G(as), O<a<l,
gdzie czynnik retardacji « charakteryzuje «spowalnianie» przeplywu®, uzyskuje sie réw-
nania cieczy typu rézniczkowego stopnia n
(8.11) T=—pl+ D [, 1A ... Al+o(e”)

Ur-do)
1< jp<jpp..jiS<n, j+it.. tisn,
1) Ich uog6lnienie na efekty pamieci (typ A4’ i B’) zostalo przedstawione przez Waltersa (por. [41]).

2) Podobne wyniki mozna uzyskaé stosujac zaproponowane przez Rivlina [44] rozwinigcie predkosci
w szereg potegowy: v = av,+alvy+ ...



CIECZE NIENEWTONOWSKIE 405

rownowazne w pewnym sensie rownaniom (8.1).1; ; [ ] oznacza tutaj ¢-liniowa forme,
a znak sumy rozciaga sie na wszystkie zbiory (j; ... J,) speilniajace wymienione warunki.

W szczegdlnosel dla n = 0 mamy ciecz idealng, za$ dla n = 1 ciecz newtonowska opisana
rownaniem (2.2).

W celu dalszej ilustracji rozwazimy ciecz typu rozniczkowego stopnia czwartego, dla
ktérej pelna reprezentacja wynosi

T = —p1+S,+8S,4+S;+8S,,
S, = nAy,
S, =« Az‘f'azA%,
S: = Bi1 A3+ (A A+ A A )+ B5(trAy) A,
Ss = Y1 As+YAA A+ A A )+ 73 AT+ 9,(A, AT AT Ay) +ys(trA2) Ao+
+y6(trA) AT+ [y1trAs+ystr(A A Ay,

przy czym wspotczynniki a;, f;, y; sa stalymi materialowymi. Dla ustalonych przeptywéw
wiskometrycznych mamy (por. [1])

(8.12)

M) = - 70e) = Mot 2Bat B0,

8.13
( ) gy (”) = 2oyt az) ¥+ [4(y3+yet+ 75)‘1‘2)’6]”4‘{‘ 0(”4) ,

05(%) = oy x*-F 26+ 0(x%),
a zatem odpowiednia funkcja lepkosci okres$lona jest réwnaniami (8.12) z dokladnoscia
do cztonéw o(x”), podczas gdy funkcje naprezen normalnych z dokfadno$cia do cztonéw
o(x%).

Przypadek cieczy stopnia drugiego, szeroko stosowany w rozwiazaniach réznych iagad-

nien konkretnych, otrzymamy zachowujac w (8.12) tylko S, i S, (por. [1])

(8.14) T = —pl4+nAi+a A+ A7, A, = 2D.

Jest to najprostsze uogdlnienie réwnan konstytutywnych cieczy newtonowskiej prowadzace
do efektéw naprezen normalnych (por. p. 9).

Roéwnanie (8.14) jest w literaturze stosowane i rozumiane jako przyblizenie cieczy prostej
dla wystarczajaco powolnych przeptywdéw i jako opisujace pewien idealny model cieczy
dla dowolnych przeptywdw; ten drugi sposob podejicia moze prowadzi¢ jednak do wynikow
niezadawalajacych (por. p. 9).

Osobna pozycje w teorii cieczy nienewtonowskich zajmuja réwnania, wspomnianej juz,
nieScisliwej cieczy lepkiej Reinera—Riviina (por. [1]), mianowicie
(8.15) T = —pl+u D+u,D?, D =124,

gdzie u; i u, sa dowolnymi funkcjami niezmiennikéw trD?, trD*(trD = 0). Ciecze tego
typu doczekaly si¢ obszernej literatury teoretycznej i do§wiadczalnej, chociaz z uwagi na
nastepujace zaleznosci dla ustalonych przeptywow wiskometrycznych:

1
77(%) = _,1—‘- T(K) = 7#1 (% ,‘2, 0))
(8.16)

1 1
0,(x) = 02(%) = sz,uz (74— »2, 0) s
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nie moga wlaéciwie opisywaé zachowania si¢ licznych cieczy nienewtonowskich, dla
ktérych o, # o0,.

Zalezno$ci miedzy poszczegdlnymi klasami cieczy, oméwionymi w niniejszym punkcie,
zostaly schematycznie przedstawione na rys. 10. Nalezy pamietaé, ze linie laczace rézne

typy cieczy ilustruja formalnie istniejace zwigzki, nie precyzujagc wcale zalozen, ktdrych
spelnienia wymagaja odpowiednie przejscia.

Crecze nieproste
{c.anizotropowe
Ciecze proste  f————— POTE

ciekte krysztaly
podciecze itp)

Ciecz typu catko-
wego rzedu n

Ciecz typu catkowo-
\/ rd2niczkowego

Ciecz typu roznicz-
kowego rzedu n

Ciecz typu predko-
sSciowego z n-tym
strum.

Ciecz prosta rzedu n

Sprezysto-lepkie ciecze

Oldroydatyp A1 B
k!
Y 7
~ |
Ciecz typu rozniczko- ‘\
wego stopnian 1
- \
// 1
Ve Ciecz Stokesa \
\I d ‘
7 |
e \\‘l
e
Skonczona liniowa Liniowa ciecz
lepkosprezystos¢ Ciecz slopnia 2 lepkosprezysta Ciecz Reinera-Rivlina
(rzad (Riviin)
i
Infinitezymaina linio-
wa le%?“sg:ﬁiﬁlosc Ciecz newtonowska
( ‘ (Navier-Slokes)

Rys. 10. Klasyfikacja cieczy nienewtonowskich na tle cieczy prostych

Trzeba réwniez dodaé, Zze przedstawiona klasyfikacja nie wyczerpuje wszystkich mozli-
woéci opisu cieczy nienewtonowskich i zawiera tylko najbardziej racjonalng ich czgéé.
Pominigto, na przyklad, tzw. teorie sprezystych cieczy, o ktérych byta mowa w p. 2. Po-
minigto réwniez ciecze opisywane prawem potggowym (por. np. [4]), ktérego nie mozna
uznaé za shuszne z teoretycznego punktu widzenia z uwagi na nieobiektywno$¢ sformuto-
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wania, niemozno$¢ opisania efektdw naprezen normalnych, ograniczenie do zagadnien
jednowymiarowych itp.

9. Niektore rozwigzania dla cieczy drugiego stopnia

Jak juz wspominali§my w punkcie poprzednim, réwnania cieczy drugiego stopnia (8.14)
byly szeroko stosowane do rozwigzan zagadnien konkretnych. Ich stosunkowa prostota
(state wspolczynniki materiatowe) pozwolila przeanalizowad pewne przypadki przeplywow
nieustalonych — niemozliwe do rozwiazania dla bardziej ogdlnych teorii (por. [1]).

Dla nieustalonego prostego przeplywu scinajqcego (por. p. 4), w zalozeniu zerowych sit
masowych, otrzymamy rdwnanie nast¢pujace:

.1 noaxxv_*‘alaxlxv = 00,7,
rézniace si¢ od réwnania parabolicznego teorii klasycznej mieszang pochodng czastkowa

trzeciego rzgdu.
Jego szczegdlne rozwigzanie dla fal harmonicznych w postaci

(9.2) v = Ve **cos(wt—bx),

gdzie a i b sg okreslonymi funkcjami & = oyw /7, zostato przeanalizowane przez TRUES-
DELLA [45]. Wykazal on m.in., ze dla o; > 0, tlumienie @ jest monotoniczna funkcjg &
i osiaga granice (o/a,)"? przy & — oo; natomiast dla o, < OV, a najpierw wzrasta z czestos-
cig, osiagajac maksimum réwne — ¢/8a, przy w = 07,/8 ]/3 af, a nastepnie asymptotycznie
opada do zera. A zatem dla o, < 0 przy duzych czgstosciach zaburzenia propaguja sie
nieznacznie zmniejszone. W kazdym przypadku niezerowa wartoéé «, redukuje zdolno$é
cieczy do $cinania, lecz pozwala na propagacj¢ zaburzen na wigksza odleglosé.

Rozwazono rdéwniez drgania cieczy zawartej miedzy koncentrycznymi cylindrami,
z ktérych wewnetrzny jest nieruchomy, za$ zewngtrzny oscyluje wzdluz osi z czgstoscia
v (por. [1]). Réznica migdzy napr¢zeniami promieniowymi na $ciankach cylindréw wynosi
w przyblizeniu

pa :
9.3 AT = Qa,+a,) oK [( ;g) coszvt—{—O(gz)] ,
g=(R—Ry)[R, > 0.

Podobnie dla drgan skrgtnych otrzymano
22 )
9.4) AT = —2a, ?[l—{—O(g)]cos e,

Warto réwniez zwréci¢ uwage na zagadnienie statecznosci rozwiqzania réwnania (9.1)
przedyskutowane przez COLEMANA, DUFFINA i MIZELA [46], z uwagi na dalsze konsekwencje
dla statecznosci przeptywdéw §cinajacych (por. p. 11). Udowodnili oni, ze dla «; < 0 roz-
wigzanie szczegdlne (9.1) w postaci

2,,2
. hm NN 0
9. — Aedntsin — = , =1/ ——,
(9.5) v = Ae%'sin X, q (=) (P — o) c l/( S

') To jest przypadek obserwowany dla roztwordw poluzobutylenu w cetanie [25]; porbwnaj takze roz-
wazania punktu 10, gdzie «, < 0 z definicji.
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speiniajace warunki brzegowe: v(0, 1) = v(d, ) = 0, jest nicograniczone, gdy n > od/=.
Kazde ograniczone rozwiqzanie v(x, t) liniowego rownania (9.1) jest niestateczne w tym sensie,
Ze istnieje nieograniczone rozwigzanie v*(x, () z tymi samymi warunkami brzegowymi,
co v(x, 1), lecz posiadajqce wartoSci poczqtkowe v*(x,0) rézniqce si¢ dowolnie malo od
wartoSci poczqtkowych v(x, 0). Poniewaz nieograniczone rozwiazania dla cieczy drugiego
stopnia nie maja fizycznego znaczenia, nalezy albo zalozy¢, Zze w pewnym momencie prze-
plywy przestaja by¢ linearne (por. p. 7.1), albo tez wylgczy¢ je z klasy «powolnychy» prze-
plywédw w sensie retardacji (por. p. 8).

10. Ciecze z konwekcyjna spreiystoscia

Stwierdzajac, Ze takie terminy, jak ciecz niesprezysta, ciecz lepkosprezysta itp. nie
posiadaja zdefiniowanego jednoznacznie znaczenia oraz ze rézne teorie begdace formal-
nym przeniesieniem wiasnosci cial sprezystych na ciecze sa niestuszne (por. p. 2), dochodzi-
my do pytania czy koncepcji sprezystosci cieczy mozna nadac¢ wlasciwe racjonalne znaczenie.

Znaczenic takie posiada wprowadzona przez TRUESDELLA [47] definicja cieczy z kon-
wekcying sprezystoscig, dla ktorej konfiguracja odniesienia jest konfiguracja zajmowana
przez punkt materialny w czasie r—¢*, przy czym ¢ oznacza czas aktualny, za$ r* jest stala
cieczy nazywana czasem charakterystycznym (response time). Rédwnania konstytutywne
tego szczegblnego przypadku niescisliwej cieczy prostej mozna zapisaé w postaci (por. [48])

T = —pL+f(Bi—ie(1)) = —p1-+g(Fi—ie(1))

10.1
( ) B = Ft—t'F;r-t--

Z uwagi na pewne ogolne zwiazki, ktére obowiazuja w o$rodkach sprezystych (por. [1]),
funkcje wiskometryczne cieczy z konwekceyjng sprezystoscia muszg byé zwiazane naste-
pujaca zaleznoscia

(10.2) 02(%)—0,(2) = *3n(3).
Stad widaé, ze dla przeptywdéw wiskometrycznych réwnania takich cieczy moga nic opisy-
waé w sposob wystarczajaco ogdlny zachowania si¢ cieczy prostych. Natomiast dla tej
klasy przeptywéw wyniki przewidziane przez teori¢ cieczy drugiego stopnia sa identyczne
z wynikami dla teorii cieczy z konwekcyjna sprezystoscia, jesli * = — 2o, /noY.

Jesli historia wzglgdnego gradientu deformacji wystepujacego w (10.1) jest analityczna,
réwnania konstytutywne niescisliwej cieczy z konwekcyjna sprezystoéeia przyjmuja postaé
alternatywna

(103)  T= —pl—{—(a—{—Zﬂ)Z(—_’:‘*—) A+ Z S“ m,,)z, " ALA,,
n=1 '

m=
w ktérej o 1 § sa funkcjami nastepujacych niezmiennikéw tensoréw Rivlina-Ericksena:
(t*)*trAy, (¢*)+'trA A;. LOCKETT i ZAHORSKI [48] pokazali, ze niescisliwa ciecz typu
rézniczkowego, w ustalonych przeplywach wiskometrycznych, nie moze byc¢ odrézniona od

) Zgodnie z zasada przyczynowosci t* > 0, a zatem a, < 0; stanowi to, obok wynikéw do$wiadczal-
nych, jeszcze jedna motywacj¢ znaku stalej «, .
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cieczy z uogdlnionq postaciq konwek cyjnej sprezystosci. To samo odnosi si¢ do niescisliwych
cieczy trzeciego stopnia w dowolnych przeplywach 1 cieczy czwartego stopnia w dwuwy-
miarowych przeplywach, jesli tylko odpowiednie historie deformacji sa analityczne.

Uogélnienie réwnania (10.1) na ciecze proste mozna otrzymaé wprowadzajac cale widmo
charakterystycznych czaséw ¢* (i =1, ..., n) i przechodzac do zaleznosci funkcjonalnej
dla n — oco.

11. Stateczno§¢ przeplywow $cinajacych

Zagadnienie statecznoéci przeplywow cieczy nienewtonowskich posiada znaczenie nie
tylko teoretyczne, ale i praktyczne, zwlaszcza w technologii polimeréw, masy papier-
niczej itp. Towarzyszace takim przeplywom anomalie (przeptywy wtdrne, zjawisko Tomsa
w przeplywie zaburzonym, efektywny poslizg na S$ciankach, itp.) moga mieé zwiazek
z utratg stateczno$ci (np. [49]), chociaz nie istnieje jednolity poglad, czy anomalie takie
dadza si¢ wyja$ni¢ na gruncie teorii kontynualnych, czy tez rozwazan czysto struktural-
nych. Na przyklad, zjawisko Tomsa (por. [50]) —wyrazna redukcje opordw przeplywu
nawet dla bardzo rozcienczonych roztworéw polimeréw w poréwnaniu z przeplywem
czystego rozpuszczalnika — niektdrzy autorzy wiaza z takimi czy innymi wlasnosciami
sprezystymi cieczy (por. np. [51]), inni doszukuja si¢ gléwnych przyczyn w zjawisku pos-
lizgu w warstwie przySciennej tworzacej sic na skutek odpowiedniej orientacji struktury
(por. np. [52]).

Ogdlng teori¢ niestatecznoéci wywolanej falami §cinania w ustalonych przeptywach
cieczy prostych przedstawili niedawno COLEMAN i GURTIN [53]. Stwierdzili oni m.in.,
ze w obszarach poddanych écinaniu amplitudy fal przyspieszenia moga w sprzyjajacych
warunkach dazy¢é do nieskonczono$ci w skoficzonym przedziale czasu. Im wigksza jest
predko$¢ Scinania, tym mniejsza jest krytyczna amplituda, ktdrej odwrotnosé zalezy pro-
porcjonalnie od chwilowego modulu drugiego rzedu zdefiniowanego przez druga pochodng
funkcjonalng od funkcjonatu konstytutywnego (por. p. 3).

Krétki przeglad zagadnien statecznosci dla ptaskich ustalonych przeplywéw $cinajacych
z okre§lonymi warunkami brzegowymi zamieszczono w pracach [49, 54]; przedstawimy
obecnie tylko niektére wyniki.

Wigkszo§é rozwiazanych przypadkéw dotyczy dwuwymiarowych zaburzen nalozonych
na plaski przeplyw podstawowy (por. np. [55, 56, 57, 58]), co wobec nieistnienia odpowied-
nika twierdzenia Squire’a dla cieczy nienewtonowskich ogranicza ich znaczenie. Okazuje
si¢ bowiem, Ze obszar stateczno$ci dla zaburzen tréjwymiarowych moze nie zawieraé sig
w analogicznym obszarze dla zaburzen dwuwymiarowych (por. [59, 60]).

W zagadnieniach plaskich przeplywdéw cieczy ze swobodna powierzchnia rozréznia sie
dwa rodzaje fal zaburzenia: raczej krétkie fale $cinania o duzej czestodci i diugie fale po-
wierzchniowe propagujace si¢ stosunkowo wolno (por. [61]). Dla cieczy typu rézniczkowego
drugiego lub wyZszego stopnia, rozwazenie fal §cinania prowadzi zawsze do niestatecznosci
przeptywu lub fizycznie niedopuszczalnych wnioskéw (por. [57, 62]), co jest konsekwencja
przyblizonego charakteru réwnan konstytutywnych (por. p. 8). Uniknaé tego mozna przez
wladciwie uwzgledniona pamieé oérodka.
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Rozwiazania zagadnien statecznoséci dla plaskich przeplywdw Poiseuille’a (np. [55, 58])
oraz dla warstw cieczy splywajqcych po nachylonych plaszczyznach (np. [56, 57]) wykazuja
racze) destabilizujacy charakter parametréow odpowiedzialnych za sprezyste lub lepko-

sprezyste wlasnosci cieczy drugiego stopnia, cieczy sprezysto-lepkich typu Oldroyda itp.
(por. rys. 11, 12).

Liczba falowa k

Liczba Reynoldsa R

Rys. 11. Krzywa neutralnej statecznosci dla plaskiego przeplywu Poiseuille’a. S — obszar statecznosci,
N — obszar niestatecznosci

Rozwazania przeprowadzone przez ZAHORSKIEGO [49] nad nieéci$liwa ciecza z kon-
wekeyjna sprezystoscia stopnia trzeciego (por. p. 10), splywajaca po plaszczyznie nachylo-

nej pod katem ¢ do poziomu, doprowadzity do nastgpujacej krytycznej liczby Reynoldsa
dla zaburzen powierzchniowych:

|3 15 2 62 128
e {2 Ry vz | | 1208 52
(11.1)  Ryfetgd (3 < M+ M)[(ls ios M+ 4 M)—|—

1 1 417 -
10| - M+ —— M? )
i Q(3 s Mt M )]
gdzie parametr Q > 0 reprezentuje sprezyste wlasnosci cieczy (Q jest proporcjonalny do
stalej o, dla cieczy drugiego stopnia), za§ maty parametr M okresla w przyblizeniu zmiane

Liczba falowa k

Ry  Liczha Reynoldsa R

Rys. 12. Krzywa ncutralnej statecznosci fal powierzchniowych dla plaskiego przeplywu po nachylonej
ptaszczyznie. S — obszar stateczno$ci, N — obszar niestatecznodci, Ry, — punkt bifurkacji

lepkosci w zalezno$ci od predkosci Scinania. Dla M > 0, mozna spodziewaé si¢ efektow
stabilizujacych, zwiaszcza dla silnie sptaszczonych profili predkosci i wigkszych grubosci
warstwy.

Zagadnienia utraty stateczno$ci znacznie si¢ komplikuja dla dwuwarstwowych przeplywéw
po nachylonej plaszczyzinie, wykazujac réznorodny wptyw parametréw charakteryzujacych
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rozwarstwienie ggstoscl i lepkosci (por. [63, 64]). W pracy [54], w oparciu o pewne wyniki
Kao [65], wykazano, m.in., ze dla fal powierzchniowych w dwuwarstwowym przeplywie
cieczy z konwekcyjna sprezystoscig stopnia drugiego, krytyczna liczba Reynoldsa wy-
raza si¢ nastgpujgco:

(11.2) Ry fetgd = m[F(8, m)+Q,r*]7",

gdzie F jest pewna znana funkcja parametréw & i m okreslajacych odpowiednio stosunek
grubodci i lepkosci warstwy dolnej do gornej, a Q, charakteryzuje wptyw wlasnosci sprezy-
stych. Stabilizujacy lub destabilizujacy (w poréwnaniu z warstwa jednorodna) wplyw tych
wlasnosci zalezy istotnie od wielkosci * definiujgcej stosunek czaséw charakterystycznych
(por. p. 10) w cieczy dolnej i gérnej. Pomimo do$é zlozonego obrazu zjawiska, mozna
spodziewad sig efektu stabilizujqcego, gdy v < 0, tj. dia bardziej sprezystej warstwy
gornej. Odpowiadaloby to z grubsza rzecz biorac roli jaka odgrywaja zanieczyszczenia
powierzchniowe (por. [66]) i rozwarstwienie cieczy obserwowane przy przeptywach roz-
tworéw i stopéw polimeréw oraz bardzo drobnych zawiesin (por. [67, 68]).
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Pesome
HEHBIOTOHOBCKHE XHNIKOCTHM B CBETE MEXAHMKM CITJIOIIHBIX CPEI

BospacTarowsil HHTEpeC K HEHbIOTOHOBCKHM YHAKOCTAM, MEXaHMUECKHE CBOMCTBA KOTOPBIX 3HAUH-
TEJILHO OTJIMYAIOTCS! OT CBOMCTB KJIaCCHUYECKHX MKHIKOCTEH, TECHO CBA3aH ¢ HAYUYHBIMH U IIPOMbBIIIEHHbI-
MH Hy>xJIamH. B HacTosiiue#i paGoTe naeTca 0630p HauGosiee CYLIECTBEHHBIX TEOPETHYECKHX M 3KCIEPH-
MEHTAJIBHBIX Pe3YJILTATOR, MOJIYUEHHbIX Ha OCHOBE MEXaHHKH CIUIOIIHBIX cped. MHorouucieHHbie Bo-
MPOCHE KaK HAMp. CTPYKTYPHLIE METOAbI, TEPMOMMHAMUKA H TelUlonepenaya, nucdysus, Bo3mMylLUEHHOE
TEUEHHE U AP. He BOULIM B 0030p HApaBHE ¢ BOMPOCAMH HH(HHUTE3HMAJIBHON BASKOYIIPYTOCTH.
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B Hauasne paGoTnl mpeAcTaBseHbl OrpaHuueHHsa Kiaccuueckoli Teopun Hasee-Crokca, KoTOpas cripa-
BeAJIMBA JIMLIb U1 HHIOTOHOBCKHX YKHAKOCTeH. 3aTeM HpeAcTaBiieHa GoJiee MOAPOGHO TCOPHS HECHKII-
MaeMbIX IPOCTHIX >KHAKOCTEH B NPHMEHEHHH K BHCKOMETPHUECKHM TcuciHam. OOJCYKAalIOTCA Taloke
OpYyrye BHAbI TEYEHHI M7 YNPOLUEHHBIX MOAeIel »uaKocTeli. B ofHUM U3 fanbHeilnx pasesios npe-
CTaBJIeHa 001IAA 11aCCH(MHKALMA YKUAKOCTEH HEMOCPENCTBEHHO, HIIH KOCBEHHO, CBA3AHHDBIX C MPOCTBLIMU
KUAKocTAMH. KpaTo paccMOTpeHb! T. Ha3. YKHJIKOCTH BTOPOIO MOPSAKA M YKHIAKOCTH ¢ KOHBEKTHBHOIM
ynpyroctsio. HarkoHew 08cyyKIeHbl HEKOTOPbIE BONPOCHI YCTOHYHBOCTH, OCOOEHHO ISl CAYYAs ILIOCKHX
YCTaHOBHMBIUMXCST TEUEHHH CO CABHIOM.

Summary

NON-NEWTONIAN LIQUIDS IN THE LIGHT OF CONTINUUM MECHANICS

The growing interest in non-Newtonian liquids, the mcchanical behaviour of which considerably differs
from that of classical liquids, remains in close connection with scientific and industrial purposcs. The present
paper gives a general survey of the most important results achieved so far on the basis of continuum mecha-
nics. Many problems of more specialized validity, e.g. structural mcthods, thermodynamics and heat tran-
sfer, diffusion, turbulent flows etc.. are not included into the survey as well as the problems of infinitesimal
linear viscoelasticity.

The paper begins with presentation of some limitations of the classical theory of Navier-Stokes valid
only to Newtonian liquids. Next, the theory of incompressible simple fluids as applicd to the class of visco-
metri flows is devcloped in greater detail. Some other types of flows for simplified models are also dis-
cussed. A general <lassification of liquids cirectly or indirectly rclated to incompressible simple fluids is
presentea in one of further sections. So called fluids of the sccond grade and fluids with convected elasticity
are briefly ontlined. At the end of the Laper some problems of stability are discussed, especially for the
case of plane steady shearing [lows.
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