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1.  Sformułowanie  problemu  i  uwagi wstę pne 

W  pracy  [14]  rozważ any  był  problem  wiotkich  obrotowosymetrycznych  powłok 
w  ś wietle  teorii  płynię cia  plastycznego  uogólnionej  na  zakres  skoń czonych  odkształceń. 
Przyję to  ż e: materiał  powłoki jest plastyczny nieś ciś liwy,  izotropowy,  obcią ż enie  dowolne 
obrotowosymetryczne, a sama powłoka jest wiotka,  tj.  może znajdować  się jedynie w sta
nie  błonowym  i  przenosić  tylko  naprę ż enia  rozcią gają ce.  Przy  powyż szych  założ eniach 
wyprowadzony  został  układ  quasiliniowych  równań  róż niczkowych  czą stkowych, 

8x  _  gcosy  8pt _  pi  8u  £cosy  /  _  xQ,  \   px  df 
df   —  ы я cosy  '  д £  и  В С  u^cosyty2  P l  fucosyj  f  dV 

opisują cych  formę  naprę ż enia  i  odkształcenia  w  procesie  obcią ż ania  takich  powłok. 
W  równaniach  tych niewiadomymi są współrzę dne Eulera punktu powłoki  jc(f,  т) i y(S,  т ), 
rzeczywiste  naprę ż enia  główne Pi(t;,  r)  i p2(£,  r),  kąt  c>(f,  т)  zawarty  mię dzy  styczną  do 
południka  (po  odkształceniu)  a  osią  x  (rys.  1) oraz sprowadzona grubość powłoki  u(C,  т ), 
zmiennymi niezależ nymi  są:  |  — osiowa współrzę dna  punktu powłoki  oraz т — parametr 
wzrostu  obcią ż enia.  Szóste  równanie,  które  należy  rozpatrywać  łą cznie  z  układem  (1.1) 
ma  charakter  algebraiczny,  a  jego  postać  zależy  od  założ onej  fizycznej  charakterystyki 
F(Pi>Pz> *2> 83) =  0  materiału  powłoki.  W  dalszych  rozważ aniach  przyjmiemy  ją  dla 
prostoty obliczeń jako zależ ność potę gową  (fi — stała  materiałowa) 

mię dzy  intensywnoś ciami  rzeczywistych  naprę ż eń  p{  i  odkształceń  et  liczonych  w  mierze 
logarytmicznej  Hencky'ego.  W  rozpatrywanym  tu  płaskim  stanie  naprę ż enia 

u(jPi+p2)g+x(2p2p1)^  =  0, 

(1.2)  Pi  =  ef 

(1.3)  Pi  =  V~pl+Pl—Pi Pi .  £i 
2 
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przy  czym  indeks  1 oznacza  kierunek  południkowy,  2 — równoleż nikowy,  3 — normalny 
do  powłoki.  Odkształcenia  główne  wyraż ają  się poprzez  pozostałe  funkcje  nastę pują co: 

1  cosy 
(1.4)  ln e2  =  ln  s3  =  lnu, d x  cos cp  

~d Ę  

gdzie  y> =  y>(£) — oznacza  kąt  zawarty  mię dzy  styczną  do  południka  (przed  odkształ
ceniem) a osią  x. Pozostałe wielkoś ci  (por.  rys. 1), które  traktujemy  jako znane  oznaczają: 
Qn =  Qn(

x> У , r)  i  g s  =  Qs(x, у ,  T) — obcią ż enia  liczone  na  jednostkę  powierzchni  od
kształconej  powłoki  odpowiednio  w  kierunku  normalnym  i  południkowym,  /  =  /(£) — 
funkcję  opisują cą  zmianę  gruboś ci  ś cianki  powłoki  w stanie  nieodkształconym. 

Wszystkie wyraż enia  we wzorach  (1.1)(1.4)  zapisane  są  w wielkoś ciach  bezwymiaro
wych  (por.  [14]). 

(1.5) 

Rys.  1.  Powłoka przed odkształceniem  i po  odkształceniu 

Dla  równań  (1.1) podane zostały warunki  począ tkowe 
x(A  0) =  y($,  0) =  «(£, 0) =  и »(0, 
9>(f,  0) =  <p&),  0) =  A ( f ,  0)  = 

zdeterminowane  przez  stan  wyjś ciowy  (oznaczony  *) w powłoce,  w którym  intensywność  
naprę ż eń  osią ga  co  najmniej  granicę  plastycznoś ci.  Sformułowane  również  były  róż ne 
typy warunków  brzegowych (por.  [14]). 

Praca  [14]  nie  zawiera jednak  rozwią zania  tak  postawionego  problemu.  Zagadnienie 
to  podejmuje  niniejsza  praca,  której  celem  jest  podanie  pewnej  numerycznej  metody 
całkowania  układu  równań  (1.1)  i  opracowanie  na  tej  podstawie  schematu  blokowego 
oraz  programu  obliczeń  na  maszynę  cyfrową,  a  nastę pnie  rozwią zanie  tym  sposobem 
konkretnego  przypadku  powłoki  walcowej  obcią ż onej  parciem  wewnę trznym.  Równo
cześ nie  przeprowadzono  porównanie  otrzymanych  wyników  z  rozwią zaniem  analogicz
nego  zadania  w  oparciu  o  odkształceniową  teorię  plastycznoś ci  uogólnioną  na  zakres 
skoń czonych  odkształceń. 
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Zastosowanie teorii  płynię cia plastycznego w teorii  wiotkich  powłok  napotyka znaczne 
trudnoś ci  natury  matematycznej.  Dlatego  też podję to  w tym kierunku  jedynie  nieliczne 
próby. Stosunkowo najwię cej  uwagi poś wię cono stacjonarnym procesom obróbki plastycz
nej  rur cienkoś ciennych.  Zagadnienie  przecią gania  rur bez uwzglę dnienia  wzmocnienia 
rozważ ał  ILJUSZYN  [7], a ze wzmocnieniem  izotropowym,  lecz  w sposób  uproszczony 
SWIFT  [18]  (por.  także  K IJK O  [8]).  Ś cisłe uję cie  tego problemu przy warunku  plastycznoś ci 
HuberaMisesa  i bez pomijania  tarcia  daje  M A L I N I N  [9], a  SZCZEPIŃ SKI  [20] uwzglę dnia 
ponadto kinematyczną  hipotezę wzmocnienia. 

Pierwsze  rozwią zanie  niestacjonarnego  osiowosymetrycznego  zagadnienia  tłoczenia 
podał  H I L L  [5] dla izotropowej  hipotezy  wzmocnienia,  przyjmując  przy  tym znaczne 
uproszczenia.  Ś cisłe  rozwią zanie  tego problemu, tak dla hipotezy wzmocnienia  izotropo
wego, jak  i anizotropowego, podaje  SZCZEPIŃ SKI  [20].  Praca ta zawiera również  przykłady 
liczbowe  rozwią zane  numerycznie  metodą  iteracyjną  (por.  [19]).  H I L L  [4], [5] i  nastę pnie 
T R A N  Ł Y U  CZIONG  [24] (wzmocnienie  anizotropowe)  rozpatrzyli  — w  uję ciu  teorii  pły
nię cia — skoń czone  odkształcenia  plastyczne  kołowej  membrany  poddanej  równomier
nemu  ciś nieniu.  Uzyskali  oni  przybliż one  rozwią zanie  przy aproksymacji  formy  odkształ
conej membrany powierzchnią  kulistą.  Analogiczne  zadanie przy założ eniu jedynie duż ych 
przemieszczeń  omawiają  Ross i  PRAGER [17]. 

Przedstawione  wyż ej  zagadnienia  omawiają  też monografie  [6],  [10], [12],  [21],  [22], 
[23].  Prócz  wspomnianych  już rozwią zań  podają  one również  uproszczone  inż ynierskie 
metody  obliczeń  stosowanych  w procesach  plastycznej  obróbki  metali.  Wspólną  cechą  
tych  wszystkich  zadań  (z wyją tkiem  membrany)  jest  to, że forma  powłoki,  tak przed 
odkształceniem, jak i po odkształceniu  jest z góry ustalona. Upraszcza to znacznie zagad
nienie w stosunku do rozpatrywanego w niniejszej  pracy,  gdzie  forma  koń cowa  jest po
szukiwana. 

2. Metoda całkowania  równań  powłoki 

Przedstawimy  obecnie  pewną  numeryczną  metodę  rozwią zania  układu  równań  (1.1). 

Łą czy  ona w sobie elementy  metody  charakterystyk  oraz  tzw.  «metody  prostych» (por. 
[1],  [2]) i polega na sprowadzeniu układu  równań  czą stkowych do dwóch  układów  równań  
zwyczajnych,  które  nastę pnie  rozwią zuje  się ś ciś le  lub (jak w naszym  przypadku)  jedną  
ze  znanych  metod  numerycznych.  Sposób  tego  sprowadzenia  nie jest  jednak  dowolny, 
lecz  zdeterminowany  rozkładem  charakterystyk  rozpatrywanego  układu  równań. 

Przed  przystą pieniem  do numerycznego całkowania danego układu  należy więc okreś lić  
jego typ, znaleźć rozkład charakterystyk (jeś li one  istnieją ), a także ustalić rodzaj warunków 
brzegowych.  Kierunki  charakterystyczne  układu  równań  (1.1)  otrzymamy  (por.  [11], 
[16]) z warunku zerowania się  wyznacznika 

(2.1)  A = 

A {  0  0 

0  Xf  0 

0  0  0 

0  "  P L 

0 

0  u(j>1+p2)Xt 

o o 
X, o 

0  ^Xf  0  x(2p2Pl)Xx 

0  X,  0  0 

=  x{2p2px)X\Xx  = 0. 
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Znajdujemy  stąd  wektory  własne  A*(^ , 0)  i  A*i(0, Лг).  Równania  (1.1)  stanowią  zatem 
pewien  szczególny  quasiliniowy  układ  hiperboliczny,  którego  charakterystykami  są  
linie  l  =  const  (jednokrotna)  oraz  т =  const  (czterokrotna),  co wynika  z przyję cia  współ
rzę dnej  Lagrange'a  l  (a  nie  x)  jako  zmiennej  niezależ nej  i  znacznie  upraszcza  sposób 
rozwią zywania.  Warunki  zgodnoś ci  na  charakterystyce  l  =  const  sprowadzają  się  do 
równania: 

(2.2)  "(Р 1+Р г )^+х(2р2

Podobnie  dla drugiego  kierunku  charakterystycznego  (т  

(2.3) 

dx 
di 

lcos<p 
и х cos y) 

dy 
dl  ' 

El 
u 

dpi 
dl 

fsinc? 
и х cos y> 

du 
dl 

l  cos??  / 
и х ?  cosy  \ 

const)  otrzymujemy  równania 

xQs  \  Pi  df 
fucosqi)  f  dl' Р г ~Р х +  л  

dl 
(Qn  Pi  .  \ 

—  7  sin  9?  . PlUXCOSt 

Tak  więc  układ  (1.1)  rozpadł  się  na  dwie  grupy  zwyczajnych  równań  róż niczkowych 
(2.2)  i  (2.3),  które  mogą  być spełnione  wzdłuż  odpowiednich  charakterystyk.  Równania 
te  rozwią zywać  bę dziemy numerycznie.  Z postaci  warunków  zgodnoś ci  wynika,  że  funkcję  
u moż emy  wyznaczyć  z  równania  (2.2),  funkcję  x,  y,  q>, px  z  równań  (2.3),  zaś p2  z alge
braicznego  zwią zku  (1.2),  który po  rozwikłaniu  ma  postać  

(2.4) 

Obszar  całkowania  D(l,  r)  podzielimy  na  n  czę ś ci  za  pomocą  lini i  т =  xj =  const, 
j =  0,  1, 2,  n przeprowadzonych  w  jednakowych  odstę pach  AT =  Xj—т ;_!.  Dla 
uproszczenia  zapisu oznaczymy  krótko 

(2.5)  U (l,  Tj)  =  Uj(l)  =  Uj 
du(l,  Tj)  duj 

~dj: 
du(l,  r) 

dr 
_ duj 
~~dr~ dl  и ;  мь  /  t  =  r j 

Podobnie jak  w metodzie  prostych  równanie  (2.2)  zamieniamy  na  róż nicowe.  Korzystnie 
jest  przy  tym  dla pochodnej  funkcji  posłuż yć  się wzorem  róż nicowym 

к  

duj. 
~dc 

(2.6) 

który  jest  stabilny.  Wartoś ci  liczbowe  kilku  pierwszych współczynników  (5kr  zawiera  tab
lica  1. Z równania  (2.2)  tą  drogą  obliczymy: 

Tablica  1. Współczynniki fSkr 

к   N 4 
0  1  2  3  4 

1  1  1 

2  1/2  0  1/2 

3  1/3  1/2  1  1/6 

4  1/4  5/6  3/2  1/2  1/12 
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Pko  \x(2p2  — /?,)_!_,• _,  Z  J  Pk0  T^i 

W  najprostszym  przypadku, gdy  к  =  1 mamy  stąd 

(2.8)  ( i 

Przy  T =  0  wszystkie  funkcje  wystę pują ce  w  tych  wzorach  są  okreś lone  przez  warunki 
począ tkowe  (1.5). 

Podstawiając  do  (2.3)  p2  oraz  Uj wyraż one  odpowiednio wzorami  (2.4)  i  (2.7)  dostaje
my  przy  T =  Tj =  const  układ  zwyczajnych  równań  róż niczkowych  zawierają cy  jedynie 
cztery  niewiadome  funkcje  Xj,  yh  cpj,  (j> i )j .   Warunki  brzegowe  dla  tego  układu  otrzy
mamy  kładąc  т  =  Zj W  podanych  w pracy  [14]  zależ noś ciach  (3.2)(3.5).  Warunki  te  nie 
pozwalają  na  bezpoś rednie  obliczenie  na  brzegu  f  =  f 0  wartoś ci  wszystkich  poszukiwa
nych  funkcji  i  prowadzą  do  problemów  brzegowych  dla  równań  (2.3). Problemy  te  spro
wadzamy  nastę pnie  do  zagadnień  począ tkowych  (ponieważ  z  uwagi  na  znaczną  nielinio
wość  prawych  stron  równań  (2.3)  korzystamy  z metod  numerycznych  takich  jak  Eulera, 
Adamsa, RungegoKutty  itp.,  w których  całkowanie odbywa się krok  po  kroku  począ wszy 
od  punktu  wyjś ciowego),  zakładając  na  brzegu  wyjś ciowym  pewne  dodatkowe  warunki 
i  rozwią zując  zadanie  metodą  półodwrotną.  Do  rozpoczę cia  obliczeń  potrzebna  jest 
zatem  znajomość  wartoś ci  funkcji  x(f 0,  z),  y(Ł0,  т ),  9>(£o> *),  Pi(Ło>  *)  (po  czę ś ci  wyzna
czamy  je  z  warunków  brzegowych,  a  brakują ce  zakładamy  dodatkowo)  oraz  i/(f 0,  т) 
i Pii.^0,  T) dla każ dego  т  =  zj.  Dla warunków  (3.2)  sprecyzowanych w pracy  [14] wystarczy 
założ yć  jedynie  м (0, zj),  a  wówczas  z  równań  fizycznych  znajdujemy 

(2.9)  p2(0,  zj)=  Л ( 0,  ту)  =  [ln«(0,  tj)]". 

Z  warunków  brzegowych  (3.4)  i  (3.5)  bezpoś rednio  moż emy  okreś lić  tylko  x ( Ł 0 ,  z}) 
i  y ( Ł o,  *j)   zakładając  dodatkowo  и (£0,  tj)  otrzymamy  (ze  zwią zków  fizycznych) 

(2.10)  p 2 ( i 0 ,  tj)  =  1/2/7,(10,  Tj)  =  | ^ j "   +  1[_ ln W ( f 0 ,  Zj)f, 

a  nastę pnie  <p(Ł0,  т)  z  zależ noś ci  (3.3).  Inne  warunki  wymagają  przyję cia  dwóch  dodat
kowych  danych  na  brzegu  f  =  f0  Wielkoś ci,  które  dodatkowo  zakładamy  dla  £ =  f 0 

kolejno  na  każ dej  lini i  т  =  tj  =  const,  muszą  być  tak  dobrane,  aby  każ dorazowo  speł
nione  były  wszystkie  warunki  zadane  na  obu  brzegach.  Wymaga  to  na  ogół  wielu  prób 
(iteracja),  przy  czym  w  pierwszym  przybliż eniu  ,wygodnie  jest  przyją ć,  że  dla  z  =  zj 
brakują ce  dane osią gają  na  brzegu £ =  £0  te same wartoś ci  co dla  z  =  Zj_x  п р.  м ( |0 ,  zj) — 
=  u(Ło,  Tj_i). 

3.  Algorytm  obliczeń  

Całkowanie  równań  czą stkowych  (1.1)  sprowadza  się  więc  do  rozwią zywania  szeregu 
układów  zwyczajnych  równań  róż niczkowych  (2.3)  wzdłuż  kolejnych  lini i  z  =  zj  =  const, 
j =  1, 2 , «  w całym  obszarze D(f,  т) przy  omówionych  wyż ej  warunkach brzegowych. 
Równania  te  bę dziemy  rozwią zywać  numerycznie.  Moż na  to  uczynić  opierając  się  ś ciś le 
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na  metodzie  prostych,  czyli  rugując  w  tych  równaniach  Uj i  (p2)j  za  pomocą  zwią zków 

(2.7)  i  (2.4).  Taki  sposób  postę powania  nie  byłby  jednak  dogodny  ze  wzglę du  na  obli

czanie  pochodnej   ~  wystę pują cej  w  równaniach  (2.3).  Wprawdzie  wystarczyłoby 

wówczas  zróż niczkować  wyraż enie  (2.7),  ale  wtedy  zachodziłaby  potrzeba  (zwłaszcza 
przy  wię kszej  dokładnoś ci  wzorów  róż nicowych)  zachowania  w  pamię ci  maszyny 
cyfrowej  zbyt  wielu  danych  na  liniach  т =  ту_г  =  const,  г =  1, 2, 3,  к , со  czę sto 
praktycznie nie jest moż liwe.  Obliczymy  więc tę pochodną  nieco inaczej. Podzielmy  w tym 
celu  obszar  całkowania  na 2 m czę ś ci za pomocą  lini i  f  =  ft  =  const,  i =  0, 1, 2 , 2  m 
przeprowadzonych  w  jednakowych  odstę pach  1/2/11 =  l/2(f f—£,_2).  Niech  т) 
przedstawia  dowolną  z  rozpatrywanych  funkcji;  aby  uproś cić  zapis  oznaczmy  krótko 
w(£i,  Tj) — w,j. W  niektórych  przypadkach  dla  lepszego  rozróż nienia  wskaź ników  roz
dzielać je  bę dziemy przecinkiem.  Chcąc  teraz  obliczyć  pochodną  [^  I  znajdujemy 

\dĘ jii,j 

naprzód  ze  wzoru  (2.7)  uu,  a  nastę pnie  korzystamy  ze  schematu  róż nicowego  analogicz
nego do  (2.6). 

Pokaż emy  obecnie  jaki  ma  ostatecznie  przebieg  numeryczne  rozwią zywanie  układu 
(1.1)  oparte  na  metodzie  RungegoKutty  (por.  [2])  całkowania  zwyczajnych  równań  
róż niczkowych.  Dla uproszczenia  zapisu  wprowadzimy przy  tym  nastę pują ce  oznaczenia 
[por.  (2.3),  (2.4),  (2.6),  (2.7)]: 

d<p Icosę)  dx  В  (Qn  p2  .  \ 
5  =  —  =  jr,  С =  sin 95  = 

uxcosyi  dc  plcos(p\ju  x  J 

nn  B  i  XQ  \  /1  df  ,  1  du\  dpi 

E=Btg<p  =  ^ ,  F  Ł + j / 

r—O  г —1 

(3.4)  M1(w)ij =  yKvMij, 

gdzie 

(3.5)  ^ W = ' ^ l ,  v =  1,2,  3,4. 

(3.6)  #ixj(n>) =  1/6  £ 

4 

r 1 
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Wielkoś ci  у =  y(v)  i  co  — co(y)  bę dą ce  współczynnikami  wystę pują cymi  we  wzorach 
RungegoKutty  przybierają  wartoś ci  dyskretne  1/2,  1/2,  1,  1 oraz  1, 2, 2,  1,  podobnie 
jak  wyraż enie  a =  ct(v) =  2, 1, 1,0.  Przy  przyję tych  wyż ej  oznaczeniach proces  obliczeń  
bę dzie przebiegać  nastę pują co 

• a.j = 
• a,j = 

= 
Xi + 2y 2.J = 
У 1 + 2у 2,J  = 
<Pi + 2y 2J =  9>,_2j+M v(9>)i_eJ, 
ui + 2y
1  i  \ 

2J =  Si + 2y2,J> 

(U  = Lia,J , 

KM "J =  Di* ,jM, 
(Pl)i + 2y • 2,J =  (pdi2,] +  Mv(pdia, 
(Л)<+2у2,J = Fi + 2y2,J •  

Ostatecznie dla v =  4 wartoś ci  poszukiwanych funkcji  w punkcie  (£,, Tj) wyznaczamy ze 
wzorów 

^•j   =  Xi2J\ H(x)i2,]> 
У Ц =  yi2j+H(y)i2j, 
<PiJ = <Pi2,)\ H{<P)i2,}, 

(3.8)  u ,j =  S,j, 
(Pih =  (pJi^j+HipJiij, 
(j>2)u =  Fij, 

po  czym  przechodzimy do punktów  ( f i + 2 ,  TJ), ( | i + 4 ,  rj),  (|2m>  * j), a potem  na  linie 
TJ+1  =  const,  TJ+2  =  const  т„  =  const,  aż  skonstruujemy  rozwią zanie  w  całym 
obszarze  т ). 

Jak widać ze wzorów  róż nicowych  (3.2) i (3.3) do prowadzenia sukcesywnych obliczeń  
może  być potrzebna  (przy  dokładniejszych  wzorach)  znajomość  wartoś ci poszukiwanych 
funkcji  w kilku  począ tkowych  punktach na liniach  |  =  f f =  const  oraz  r — Tj =  const. 
Wartoś ci  te  uzyskujemy  za  pomocą  tzw. iteracji  wejś cia  zależ nej  od  przyję tej  metody 
rozwią zywania,  zastosowanych  wzorów  róż nicowych  i ż ą danej  dokładnoś ci  obliczań. 

Przytoczone  wyż ej  rozważ ania  dotyczyły,  jak  to  zaznaczyliś my  na  wstę pie,  powłok 
wykonanych z materiałów  izotropowych o charakterystyce  fizycznej  opisanej  równaniem 
(1.2);  łatwo  zauważ yć,  że przyję cie  ortotropii materiału,  jak w pracy  [15], lub też innego 
równania  fizycznego  typu  F(pu  p2,  e2, e3) =  0  w  niczym  nie  zmienia  przedstawionego 
toku  obliczeń. 

4.  Przykład 

W  charakterze  przykładu  rozpatrzymy powłokę  o kształcie  walca kołowego  (w stanie 
nieodkształconym)  zakoń czoną  dwoma  sztywnymi,  swobodnie  przesuwnymi  denkami, 
obcią ż oną  równomiernie  rozłoż onym  parciem  wewnę trznym.  Ś cianka  powłoki  nieobcią

6  Mechanika  teoretyczna 
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ż onej  ma  stałą  grubość  (/ =  1).  Podstawowy  układ  równań  w  ś wietle  teorii  płynię cia 
plastycznego  ma wówczas  postać  (por.  [16]) 

8x  cosc?  dpi  pi  8u  cos<p 
 *   =  .   5—=  5—'   \—\Р г —Р \), 
ór\  и х  8rj  u  8TJ  и х '
dy  sino?  .  ,  .З дс ,  „  .8u 

(4.1)  ^  =   ~ >  u(Pl+p2)^+x(2P2p1)^0, 

gdzie  r? jest  osiową  współrzę dną  powłoki  (typu  Lagrange'a — por.  rys.  1),  a  Q(r)  do
wolną  monotonicznie  rosną cą  funkcją,  którą  odtąd  przyjmować  bę dziemy  jako  Q(r)  = 
=  Qo+r.  Przy  założ eniu  pierwotnej  długoś ci  powłoki  =  2,  równania  (4.1)  mają  speł
nić  nastę pują ce  warunki  brzegowe  (por.  [14]): 

(4.2)  *(0,  T) =  1,  y(0,  T)  =  0,  x(2,  r) =  1, 

(4.3)  Pi(P, т) =  2p2(0, T) =  2 |  ^ rj  [1п и (1,  T)f. 

W  obliczeniach  zamiast  trzeciego  z  warunków  (4.2)  z  uwagi  na  symetrię  korzystamy 
z zależ noś ci  99(1,  т) =  л /2. 

Warunki  począ tkowe  dla równań  (4.1) stanowi  rozwią zanie  (przy  warunkach  brzego
wych  (4.2) układu  równań — por.  [16]) 

1  dx 
dx  _  cosę)  du  x  drj 
~dtj  ~  и х  '  drj=  ~U  B(l + BT)+2  ' 

(4.4) 

^  s i n ?  sm<pxQo 

J  5  " l i i  у  _  , 
drj  и х  2p{u 

powłoki  walcowej  opartych  na  fizycznych  zwią zkach  deformacyjnej  teorii  plastycznoś ci 
uogólnionej  na  zakres  skoń czonych  odkształceń.  W  równaniach  tych 

7 1 - 2 ^H_,  В =   e2 + 2e},  D =  2 £ 2 + £ 3 , 
3sj 

(4.5) 

s,  =  l n ( ^ —  — ) , 
\drj  cosę? / 

e2  =  \nx,  e3 =  lnu. 

Do  obliczeń  przyję to  /г =  1/3  oraz Q0  =  0,4. 
Równania  (4.4)  obowią zują  w  danym  punkcie  powłoki  do  chwili  osią gnię cia  przez 

intensywność  rzeczywistych  naprę ż eń  p{  granicy  plastycznoś ci  p,  za  którą  w  przypadku 
potę gowego  wzmocnienia  (1.2)  moż na  np.  przyjąć  tzw.  umowną  granicę  plastycznoś ci. 
Przy  wzroś cie  obcią ż enia  Q od  zera  do  pełnej  wielkoś ci — wartość  tak  czy  inaczej  zdefi
niowanej  granicy plastycznoś ci  nie jest oczywiś cie  osią gana  w całej  powłoce  jednocześ nie, 
lecz  stopniowo  w  coraz  to  wię kszej  strefie.  Wobec  tego,  w  pewnym  zakresie  obcią ż eń  
należ ałoby  w  niektórych  obszarach  powłoki  stosować  równania  (4.1)  (dla /7,(77, T)  > P)> 
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a  w pozostałych  równania  (4.4)  (dla pifj],  r) <  p)  tak  długo,  dopóki  w całej  powłoce  nie 
bę dzie  spełniony  warunek  pt  ^  p.  Taki  sposób  rozwią zywania  choć  poprawny  meryto
rycznie okazuje  się jednak niecelowy praktycznie, gdyż jak wynika  z konkretnych obliczeń, 
róż nice  mię dzy  rezultatami  osią gnię tymi  w oparciu o obie  rozważ ane  teorie  plastycznoś ci 
są  znikomo małe  w zakresie  odkształceń  odpowiadają cych  p.  Z  tego wzglę du  w naszym 
przykładzie  poprzestaliś my  na  rozwią zaniu  układu  (4.4)  dla  jednej  ustalonej  wartoś ci 
obcią ż enia  Q =  0,4, a otrzymane  rezultaty przyję to  jako warunki począ tkowe  dla  równań  
(4.1) od razu w całej  powłoce.  Przy Q >  0,4 obliczenia  przeprowadzono już na podstawie 
równań  (4.1); równocześ nie  jednak,  celem porównania  obu  teorii,  scałkowano  też  układ 
(4.4) dla szeregu wybranych wartoś ci Q. 

Wyniki przedstawione  są na rys. 27*. Rysunek 2 pokazuje  jakie  wartoś ci  ostatecznie 
przybiera — w  zależ noś ci  od  zadanego  obcią ż enia  Q — parametr  щ  (grubość  powłoki 
przy denku)  przyjmowany dodatkowo  (drogą  prób)  przy zamianie problemu brzegowego 
dla  równań  (4.1)  i  (4.4)  na  problem począ tkowy.  Rysunek ten  rzuca  również  ś wiatło  na 
zagadnienie  statecznoś ci  powłoki;  dla  teorii  odkształceniowej  widać  wyraź nie maksimum 
obcią ż enia  Q =  0,64,  natomiast  przy  zastosowaniu  zwią zków  fizycznych  teorii  płynię cia 

0,4 

«. 

\  
\ 

0,85  0,9  0,95  u  V> 

Rys.  2. Wykresy funkcj i  Q  =  f(u0) 

plastycznego obcią ż enie nie może przekroczyć  (czego nie da się już stwierdzić  bezpoś rednio 
na  wykresie)  wartoś ci  Q =  0,77.  Rysunek  3  ilustruje  zmianę  formy  powłoki  w  procesie 
obcią ż enia.  W  miarę  wzrostu  obcią ż enia  róż nice  w  kształcie  powłoki  obliczanej w myśl 
równań  (4.1)  i  (4.4)  wyraź nie  się pogłę biają.  Podobny wniosek nasuwa  analiza rys. 4 i 5, 
gdzie przedstawione  są krzywe opisują ce  zmianę  intensywnoś ci  naprę ż eń  pt  =  pi(Q)  oraz 
odkształceń  et =  e,(Q)  wybranego  punktu  w  ś rodku  długoś ci  powłoki  (tj — 1) w  zależ
noś ci  od obcią ż enia  Q. Na rys. 6 i 7 pokazano  rozkład  naprę ż eń  i odkształceń w powłoce 
dla  Q =  0,64,  tj.  wówczas,  gdy  róż nice  mię dzy  wynikami  obu  teorii  (w zakresie  statecz
nym  dla teorii  odkształceniowej)  są  najwię ksze. 

• Linia  przerywana odpowiada teorii  płynię cia  na  rys.  2,  3,  6,  7 oraz teorii deformacyjnej  na  rys. 4 i 5. 
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ftS  Of  «7  Q  Ofi 

Rys.  4.  Intensywność  rzeczywistych  naprę ż eń  pt  w  ś rodku  długoś ci  powłoki  jako  funkcja  obcią ż enia  Q 

Z  przytoczonych  tu  porównań  wynikają  nastę pują ce  spostrzeż enia: 
1)  zgodność  obu  teorii jest  dobra  przy  stosunkowo  niewielkich  odkształceniach; 
2)  w miarę wzrostu  obcią ż eń  zgodność  ta  się psuje  i powstają  istotne róż nice  iloś ciowe 

i  jakoś ciowe; 
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3) w całym zakresie obcią ż eń  teoria płynię cia plastycznego daje niż sze wartoś ci  naprę ż eń  
i  odkształceń  w  powłoce  niż  teoria  odkształceniowa; 

4) powłoka  traci  stateczność  przy  niż szej  wartoś ci  obcią ż enia  dla  teorii  odkształce
niowej. 

Całkowanie  zwyczajnych równań  róż niczkowych  (4.4)  odbywało  się metodą  Rungego
Kutty.  Obliczenia  przeprowadzono  sposobem  półodwrotnym,  przy  czym  program  prze
widywał automatyczną  korektę danych wyjś ciowych  (м0) aż do spełnienia z ż ą daną  dokład
noś cią  warunku  9>(1,  т) =  л /2  na  drugim  brzegu  (r) =  1).  Schemat  blokowy  obliczeń  
pokazuje  tablica 2. 

\  
1 

j 

1 

1 

0,5  0,6  0,7  0  0,8 

Rys.  5.  Intensywność  odkształceń  Łj   w  ś rodku  długoś ci  powłoki  jako  funkcja  obcią ż enia  Q 

0,6,  1   |  1  1 

Rys.  6.  Rozkład rzeczywistych naprę ż eń  głów  Rys.  7.  Rozkład  odkształceń  głównych  wzdłuż  
nych  wzdłuż  długoś ci  powłoki  dla  obcią ż ę  długoś ci  powłoki  dla obcią ż enia Q  =  0,64 

nia  Q  =  0,64 



Tablica 2. Schemat blokowy algorytmu obliczeń układu  równań  (4.4) 

WEJŚ CIE 

Wybór   adresów  począ tkowych 
Pierwsze przybliż enie  wartoś ci  U0 

Ustawienie warunków na pierwszym brzegu 

x(%)  =  *o  =  0 

Podprogram obliczeń prawych stron 

dzr 

bT(r)az0s)  r, s =  1, 2, 3. 

Ir 

(Kir)i_ 2  = Aijbr[Vi 2, (Zs),_J 

i  =  0,  1, 2, 3,  2m  (2m  =  100) 

(л 2г );_,  =  А ф г [щ .1,  (Zs)i2+—(Klr)i 2 

(л Г З г );.,  = Ar1br[r ]i_u  (Zs)i.2 + —(K2r)i_i 

(K4r)i  =  А ф г [г ц ,  (Z5)f_2 + (A3r);_, 

4
Яг  =  1/б (А Г ,г +2А Г2 г+2Л Г1 г+А 4Р) 

(Zr), =  (Zr),_ 2+Ar 

1  <л г )(

: 
(—)  =  Ь г [т ],,  (Zs)i2 + A.r] 

4-
DRUK   WYNIKУ W 

rj,  siny, x, u,p,,p2,  e,,  f2, бз  

4 
i  =  2/n 

T A K  NI E 

Badanie zgodnoś ci  warunków na 
л  

drugim  brzegu: q > = — 

T A K  NI E 

KONIE C 

i  I 

Dobór  nowej  wartoś ci u0 przy 
zastosowaniu metody siecznych 

[190] 



Tablica 3. Schemat blokowy algorytmu obliczeń układów równań (1.1) i (4.1) 

>  o 

3  л  
O' С  

I  'S 
N  'S 

WEJŚ CIE 

Wczytanie  wartoś ci  począ tkowych 
x*(f,0),  ?•(Ł,()),  pf(f,0),  />?(?, 0) 

Ustawienie adresуw, pierwsze przybliż enie u0j 

Qj  =  Qji+AQ  У =  0,  1.2.  3,  * 

4 4
Ustawienie warunkуw na pierwszym brzegu 

y*h  foj,  (Pi)oj, О г У/ 

4  4 
Ky(x)iaJ  =  BiajAC,  Ky(y)ia,j  =  Ąa.y^l 

У и г у г .}  = J'ij.i+A^vMiotj ,  C>i+2y2 у =  ?itJ+Af«(9>)|_«*/ 

l / l +272. J  $1» 
2 J '  S L ' 

Li'.J 

Ki(Pi)i X.j  =  Z)j_a,j/lf ,  (Pi)(+2y2,; = 0>i)i2.j+MvO>i)iot.j 
(j>2)i+2y2.j  =  Fl+2y2.j 

4 
4? 

NI E  T A K 

*«.J = Xi2,j + H(x)i 2J,  y,j  =  yi 2J  + 
+H(y)i2J 

Pi j  =  <Pt l.j+H(Ґ)l2.jl   "ij   = 

(Pih.j  =  (Pl)i2.j + H(Pl)i2,j,  OJ)U 

i  = 2m?  1 

T A K  NI E 

4 
Zgodność  warunkуw  na drugim brzegu? 

T A K  NI E 

.  4
DRUK   WYNIKУ W 

_j j   siny, x, у , и , р ,,Р г ,Ь ,  Јз  

4 

T A K  NI E 

Poprawianie  wartoś ci  u0  j 
wg metody siecznych 

1Е
J 3  o u 

i
  :s 

• §1 
i i 
a * 

t 

KONIE C 

[1*1 
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Celem  numerycznego  całkowania  równań  (1.1)  dla  dowolnej  obrotowosymetrycznej 
powłoki  w  oparciu  o  algorytm  (3.7),  (3.8)  opracowany  został  schemat  blokowy,  którego 
wersję  przeznaczoną  również  dla  powłoki  walcowej  przedstawia  tablica  3.  Sporzą dzono 
także  odpowiedni  [słuszny zarówno dla  równań  (4.1)  jak  i  ogólnego układu  (1.1)]  prog
ram  obliczeń na  elektroniczną maszynę cyfrową  ODRA1013 gwarantują cy pełną automa
tyzację  rachunków.  Program  jest opracowany w ję zyku wewnę trznym maszyny,  wszystkie 
operacje  matematyczne  (za  wyją tkiem  rozkazów  organizacyjnych)  są  wykonywane  w  pa
mię ci  ferrytowej.  Zapewnia  to  maksymalną  szybkość obliczeń  moż liwą  do  uzyskania  na 
maszynie cyfrowej  ODRA1013. Pomimo  to otrzymanie kompletnych  wyników liczbowych 
rozwią zanej  powłoki  wymagało  kilkudziesię ciu  godzin  nieprzerwanej  pracy  maszyny. 
Program  jest  obecnie  przechowywany  w  Oś rodku  Maszyn  Cyfrowych  przy  Katedrze 
Mechaniki  Teoretycznej  Politechniki  Krakowskiej,  gdzie  wykonane  były  wszystkie  obli
czenia. 
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Р е з ю ме  

Ч И С Л Е Н Н ОЕ  Р Е Ш Е Н ИЕ  П Л А С Т И Ч Е С К О ГО  Т Е Ч Е Н ИЯ  
Г И Б К ИХ  О Б О Л О Ч ЕК   В Р А Щ Е Н ИЯ  В  О Б Л А С ТИ  К О Н Е Ч Н ЫХ  Д Е Ф О Р М А Ц ИЙ  

В  р а б о те  р а с с м а т р и в а е т ся  р а з р а б о т а н н ый  а в т о р а ми  м е т од  ч и с л е н н о го  и н т е г р и р о в а н ия  с и с т е мы  
(1.1),  к в а з и л и н е й н ых  г и п е р б о л и ч е с к их  д и ф ф е р е н ц и а л ь н ых  у р а в н е н ий  п е р в о го  п о р я д к а,  (в ы в е
д е н н ых  в  р а б о те  [14]),  о п и с ы в а ю щ их  ф о р м у,  н а п р я ж е н ия  и  д е ф о р м а ц ии  г и б к их  в р а т а т е л ь н о
с и м м е т р и ч е с к их  о б о л о ч е к,  с т о ч ки  з р е н ия  т е о р ии  п л а с т и ч е с к о го  т е ч е н и я,  о б о б щ е н н ой  на  о б л а с ть  
к о н е ч н ых  д е ф о р м а ц и й.  На о с н о в е, п р е д с т а в л е н н ой в р а б о те б л о к с х е м ы,  с о с т а в л е но  п р о г р а м му  в ы
ч и с л е н ий  на э л е к т р о н н ой  с ч е т н ой  м а ш и не  О Д Р А 1013,  с  п о м о щ ью  к о т о р ой  р е ш а е т с я,  с  б о л ь ш ой  
т о ч н о с т ь ю,  к о н к р е т н ый  с л у ч ай  г и б к ой  ц и л и н д р и ч е с к ой  о б о л о ч к и,  з а г р у ж е н н ой  р а в н о м е р н ым  
в н у т р е н н им  д а в л е н и е м.  Р е з у л ь т а ты  э т их  р а с ч е т о в,  с р а в н и в а ю т ся  с  р е ш е н и ем  а н а л о г и ч н ой  з а д а чи  
о б о б щ е н н ой  д е ф о р м а ц и о н н ой  т е о р ии  п л а с т и ч н о с т и,  п ри р а з н ых  в е л и ч и н ах  н а г р у з к и. 

S u m m a ry 

NUMERICA L  CALCULATIO N  OF FLEXIBL E  SHELL S  OF REVOLUTIO N 
SUBJECTED  TO PLASTI C  FLO W  A T FINIT E  STRAINS 

The  paper   is concerned with a method  of  numerical integration of  the  system  (1.1)  of quasilinear 
hyperbolic partial differential equations that has been derived by the  authors  in  [14].  These equations  de
scribe the form, the stresses, and  the deformations of  flexible shells in  the light of the  theory of plastic flow, 
generalized for  finit e strains. On the basis of  a  block scheme (presented in the paper), a program for   the 
electronic computer  ODRA1013  has been established  and  a  particular  case  of  a thin cylindrical shell 
under  uniform  internal pressure has been solved with great accuracy. The  results  of  calculations  have, 
been compared with a solutions of an analogous problem on the basis of physical  relations  in  the gene
ralized  deformational plastic  theory  at different  intensities of load. 
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