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STO Ż KOW EJ 

Reologiczne  zagadnienia  geometrycznie  nieliniowych powłok  (przy założ eniach uprasz

czają cych:  obrotowej  symetrii  i  b raku  stanu  gię tnego)  było  przedmiotem  rozważ ań   au tora 

w  pracy  [ 1 1 ] .  W  pracy  tej  została  uogólniona  na zakres  powłok  obrotowo symetrycznych 

w  stanie  błonowym  podana  przez  B Y C H A W S K I E G O  [ 1 ]  metoda  rozwią zania  prob lemu 

złoż onej  deformacji  sprę ż ystoplastycznej  i  pełzania  płaskiej  membrany  kołowej.  Jednym 

z  rozwią zań   szczegółowych  podanych  przez  autora  w  pracy  [ 1 1 ]  było  analityczne  rozwią 

zanie  prob lemu  deformacji  sprę ż ystoplastycznych  oraz  pełzania  powłoki  stoż kowej  o ma 

łej  wyniosłoś ci,  przy  czym  proces  pełzania  opisywało  równanie  konstytutywne  odpowia 

dają ce  prawu  pełzania  metali  O D Q V I S T A  [ 1 2 ] . 

Obecna  praca  stanowi  rozszerzenie  wyż ej  wspomnianego  zagadnienia  geometrycznie 

nieliniowej  powłoki  stoż kowej  d la  przypadku ,  gdy  materiał  powłoki  podlega  pełzaniu 

zgodnie  z  równaniem  konstytu tywnym  nieliniowej  teroii  dziedziczenia  podanej  w  pracach 

Zależ noś ci  geometryczne.  Rozważ amy  cienką  powłokę  w  kształcie  stoż ka  obrotowo symet

rycznego,  obcią ż oną   wewnę trznym  ciś nieniem  zmiennym  w  czasie.  Przyjmujemy  prosto

ką tny  układ  współrzę dnych  krzywoliniowych  zwią zanych  z  l in iami  krzywizn  (rys.  1 )  oraz 

zależ noś ci  geometryczne  odpowiadają ce  teorii  geometrycznie  nieliniowej  przy  nastę pują 

cych  założ eniach:  odkształcenia  są   nieskoń czenie  małe;  składowa  pomieszczenia  prosto

padła  do  powierzchni  ś rodkowej  powłoki  ma wartoś ć   skoń czoną   rzę du  gruboś ci  powłoki; 

obowią zują ce  jest  założ enie  Kirchhoffa  Love' a ;  gruboś ć   powłoki  nie ulega  zmianie w  pro

cesie  deformacji. 

Zwią zki  geometryczne  mię dzy  składowymi  tensora  odkształcenia  a  składowymi  prze

mieszczeń   przy  spełnieniu  powyż szych  założ eń   wyraż ają   się   zależ noś ciami 

H E N R Y K  К   О   P  E  С   К   I  ( R Z E S Z Ó W ) 

1.  Wstę p 

[4,  5]. 

2.  Podstawowe  zależ noś ci  geometryczne,  zwią zki  fizykalne  oraz  warunki  równowagi 

( 2 . 1 ) 

r 
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gdzie  u jest  przemieszczeniem  południkowym,  w oznacza  ugię cie, zaś   k2  krzywiznę ,  którą  

w  dalszych  rozważ aniach  bę dziemy  przyjmowali  jako  funkcję   czasu.  Jest  to  uzasadnione 

tym,  ż e  w  stanach  błonowych  płyt  i  powłok  wykonanych  z  materiału  o  własnoś ciach  Teo

logicznych  naprę ż enia  wykazują   zmiennoś ć   w  czasie.  Zatem,  aby spełnione  było  równanie 

równowagi  (suma  rzutów  sił  na  kierunek  normalnej  do  elementu  powłoki)  w  dowolnej 

chwil i  czasu  t,  krzywiznę   k2  traktu jemy  jako  funkcję   czasu  przyjmują c,  ż e  zmienia  się  ona 

zgodnie  z  formułą  

( 2 . 2 )  k2  =  k°2f(t), 

gdzie  k\  oznacza  krzywiznę   k2  w  chwili  t =  0,  zaś   y>(t)  jest  funkcją   zależ ną   tylko  czasu 

spełniają cą   warunek  począ tkowy 

( 2 . 3 )  V ( 0 |  = 1 . 

Zwią zki  fizykalne.  Ogólna  forma  prawa  fizykalnego  jakie  przyjmujemy  dla  materiału 

powłoki  opiera  się  na  teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  podanej  w  pracach  [4, 5].  Teor ia 

ta  obejmuje  szeroką   klasę  materiałów,  zarówno  metale,  jak i  niemetale.  Podaje  ona  prawo 

konstytutywne  w  postaci  nieliniowego  operatora  całkowego,  który  uzyskany  został  na 

bazie  zasady  superpozycji  odkształceń   w  czasie  uogólnionej  na zakres  nieliniowy.  Podsta 

wowe  założ enia  teorii  są   nastę pują ce:  materiał  jest  izotropowy,  jednorodny  i  nieś ciś liwy; 

pełzanie  materiału  charakteryzuje  uogólniona  funkcja  pełzania;  proces  nieliniowego  peł

zania  zachodzi  wtedy,  gdy intensywnoś ć   naprę ż enia  osią ga w  małym  obszarze  ciała  wartoś ć  

krytyczną ;  deformacja  natychmiastowa  w  ogólnym  przypadku  jest  nieliniowa. 

W  oparciu  o  powyż sze  założ enia  uogólniona  zasada  superpozycji  uję ta  została  w  formę  

całki  Stieltjesa.  Całka  ta  istnieje  przy  założ eniu  ograniczonej  wariacji  składowych  stanu 

naprę ż enia,  a  przy  spełnieniu  wa ru nku całkowalnoś ci  pochodnych  tych  składowych  prze

chodzi  w  całkę   Riemanna . W  wyn iku tego  zwią zek  mię dzy  składowymi  tensora  odkształ

cenia  Bij i składowymi  dewiatora  naprę ż enia  Jy przedstawia  się  w  postaci 

( 2 . 4 )  su  =  L[Sij], 
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gdzie 

( 2 . 5 )  L[SiJ]  =  Р М Ф и   f  ' « W ^ 5 l ' .  r,  s(r)]dr. 

r* 

W  równaniu  ( 2 . 5 )  oznaczają :  Fe — nieliniową   funkcję   deformacji  natychmiastowej;  H— 

uogólnioną   funkcję   pełzania; s — intensywnoś ć   naprę ż enia;  t — czas  (chwila  obserwacji); 

T — czas  bież ą cy;  t* — chwilę   począ tkową . 

W  myś l  omawianej  teorii  jedną   z moż liwych  form  przedstawienia  uogólnionej  funkcji 

pełzania  jest  postać   wynikają ca  ze zwią zku 

( 2 . 6 )  ~  H[t,  x, s(r)]  =  Fc[s(r)]^C(tr), 

gdzie  C (r— T)  jest  współczynnikiem  pełzania,  zaś  Fc[s]  współczynnikiem  zwię kszają cym. 

W  szczególnym  przypadku , gdy współczynnik  C(t  — т ) jest  liniową   funkcją   czasu, wów

czas 

( 2 . 7 )  ^H[t,r,s(r)]=  Fc[s(r)], 

zaś   na podstawie  ( 2 . 5 )  otrzymujemy 

t 

( 2 . 8 )  L[Slj]  =  Fe[s(t)]su(t)+  j  Sij(r)Fe  [s(r)]  dr, 

o 

(przyjmujemy,  ż e chwila  począ tkowa  t* =  0 ) . Powyż sze  równanie  ( 2 . 8 )  jest  analogiczne 

do  prawa  podanego  przez  O D Q V I S T A  [ 1 2 ]  d la stanu nieustalonego  pełzania  metali. 

W  niniejszej  pracy  bę dziemy  opierali  się  na zależ noś ci  ( 2 . 5 )  przy  założ eniu,  ż e uogól

niona  funkcja  pełzania  spełnia  zwią zek  ( 2 . 6 ) ,  czyli 

i  

( 2 . 9 )  L[stJ]  =  Fe[s(t)]stJ(t)  J  SiJ(T)FMT)]^C(tr)dr. 

o 

Funkcje  Fe  i Fe  uzależ nione od aktualnego  stanu naprę ż enia  przyjmujemy  w postaci dwu 

parametrowych  zwią zków  potę gowych 

( 2 . 1 0 )  Fe [s] =  j  AsT\  Fc [s] =  jBs"~\ 

gdzie  А , В  oznaczają   stałe fizyczne  materiału, zaś  m, и  są  l iczbami natu ra lnymi charaktery

zują cymi  stopień  nieliniowoś ci  zwią zków. 

Zwią zki  d la odkształceń   ( 2 . 1 )  po wyeliminowaniu  przemieszczenia  u moż emy  sprowa

dzić  do jednego  równania,  otrzymują c w ten sposób warunek  nierozdzielnoś ci  odkształceń , 

który po uwzglę dnieniu  równania  konstytutywnego  ( 2 . 9 )  oraz  po wprowadzeniu  wielkoś ci 

bezwymiarowych  przyjmuje  postać  

( 2 . 1 1 )  ^ ^ { L [ , 2 ] } + { L [ 5 2 ]  £ M }  A { t g ^ t v ( ^ ] + ^ | ^ j 2 j  =  0 
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Tutaj  przez  h oznaczono  gruboś ć   powłoki, zaś  

(2.12)  x =  x/ l,  w =  w/ h,  Si =  Su,  s2 =  s22. 

W aru nki  równowagi. W  celu  okreś lenia  warunków  równowagi  podanych w  formie  zwią z

ków  róż niczkowych  rozpatrzymy  stan  równowagi  elementu  powłoki  odkształconej.  Rzu 

tują c  siły działają ce  na element  powłoki na kierunek stycznej  do południka x  oraz  norma l

nej  do  odkształconego  elementu  powłoki  otrzymujemy  układ  dwóch  równań ,  który  po 

wprowadzeniu  funkcji  naprę ż eń   z w  postaci 

(2.13)  * ~ 7 Г    8 d z i e  c = f ( x ) 2 ' 

sprowadza  się  do równania  róż niczkowego 

Równanie  równowagi  (2.14)  oraz  równanie  nierozdzielnoś ci  odkształceń   (2.11)  stanowią  

wraz  z  odpowiednimi  waru nkami  brzegowymi  i  począ tkowymi  układ  równań   opisują cy 

prob lem  złoż onej  deformacji  sprę ż ystoplastycznej  i  pełzania  geometrycznie  nieliniowej 

powłoki  stoż kowej. 

3.  Metoda  rozwią zania 

Metoda  rozwią zania  prob lemu  deformacji  złoż onej  (stan  sprę ż ystoplastyczny  i  pełza

nie)  d la zagadnień   obrotowo symetrycznych,  nie wprowadzają cych  osobliwoś ci  z  tytułu 

kształtu  powłoki,  została  omówiona  w  pracy  [11] oraz  szczegółowo  zilustrowana w  zasto

sowaniu  do płaskiej  membrany  kołowej  oraz  powłoki  kulistej w  stanie  błonowym  w  pra 

cach  [7, 11]. Metoda  ta polega  na przyję ciu  funkcji rozwią zują cych  z i w w postaci  podwój

nych  szeregów  potę gowych  zmiennej  x  oraz  małego  parametru  a(')  ujmują cego  wpływ 

pełzania  w  procesie  odkształcenia.  Rozwią zanie  to  moż emy  traktować   jako  małe  zab u 

rzenie  stanu natychmiastowego  (sprę ż ystoplastycznego)  spowodowane  procesem  pełzania. 

Rozwią zaniem  podstawowym  w  tej  metodzie  jest  zatem  rozwią zanie  d la stanu  natych

miastowego. 

W  przypadku powłoki  stoż kowej,  ze wzglę du  na osobliwoś ć   w  punkcie  л : =  0,  rozwi

nię cie  wzglę dem 3c nie pozwala  na okreś lenie  współczynników  szeregów  potę gowych,  dają c 

w  wyniku zerowe  wartoś ci  wszystkich współczynników.  W  tym przypadku moż emy  przed

stawić   rozwią zanie  w formie  szeregów  potę gowych  o  postaci( 2 ) 

OO  OO  OO OO 

(3.1)  z =  £  £zikyak,  w =  £  2  v v ^ ' + V , 

1=0  fc=0  /=0  k=0 

gdzie  у   =  1 —x. 

(')  Parametr a wyraż a się  przez  stałe materiałowe  (por.  [6, 7,  11]). 

(J)  Rozwinię cie  wzglę dem  у   =  1— x  odpowiada  przedstawieniu  rozwią zania  holomorficznego  w  oto

czeniu  punktu  położ onego  na brzegu  rozważ anego  obszaru. Tego  rodzaju  rozwinię cie  zostało  zastosowane 

przez  Bychawskiego  i  Siennickiego  [8] do zagadnienia  deformacji  natychmiastowej  i  pełzania  tarczy ko

łowej. 
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Zakładają c  a  =  0  otrzymujemy  z  powyż szych  zwią zków  pojedyncze  szeregi  potę gowe,  b ę 

dą ce  rozwią zaniem  dla stanu  natychmiastowego 

00  00 

(3.2)  z0=.J?zv0y\  щ   =y^wv0yv+1, 

v =0  v=0 

które jest  rozwią zaniem  podstawowym  dla zagadnienia  deformacji  złoż onej.  Rozwią zanie 

to  przedstawimy  poniż ej  szczegółowo,  przy  czym  ograniczymy  się   do  powłoki  o  kształcie 

mało  wyniosłego  stoż ka  ś cię tego.  Przyjmujemy,  ż e  powłoka  jest  sztywno  zamocowana 

obustronnie  i poddana działaniu stałego ciś nienia wewnę trznego  (rys. 2). Zakładamy  dalej, 

Rys.  2 

ż e  materiał  powłoki  zachowuje  się  w  procesie  deformacji  zgodnie  z  równaniem  konstytu 

tywnym  (2.9). 

Układ  równań   podstawowych  dla  rozważ anej  powłoki  otrzymamy  ze  zwią zków 

( 2 . 1 1 )  i  ( 2 .14 ) kładą c  w  nich 

(3.3)  x  x  r,  x0  x  r0,  tg£  x  I  x  const 

oraz  uwzglę dniają c,  ż e 0  <  у   <  1 — r 0 ,  gdzie  r0  =  j.  Otrzymujemy  w  ten sposób 

( 3.4)  (yi)  I  № » + № ]   о д )+11  [*o  f  ] + i  (4) 2(f f   o, 

(3.5)   7  O P  I )  ,  _ r  +  _  1 ) . ]  | * K O +  7  =  j  O   3 0 . 

W  powyż szych  wzorach  oznaczają : 

S  *  z + ( y  l ) z '  =  ^ ,  У   * 
P  P  dy 

(3.6)  4  =  I p [ z + ( P  l ) z ' ] ,  s2  =  jp[z+2(yl)z'}, 

=  p 2 £,  £  =  z 2 + ( 3 ^  l ) zz ' + ( > i 2  2 ^ + l ) I ' 2 . 
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Przyjmujemy  jednorodne  wa ru nki  brzegowe 

u(y)\  =0,  w(y)L  =0, 
у —0  y =0 

(3.7)  .  . 
u(y)L  _  =  0,  w(y)L  _  =  0, 

\y=lr0  |J'=1—r0 

a  za  stan  począ tkowy  dla procesu  pełzania  przyjmujemy  stan  natychmiastowy,  co  zapi

sujemy  formułami 

vi 

(3.8)  L M | / = o  =  L 0 [ 5 o ] ,  *(0|,_ 0  =  *>. 

Uwzglę dniają c  zależ noś ci  (3.8) układ  równań   podstawowych  opisują cych  stan natych

miastowy  moż emy  ostatecznie  przedstawić  w postaci 

(3.9)  j ^  ( j  l ) ! [ 6 z ; + 2 ( j '  l ) ? . ' ] 5 i " < "  " + ^ ( m  l ) [ 5 „+ 

0 , 0 ,  ^ ^ ( ^ Ц ^ * ^ ) ^ ^   ^  » . 

4.  Rozwią zanie  dla stanu  natychmiastowego 

Jak  wykazaliś my  w  przyję tej  metodzie  rozwią zania  prob lemu  złoż onej  deformacji,  roz

wią zanie  d la stanu  natychmiastowego  jest  rozwią zaniem  podstawowym.  W  dalszych  roz

waż aniach  wykaż emy,  ż e  rozwią zanie  to jest  również   rozwią zaniem  podstawowym  w  pro

cesie  odkształcenia,  w  którym  efekty  sprę ż yste  uwzglę dniane  są  w  chwili  / =  0, zaś  d la 

czasów  t >  0 pominię te, jako  małe w  porównaniu  z  odkształceniami  pełzania. 

Rozwią zanie  dla  stanu  natychmiastowego  polega  na  podstawieniu  szeregów  (3.2)  do 

równań   (3.9)  i  (3.10).  Otrzymujemy  w  ten sposób  dwa układy  równań   algebraicznych 

w  postaci  rekurencyjnej,  z  których  wyznaczamy  kolejne  współczynniki  szeregów.  I tak, 

z  równania  nierozdzielnoś ci  odkształceń   (3.9) otrzymujemy  warunek, który  musi  być  speł

niony  dla dowolnego  у  

oo  oo 

Ł  w v J v +  у   ( m  1 )  []?Р *У +1

v=0  v=0 

v=0  v=0 
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Drogą   toż samoś ciowego  przyrównania  wyraż eń   przy  jednakowych  potę gach  у   dochodzi

my  do  układu  równań   algebraicznych  w  postaci 

у   Apm  j  т щ  у   (m l)/> 0} +  Ј y  vvoo+ ~  ( y j  ? 0  =  0, 

(4.2)  j  Apm  | т о  / И ! +  у   ( w  1 )  Q>o Pi) j+2f  у   wi0+  у   | y j  9 l  =  0, 

у   ^ m | w 1  w 2 + y  (т \)(р !—/>2)j+3fy  n> 2 0 +y  | y j  ? 2  =  0 , 

Równanie  równowagi  (3.10) w  wyniku  podstawienia  szeregów  (3.2)  daje  warunek 

00 

(4.3)  ^ { y  [ v l v  ( v + l ) l v + 1 ] + | z v 0 + y  Av+Cvzv0C(v+l)zv+1^?  = 

v=0 

z  którego  otrzymujemy  układ  równań  

— ̂^ 1  +  ^ 0 0 + у   A0—lo^io  —  у  > 

(4.4)  2j(A1A2)+2HzioZ2o)  =    у , 

у   ( Л 2 — Л 3 ) + Ј (z 2 0  z 3 o)  =  0, 

Wystę pują ce  w  powyż szych  równaniach  współczynniki  ob liczamy  z  zależ noś ci: 

к   i 

v=0  v=0 

  +l)zk+1,0+2k(k+l)zk+h02(k+l)(k+2)zk+2t0,  й о  =  Ј о " 2 ( т Л  

hk  =  / ~~o^  [ y  gk  =  ak+bkck+dk2ek+fk, 

v= 1 

A:  & 
flfc = J^ZvoZt^o,  6* =  ^V^voZjk.v.o,  С * =  (v+1)ZV+1,0Z*V,0 , 

V = 0  v0  .  v—0 
(45)  Ј , 

dk  = 2J  V ( *  V ) Z » + I Z *  V , O »  = Z ,  (v+O^^Z.+iZjk.v.o, 
v0  v=0 

it  к  

Л   =  Ј  »+l)*ł+i,o**»+i,o»  А   =  ^n,Kk_v, 

v=0  v=0 

*  1/2(   3 )  1  к   T l  1 
v=0  v1 

fc  к  

Ak  =  E  (v+l)>v»oz*v,o,  St  =  Ј  Kv,  Kk  =  zk0+2kzk02(k+l)zk+h0. 
v 0  v 0 
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Pierwsze z równań   (4.2) pozwa la  na wyznaczenie  współczynnika  z 2 0 jako  funkcji  z 0 0 i z 1 0 . 

Współczynnik  z 1 0 wyznaczymy  z pierwszego  z warunków  brzegowych  (3.7), który  na mocy 

zwią zków  geometrycznych  (2.1) moż emy  przedstawić   w  postaci  równania 

(4.6)  Ј2 0 =  | 7 = 0 =  L0[s20]\=0  =  [ z 0 + 2 ( ^  l ) z 0 ] i 3 o ! / 2 ( m _ I ) |  = 0  = 0, 

ską d po podstawieniu pierwszego  z szeregów  potę gowych  (3.2)  otrzymujemy 

(4.7)  z w = Z f . 

Z  równań   (4.2)  otrzymujemy  kolejno 

_ 3  7 w ° ° ( l + 2 
Z20 — ~т  zoo 

1  h  \ 

4  ^^l/2(ml) 

"(KI 
( 4 ) 

2Apm\^\  z?" 1 

(4.8)  z 3 0 =  ^  ( 3 m  7 ) z 0 0  ^   ( 5w  41 ) z 2 0 

jW1o\$+  у   Wool 

/  j  U/2(ml) 

3 ^ m  1 r )  ^oo"1 

zaś  z równań   (4.4)  mamy 

Wio 
4 L ( 4 + "  « )  ł ( i ) i ' 

^   ^ 2 0 — z3o) |f у   + Wooj +  2w 1 0 | y z 0 0 — z 2 0 j +  у   w 2 0 z 0 0  j , 

Mają c  okreś lone współczynniki  szeregów  (3.2) jako  funkcje z 0 0 i w0o przejdziemy  obecnie 

do  okreś lenia  tych ostatnich, wykorzystują c  drugi z warunków  brzegowych  (3.7), który mo

ż emy  przedstawić  w formie  równania 

(4.10)  *2 о | ; = 1_ 7 о  =  Ь о Ы \=1_0  =  [zo+2{y\)zMl4mĄ y=l.7o  =  0. 

ską d po podstawieniu szeregów  (3.2)  mamy 

00 

(4. П )  E u * Ą  i  *  =  °
v=0 

Z  drugiej  strony,  funkcja  ugię cia  iv0 spełniać   mus i  warunek 

(4.12)  ™<\y=ir0 =  w oo( l  ' : o)+ w 1 o( l  r 0 ) 2 + H '2o( l  ' : o) 3 +  ... =  0. 

Jeż eli  z  kolei do równań   (4.11) i  (4.12)  podstawimy  zwią zki  (4.7),  (4.8),  (4.9),  otrzymuje

my  układ  dwóch  równań   a lgebraicznych  zawierają cy  poszukiwane  niewiadome  Zoo i  и >о о . 
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Stopień   tych równań   uzależ niony jest  od iloś ci wyrazów  rozwinię cia  uwzglę dnionych w po

wyż szych  waru nkach. N a przykład, jeż eli  ograniczymy  się   do  uwzglę dniania  dwóch  wyra 

zów  rozwinię cia  w  waru nkach (4.11)  i  (4.12)  otrzymamy  odpowiednio 

(4.13)  azZ+2+bz2
00+cz0Q+d  =  0, 

„  /  1 г о   / 1 / 1  1  Л  

gdzie 

I  +  ~ ( i  h)  im1)  j  14 +  ;  (i   ,  „) (3m  1 3 ) | [ 4 + y ( l  r 0 ) ( 3 m  1 3 ) j , 

[ 4 + I ( l  r , ) ( 3 m  1 3 ) ] ( l  r e )  ,  1  v 

\ 1 +  2  5  r 0 / ' l/2(ml) 

2 ^ m l  l  ( 5  r 0 ) 

с   = 

/3_\ 

U/ 

Л   5—г 0\  5—/о / 

(4.15)  ;  f  ,  i  _  ^  4 + i ( l  7 0 ) ( 3 m  1 3 ) 

2Л />' 

l /2 (m l ) 

>2  4 + i ( l ~ r 0 ) ( 3 / « ~ 1 3 ) 

d = 2 | *  Z 

I   Л   1 

2Ap" 
\ 4 / 

Za tem  szeregi 

(4.16)  z  =  Zoo+z 1 0 ^+z 2 oj 2 +Z3oF+ 

(4.17)  vv0 =  H'oo7+w 1 0y2+iV2o>' 3+ 

stanowią   rozwią zanie  podstawowe  dla prob lemu złoż onej  deformacji  rozważ anej  powłoki 

sztywno  zamocowanej  na brzegach,  obcią ż onej  stałym  wewnę trznym  ciś nieniem. 

Mają c  okreś lone  funkcje  z 0  i w0  ob liczamy  naprę ż enia  oraz  ugię cie powłoki  z  zależ noś ci 

(4.18)  cr10 =  p 2J  W V > 

v=0 

00 

(4.19)  cr 2 0=/>  ^ , ( v + l ) ( z v 0  z v + J i 0 ) ^ v , 
v=0 

(4.20)  7,v+l 
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5.  Rozwią zanie  w  zakresie  czystego  pełzania 

Podamy  obecnie  rozwią zanie  dla powłoki  stoż kowej  wykonanej  z  materiału  wykazują 

cego  wyłą cznie  odkształcenia  pełzania.  Przyjmujemy,  ż e  pełzanie  materiału  powłoki  opi

suje  równanie  konstytutywne  (2.9), w  którym  funkcję   nieliniowej  sprę ż ystoś ci  Fe  położ ymy 

równą   zeru . 

Układ  równań   podstawowych  opisują cych  tego  rodzaju  stan  w  powłoce  otrzymamy 

z  równań   (3.4)  i  (3.5)  zakładają c,  ż e 

(5.1)  L[siĄ Feo=  Lp[s,j]. 

M a m y  wtedy  układ  równań  

(5.2,  '  Cy^lLAs,]}MWLAs»  + ^ [ ^ \ + ^ ^ ^ J ~ 0 , 

gdzie 

(5.4)  z„(t)  =  z(0| F e = i 0,  wp(t)  =  w ( r ) [ F e = 0 . 

Niż ej  przedstawiona  metoda  rozwią zania  opiera  się   na analogii  fizykalno geometrycz

nej  do  prob lemu  natychmiastowego  (nieliniowo  sprę ż ystego)  podanej  w  pracach  [3, 7, 11]. 

Istota  rozwią zania  polega  na  rozdzieleniu  zmiennych  w  równaniach  podstawowych  (5.2) 

i  (5.3). A b y tego dokonać   należ y  róż niczkowocałkowe  równanie nierozdzielnoś ci  odkształ

ceń   (5.2)  sprowadzić   do  równania  róż niczkowego.  Moż emy  to  uczynić , jeż eli  współczynni

kowi  pełzania  C(t—r)  nadamy  konkretny  kształt.  Przyjmujemy  tutaj,  ż e  współczynnik 

pełzania  ma postać   wykładniczą  

(5.5)  C(tr)  =  Colle**]; 

stą d po  zróż niczkowaniu  wzglę dem  czasu bież ą cego  otrzymamy 

(5.6)  Ј  =yC0e«''K 

Jeż eli  zależ noś ć   (5.6)  podstawimy  do  równania  konstytutywnego  (2.9)  zakładają c  równo

cześ nie,  ż e Fe  =  0  otrzymamy  po  rozpisaniu na  składowe 

t 
1  —  Г   1/2(я 1)  „   , 

Lp[si]  =  jBC0yp»  J  [zp+(yl)z'p]Qp  е *'*>Л , 
o 

(5.7) 
t 

1  Г   1/2(л 1) 
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Otrzymane  operatory  podstawiamy  do  równania  nierozdzielnoś ci  odkształceń   (5.2), a  nas

tę pnie  na drodze  róż niczkowania  wzglę dem  / i  eliminacji  całek  dochodzimy  do  równania 

róż niczkowego  w  postaci 

(5.8)  1  BCOYP4G  i ) J [ 6z; + 2G '  \ ) z P ' ] Q x ^ m  X ) + \  ( w   1 ) 1 * + 

+ 2 0   w  ą }  , f * [ ,  f ] + 1  )" )  ф   f + ł  f ] . 

Przyjmujemy  rozwią zanie  dla  funkcji  naprę ż eń   i  ugię cia  w  postaci  iloczynu  dwóch 

funkcji,  z  których  jedna  uzależ niona  jest  tylko  od  zmiennej  y,  druga  zaś   wyłą cznie  od 

czasu  ł 

(5.9)  z„(y, t) =  З Д с >(0, 

(5 . Ю )  ivPG>,  o  =  а д М О 

Podstawiają c  zależ noś ci  (5.9) i  (5.10) do  równań   podstawowych  (5.8) i  (5.3)  otrzymujemy 

odpowiednio 

~BC0p'(y\)  , 

( 5 Л 1 )  т ^ г т т ш   { « + 2 ^  1 » ' ^ , я м + 

/  f  rff  + 2  V7/\  dy] 

+  l  (ml)K+2(bl)zJ1fl°;'2<"V;  =  (  v V + 2 w )  =  A, 

gdzie  X, Xi oznaczają   stałe, które  należ y  okreś lić . 

Zależ noś ć   (5.12) przedstawia  układ dwóch  równań   o  postaci 

(5.14)  —  = Xi. 

W 

Równanie  (5.13) jest  formalnie  analogiczne  do  równania  równowagi  (3.10)  d la stanu na 

tychmiastowego,  przy  czym 

(5.15)  Xi  =  1. 

Podstawiają c  (5.15)  kolejno  do  równań   (5.13)  i  (5.14)  otrzymujemy  odpowiednio 

(5.17)  y  = 

<P 
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Jeż eli  zależ noś ć   (5.17) uwzglę dnimy  w  zwią zku  (5.11) otrzymamy  również   układ  dwóch 

równań  

(5.is)  \в с ,А   h ^  ^ щ А ю + ^ к Ъ ™ * 

l  c  dy 

j  ( «  l ) [ z»+ 2 ( y l ) zJ ' ] i2 n
p

1 ' « '  8 > i2» ' }  =  1, 

(5.19)  2  ^  +  V + 2  =  l , 
ycp 

z  których  pierwsze  jest  formalnie  analogiczne  do  równania  nierozdzielnoś ci  odkształceń  

d la  stanu  natychmiastowego  (3.9).  Jeż eli  wię c  znamy  rozwią zanie  równania  (3.9) 

(5.20)  z0=f(A,m,y), 

to  rozwią zanie  równania  (5.18) moż emy  przedstawić   w  postaci 

(5.21)  ą =f\ 

Całkują c  równanie  (5.19)  otrzymujemy 

(5.22)  ę   =  П 7 ' л  ( А ? 3 + 2  1 ) е  ^ > " ]  \ 

gdzie  stałą   cp0 =  (p(t)\  wyznaczymy  z  wa ru nku począ tkowego.  Z  równania  (5.22)  otrzy

mujemy  9?0 =  1 • 

Za tem  funkcja  q>{t) przyjmuje  ostatecznie  postać  

(5.23)  9>(0=  [ А  ( л  1 ) е ~ ^ У ( ' ~ ' о ) Г ^ . 

W  celu  okreś lenia  stałej  X  u czynimy  założ enie,  ż e  stan  począ tkowy  procesu  pełzania 

okreś lony  jest  przez  stan  natychmiastowy;  w  rozważ anym  przypadku  jest  n im  reakcja 

sprę ż ystoplastyczna.  Zatem  dla t =  0 

(5.24)  zp  =  z°p =  z 0  oraz  wp  =  w°p =  w0. 

Rozwią zanie  dla  takiego  stanu  zostało  przedstawione  w  punkcie 4. 

D l a  czasów  wię kszych  od  zera  pomijamy  wpływ  sprę ż ystych  własnoś ci  materiału 

powłoki.  Rozwią zanie  w  tym  przypadku  musi  spełniać   równocześ nie  równania  (3.9) 

i  (5.18).  Porównują c  równania  (3.9)  i  (5.18) w założ eniu,  ż e  spełniona  jest  zależ noś ć   (5.24) 

otrzymujemy  nastę pują cy  warunek  dla  X,  który  musi  być   spełniony  dla  dowolnego  у  

w  przedziale  r0  <  у   <  1. 

h  dwa  1 

(5.25)  Л  * а „ ~   '  *  1 

Г   dy  ^  2\l)\dy 

x 

[ 6 i 0 + 2 ( j   l ) z 0 ' ] ^ 0 f"  1 > +    (ml)\zo+2(y  l)zó]Ql̂ ^ 
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W  szczególnym  przypadku , gdy m — n, to  znaczy,  gdy nieliniowoś ć   sprę ż ystą   i  nie

liniowoś ć   pełzania  okreś la  identyczny  wykładnik  potę gowy,  warunek  (5.25)  przyjmuje 

postać  

(5.26)  A =  Ę̂ ^  =  —г ,  gdzie  В  =  BC0. 
A  A 

Ostatecznie  funkcję   naprę ż eń  zp  moż emy  przedstawić  w  postaci 

(5.27)  zp=z0{y)[+\/ x{X\)en"fĄ   \ 

W  granicy,  gdy czas  zmierza  do nieskoń czonoś ci,  z zależ noś ci  (5.27)  otrzymujemy 

(5.28)  Iimż , =   ^ . 

Funkcję   ugię cia  okreś lamy  z  zależ noś ci  (5.10).  Przyjmuje  ona ostatecznie  postać  

(5.29)  w„(y, 0 =  ^0(у )У ^(л \)е ^'. 

Podobnie  jak w  przypadku  naprę ż eń   również   ugię cie  ulega  stabilizacji po czasie  nie

skoń czenie  długim 

i 

(5.30)  l im wp(y,  t) =  A»+2 w0(y). 
/ ->oo 

Stabilizację   naprę ż eń   i  ugię ć   po  czasie  nieskoń czenie  długim  uzasadnia  przyję ta  postać  

współczynnika  pełzania w równaniu  konstytu tywnym. 

Przykład  liczbowy.  Rozważ ymy  przykład  liczbowy  ilustrują cy  rozkład  naprę ż eń   w po

włoce  w  chwili  przyłoż enia  obcią ż enia  oraz  zmianę   naprę ż eń   i  ugię ć   w  czasie. 

in3  k G 

xlU  —у  
cm2 

in3  k G 

xlU  —у  
cm2 

<0 

3,0 

2,0 

1.0 
\^lim  о г 1115  kG/ cm2 

i i . i i , 
0  200  400  600 

Rys .  3 

t[godź ] 

Przyjmujemy  nastę pują ce  wartoś ci  liczbowe:  stałe  ciś nienie  p =  20 kG / cm 2 ,  gruboś ć  

powłoki  h =  1 cm, / =  100 cm, Ј =  10°, wykładniki  nieliniowoś ci  m =  n =  3, r0  =  0,5, 

stałe  fizyczne  nieliniowego  prawa  fizycznego  (2.10)  identyfikujemy  w  oparciu  o  dane 
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z  [9]  i  [10]:  A  =  0,4 10 1 2 [ cm 2 /kG ] 3 ,  В   =  1,6  1 0  " U ^ j  \y =  0,0012godz."1.Ograniczają c 

się   do  dwóch  wyrazów  rozwinię cia  warunków  (4.11)  i  (4.12)  oraz  uwzglę dniają c  trzy  wy

razy  szeregów  (4.16)  i  (4.17)  otrzymujemy  odpowiednio  dla  funkcji  naprę ż eń   i  ugię cia 

nastę pują ce  wyraż enia: 

z0  =  232,5+116,25 y178  j ' 2 , 

w0  =  7 , 69y 8 , 22y 2  14 , 32 y\ 

Rys.  4 

W  oparciu o  (5.22)  wyznaczamy  funkcję   czasu 

(/)  =  [ 40 39e ° ' 0 0 3 ' ]  1 / 5 

W yn ik i  obliczeń   przedstawiamy  wykreś lnie.  Zmianę   naprę ż eń   w  czasie  w  pu nktach у   =  0 

powłoki  ilustruje  rys. 3;  rys. 4  przedstawia  rozkład  ugię ć   powłoki  dla  róż nych  wartoś ci 

czasu  t. 

6.  Wnioski 

W  pracy  podano  układ  równań   podstawowych  opisują cych  prob lem  geometrycznie 

nieliniowej  powłoki  stoż kowej  w  stanie  błonowym,  obcią ż onej  wewnę trznym  ciś nieniem. 

Przyję te  równanie  konstytutywne  obejmuje  szeroką   klasę   materiałów  zarówno  metali, 

j a k  i  niemetali  okreś lonych  formą   współczynnika  zwię kszają cego  oraz  współczynnika 

pełzania.  Z  postaci  równania  wynikają   przypadki  szczególne:  nieliniowa  i  l iniowa  defor

macja  natychmiastowa;  prawo  pełzania  metali  Odqvis ta ;  zwią zki  B oltzmanna  dla  linio

wej  lepkosprę ż ystoś ci. 

Przedstawiono  podstawowe  rozwią zanie  d la  stanu  natychmiastowego  dla  procesu 

deformacji  złoż onej  mało  wyniosłej  powłoki  o  kształcie  stoż ka  ś cię tego  sztywno 

zamocowanej  obustronnie,  ograniczają c  się   do  przedstawienia  rozwią zania  jakoś ciowego. 

Algeb ra iczna  postać   u zyskanych  współczynników  szeregów  potę gowych  daje  moż liwoś ć  

łatwego  zaprogramowania  i  wykonywania  obliczeń   numerycznych  na  maszynie  cyfrowej 

d la  szeregu  wartoś ci  liczbowych  stałych  materiałowych  i  parametrów  geometrycznych 

powłoki. 

Podano  rozwią zanie dla pełzania, przedstawiają c  je za pomocą   f  izykalnogeometrycznej 

analogii  do  prob lemu  natychmiastowego,  podobnie  jak  to  uczynił  autor  d la  powłoki 
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stoż kowej  w  pracy  [11].  Stosowane  jednak  w  pracy  [11]  prawo  fizykalne  ODQVISTA  [12] 

opisuje  w  istocie  stan  pełzania  ustalonego.  Ze  wzglę du  na zmianę   naprę ż eń   w  czasie,  stan 

taki  w  rozpatrywanej  powłoce  nie  ma  miejsca.  Pr zyjmowa n ie— ja k  w  obecnej  pracy  — 

nieliniowych  teorii  dziedziczenia  w  geometrycznie  nieliniowych  prob lemach  pełzania  mem

b ran,  w  ś wietle  powyż szego  wydaje  się   szczególnie  uzasadnione. 

Z  przedstawionego  rozwią zania  dla pełzania  wynika ,  ż e  naprę ż enia  maleją ,  zaś   ugię cia 

rosną   w  czasie.  Po  czasie  nieskoń czenie  długim  nastę puje  stabilizacja  naprę ż eń   i  ugię ć , 

co  wynika  z  kształtu  współczynnika  pełzania,  przy  czym  wartoś ć   naprę ż eń   i  ugię ć   po 

czasie  nieskoń czenie  długim  uzależ niona  jest  od  stałych  fizycznych  materiału  powłoki. 

D l a  identycznego  prob lemu  przy  zastosowaniu  prawa  ODQVISTA  [12],  uzyskiwano  po 

nieskoń czenie  długim  czasie  [11]  wzrost  ugię ć   do  nieskoń czonoś ci  przy  równoczesnym 

spadku  naprę ż eń   do  zera.  Porównanie  wyników  otrzymanych  w  pracy  [11]  z  obecnymi 

rezu ltatami  pozwala  wnioskować ,  ż e  istnieje  zwią zek  mię dzy  prawem  konstytu tywnym 

opisują cym  fizyczne  właś ciwoś ci  materiału  powłoki  a  zakresem  geometrycznej  nielinio

woś ci, ja ki  powinno  się  uwzglę dniać   w  podobnych  prob lemach. 
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Р е з ю м е  

У П Р У Г О  П Л А С Т И Ч Е С К О Е   С О С Т О Я Н И Е   И   П О Л З У Ч Е С Т Ь   Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И  

Н Е Л И Н Е Й Н О Й   К О Н И Ч Е С К О Й   О Б О Л О Ч К И  

В   р а б о т е   р а с с м а т р и в а ю т с я   н а п р я ж е н и я   и   п р о г и б ы   г е о м е т р и ч е с к и   н е л и н е й н о й   к о н и ч е с к о й  

о б о л о ч к и ,  в ы п о л н е н н о й   и з   м а т е р и а л а   о б л а д а ю щ е г о   с в о й с т в о м   п о л з у ч е с т и ,  в   с о о т в е т с т в и и   с  н е 

л и н е й н о й   т е о р и е й   н а с л е д с т в е н н о с т и ,  д а н н о й   Б Ы Х А В С К И М   и   Ф о к с о м . 
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Д а н а   с и с т е м а   у р а в н е н и й   о п и с ы в а ю щ и х   р а с с м а т р и в а е м у ю   з а д а ч у .  О б с у ж д е н   м е т о д   р е ш е н и я  

з а д а ч и   в   с л у ч а е ,  к о г д а   п р о и с х о д и т   с л о ж н о е   д е ф о р м и р о в а н и е   (м г н о в е н н а я   д е ф о р м а ц и я   и   д е ф о р м а 

ц и я   з а в и с и м а я   о т   в р е м е н и ),  а   ф о р м а   о б о л о ч к и   в в о д и т   о с о б е н н о с т ь . 

Д а н о   о с н о в н о е   р е ш е н и е   (м г н о в е н н о е   с о с т о я н и е )  д л я   п о л о г о й   к о н и ч е с к о й   о б о л о ч к и ,  а   т а к ж е  

р е ш е н и е   с п р а в е д л и в о е   в   р е ж и м е   п о л з у ч е с т и . 

В   з а к л ю ч е н и е   п р е д с т а в л е н   р я д   в ы в о д о в . 

S u m m a r y 

E L A S TO  P L A S T I C  S TA TE  A N D  C R E E P  O F  A  G E O M E T R I C A L L Y N O N  L I N E A R  C O N O I D A L 

S H E L L 

The  determination of  stresses  and displacements  is considered  for  a  geometrically  non linear conoidal 

shell  subject  to  creep  deformations.  It  is  assumed  that  the  material  behaves  according  to  the non linear 

theory  of  inheritance —  proposed  by  Bychawski  and  Fox  [4, 5].  The  corresponding  set of  equations  is 

derived  and the method  of  solution of  the complex  deformation  prob lem  (instanteneous  deformation and 

timedependent  deformation)  is discussed in the case  of  singularity in the shape  of  shell.  The  fundamental 

solution  (instanteneous  state) and the solution in the range of pure creep are presented  for  shallow  conoidal 

shells.  The  final  part  of  the paper  includes some conclusions. 

ZESPÓŁ MECHA NI K I T ECH NI CZNEJ 

WSI W R ZESZOWI E 

Praca  została złoż ona  w Redakcji  dnia  3 maja  1968 r. 


