
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA .
I   STOSOWANA

1,8(1970)
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Waż niejsze  oznaczenia

a  współczynnik wyrównywania  temperatury, [m2/s]

.  ."  funkcje  Thomsona rzę du n

c  ciepło właś ciwe,  [J/kg grd]
j  jednostka  urojona

,  ."  funkcje  Thomsona rzę du n
KSlnz

ą   amplituda zespolona fali  strumienia cieplnego,  [W/m2]
q{r,  x)  chwilowa wartość strumienia cieplnego,  [W/m2]

r  współ rzę dna, [m]  ,
t  amplituda zespolona fali  strumienia cieplnego,  [°C]

t(r, r)  chwilowa  wartość fali  temperatury,  [°C]
A,  B  stałe całkowania

F  powierzchnia,  [m2]
M, N, P, Q  patrz wzory  (5) i  (6) oraz tablica 2

R  współ rzę dna powierzchni ograniczają cej  warstwę  przegrody  złoż onej, [m]
V  obję toś ć,  [m3]

W  opór cieplny  [m2 grd/W]
a  współczynnik przejmowania  ciepła, [W/m2  grd]
A  współczynnik przewodzenia ciepła,  [W/m grd]
Q  gę stoś ć,  [kg/m3]
T  czas,  [s]
w  czę stotliwość  ką towa,  [1 /s]

Indeksy:
a  dotyczy powierzchni napływu  fali
b  dotyczy  powierzchni odpływu  fali
k  numer warstwy  przegrody  n- warstwowej

1.  Wprowadzenie

Spoś ród  wielu  zagadnień  zwią zanych  z  nieustalonym  przewodzeniem  ciepła,  analiza

przepł ywu  fal  temperatury  i  zwią zanych  z nimi  fal  strumienia cieplnego zasługuje  na  szcze-

gólną   uwagę.  G ł ównym  powodem  wyróż niają cym  ten  problem  spoś ród  wielu  innych  jest

fakt,  że  dowolną   funkcję   okresową,  a  wię c  także  i  temperaturę   zmieniają cą   się   okresowo

w  czasie  moż emy  rozł oż yć  w  szereg  Fouriera,  bę dą cy  sumą   harmonik  o  róż nych  ampli-
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tudach,  fazach  i  czę stotliwoś ciach  ką towych.  Tak  wię c  harmoniczne fale  temperatury  są
podstawowymi  elementami,  z  których  moż na  zbudować  funkcję   wyznaczają cą   dowolną
okresową   zmianę  temperatury.

Rozwią zania  tego  typu  dla  półprzestrzeni znaleź ć  moż ną   w  pracy  [6]. Znane są   także
rozwią zania  dla przegród  wielowarstwowych pł askich, cylindrycznych  i  oporów,  podają ce
zwią zek  pomię dzy  amplitudami  zespolonymi  fal  temperatury  i  strumienia  cieplnego  na
powierzchniach  ograniczają cych  te  przegrody  [1].  W  pracy  [7]  przeprowadzono  analizę
zagadnienia symetrii  przepływu  ciepła w  płaskich przegrodach zł oż onych. Opracowanie  [8}
poś wię cone jest wyznaczeniu ustalonych pól temperatury i strumienia cieplnego w przegro-
dach złoż onych z wewnę trznymi ź ródłami  ciepła. Brak jest dotychczas opracowań uwzglę d-
niają cych  pojemnoś ci  cieplne  o zerowym  oporze  przewodzenia  oraz  wzorów  wyznaczają-
cych  chwilowe  wartoś ci  temperatury  i  strumienia  cieplnego  w  dowolnym  r- tym  punkcie
k- ttj  warstwy  przegrody  /^- warstwowej.  Niniejsza  praca  poś wię cona  jest  rozwią zaniu
tych właś nie zagadnień.

2.  Równanie dla  przegrody  wielowarstwowej

Rozwią zanie  równania przewodzenia  ciepła

dt(r,r) _  U- ldt{r,T)  d2t
2t(r,r)\

dr2  ]'

gdzie /? =  1 dla przegrody płaskiej, j? =  2 dla przegrody cylindrycznej  i /? =  3 dla przegrody
sferycznej,  przy  założ eniu  harmonicznie  zmiennej  temperatury  w  otoczeniu  (lub  na  po-
wierzchni  r =   R„)  moż na przedstawić w postaci  [1]

(2.2)  t(r,  T) =   [AE(r) +BF(r)]exp  iwr.

Po zastosowaniu  do równaniu  (2.2) prawa  Fouriera

„ . ,  ,  s  ,  St{r,  T)

(2.3)  q(r,r) =  ~X  ^

otrzymamy wzór  okreś lają cy  wartość  strumienia cieplnego

(2.4)  q(r, t)  =  [ i< Ą ( r)+ JĄ ( r) ]expion.

Funkcje E{r), F(r), Ex(r) t  Fx(r)   dla /9 =  1, 2, 3 podane są   w  tablicy  1. Symbole  A  i B ozna-
czają   stałe cał kowania.

Wyraż enia  znajdują ce  się   w  nawiasach  kwadratowych  prawych  stron  równań  (2.2)
i  (2.4)  okreś lają   odpowiednio  amplitudy  zespolone  fali  temperatury  i  fali  strumienia
cieplnego.  W  dalszym  cią gu  operować  bę dziemy  amplitudami  zespolonymi  pomijając
człon expm>t wymuszają cy  okresowość  zjawiska  [1].

Przyjmując  w  równaniach  (2.3)  i  (2.4)  r =   RaA  moż emy  wyznaczyć  stałe  A  i  B.  Po
przeprowadzeniu  przekształ ceń,  amplitudy  zespolone  fali  temperatury  i  fali  strumienia
cieplnego na powierzchni  napływu tych  fal  moż emy wyrazić poprzez amplitudy  zespolone
na powierzchni  odpływu

(2.5)  '«, i- - Mi

(2.6)  qa,i  =  Pit

Wielkoś ci  M,  N,  P  i  Q  przedstawiono  w  tablicy  2.  Wskaź nik  «  dotyczy  powierzchni  na-
pływu, a wskaź nik  b — powierzchni  odpływu  fal.
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Tablica I . Funkcje równań (2.2) i (2.4)

Przegroda  cylindryczna

/   /   ico  i

/   /   ico  i

-   /   /co  /   /   /co \

A

Przegroda  sferyczna

^  = 3

— sh 1 r y  — j

.. /   ico , 1 .. /   ico\  A1/  —ch  r l /  —  sh

1/  —sh  c l/  —  ch
y a \  y a j r

Ra  *Z Y <  Rj,

f  /  Ico \
' "1/  —1



Tablica 2. Rzeczywiste  i urojone czę ś ci elementów macierzy róż nego rodzaju warstw

1

R eM k

ImAA

l m N k

Przegroda  płaska

2

chrfcosd

shrfsinrf

R

R

2ld
— ć hdsiń d]

Przegroda  cylindryczna

3

—^r  [berzfl(kei, z6—kerj  zt) +

]/ 2

+ ber, Jb(kei zf l + ker za)  +

— bei zo(keiI zj + kert z^) Ą -

— beij z{,(kei za—ker z0)]

—i— [berzo(kei1zj+ kerIzfc)  +
y 2

+ ber,  Z(,(keiza—kerza)- f-

+ bei za(kei1 zb—ker,  zj) - )-

+ beijZi,(keizfl—kerzo)]

— berzakeiz6  —beizjkeizj

Rb
—  [berzjkeiza+ beiz(,kerza+
A

— berzokeizfc — beizflkerzfc]

Przegroda  sferyczna

iS  = 3

4

1

2JR&Z

H  — ch/ jcos/;

(chAsinA—shAcosA)  +
2i?frz

  J

Ą   sh/ isinA

—  (shAcosA + chAsinA)

(sh h cos h — ch h sin h)

Opór

—

5

1

0

W

0

Pojem-
ność

—

6

1

0

0

0



1

R eĄ

Re£>*

2

A

i?

—chć / sintf]

d[shdcosd+
R

ć hdcosd

/

3  '  •

kz\ [bê  z6 ker, z„  + ber, zo ker, zb  +
+  bei, z„  kei, zb—bei,  zt.kei, zo]

+6ei"i zofceri z;,—bei; zb kerlz^\

—T=^ [ber zj,(kei, zo—ker, za) +

+ ber[ z„(kei zb+ker  zb) +
—beizj(kei1za- )- kerIza) +
—bei, za(kei z6—ker z6)]

l~   [berzjfkeijZa+ ker,  za) +

+  ber, za(kei zb — ker z;,) +
+ bei Zf,(kei, za—kexx  za)+
+ bei,za(kei,zh—kerjZj,)]  .

4

A
—-— (shftcos/z + ch/ isin/ ;) +
7?6z

,  Ra

+ Az  (ch/ isin/; — shftcosA) +

——chhcosh
•   A
—- —(chAsinń — sh«cosft)  +

—Az—— (chAsinA + shAcos/0  +

KRb- Ra)  . . . .

sh /; sin h
Rl

+ sh/ icos/ i)

——  shA sinA  —-  (ch/i sinA +

— sh/ zcos/0

.- «- «!/ £=   « = , / !

5

0

0

1

0

6

0

~Fa

0

J2 — grubość warstwy  {Rb - Ra)  ~~ grubość warstwy  (- K& - J?a) — grubość  warstwy

a: Współ czynniki w podanych w tablicy  wzorach  dotyczą  warstwy  k, ze wzglę du  na uproszczenie zapisu  pominię to  przy  nich indeks k.
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Układ  równań  (2.5),  (2.6) przedstawić  moż na w postaci  macierzowej,  [1, 2, 5]:

K i l  \Mt  N{\ \ tbll](2-7)  LhU JLJ-
Wartoś ci  Mu  Nlt  Pt,  Qx  dla /? =  1, 2, 3 przedstawiono w tablicy 2. Teorię  funkcji  Thomsona
wystę pują cych  w kolumnie 3 tej  tabeli  znaleźć moż na w pracy  [3].

\   \

5b,k- 1- ?a,k

Rys.  1. Przegroda  ^- warstwowa

U- b,n

Jeż eli  dana jest  przegroda  składają ca  się   z  n warstw,  pomię dzy  którymi  nie  ma  oporu
cieplnego, czyli kiedy  spełnione są   zwią zki  (rys.  1):

(2.8) thkZteM

qb,k  =  q„,k

to  zależ ność  pomię dzy  amplitudami fal  temperatury  i  strumienia  na powierzchniach  ogra-
niczają cych  tę  przegrodę   moż emy  przedstawić  w postaci  równania  macierzowego

(2.9)

gdzie

(2.10)
M  N

p  Q

3.  Macierzowe przedstawienie oporu

Jeż eli  na  styku  dowolnej  warstwy  k  i  k- \ -1  istnieje  opór  cieplny  W,  to  bę dziemy  mieli

a n a  - 1 u t  i

oraz

(3.2)  qb,k  =  1a,k+i.

Po  przekształ ceniach  ukł ad  równań  (3.1),  (3.2)  moż na  zapisać  w  postaci  macierzowej

(3.3)
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Opór  moż emy zatem traktować jak  warstwę,  której  pojemność  cieplna równa jest zeru.
Współczynniki  macierzy  tej  warstwy  są   liczbami  rzeczywistymi.  Typowym  przykładem
takiej  warstwy jest opór przy napływie fali  temperatury na powierzchnię  przegrody.  Równy
on  jest  odwrotnoś ci  współ czynnika  przejmowania  ciepła.  Elementy  macierzy  warstwy  —
oporu  przedstawione  są   w rubryce  5 tablicy  2.

4.  Macierzowe przedstawienie pojemnoś ci cieplnej

Niech  bę dzie  dana  warstwa  zbudowana  z  materiału  o  nieskoń czenie  małym  oporze
przewodzenia  ciepła.  Przez  powierzchnię   F{  napływa  na  tę   warstwę   zmienny  w  czasie
strumień  ciepła qx  exp KOT powodując  wzrost  temperatury.  Jednocześ nie  z powierzchni  F2

odpływa  strumień  q2  exp/COT  powodując  jej  obniż enie.  Z  pewnym  przybliż eniem  za  taką
warstwę  .uważ ać moż emy warstwę  pł ynu, którego zmiany  temperatury są  stosunkowo  wolne
w czasie  [6]. Bilans cieplny  dla  takiej  warstwy przedstawiał  się  bę dzie  nastę pują co:

(4.1)  JFJ qx exp iwi  dz — F2 q2 exp imx dx  =   CQV dt  (T) ,

gdzie  Kjest  pojemnoś cią   warstwy. Przyjmujemy,  że zmiany  temperatury otoczenia na  gra-
nicy  z  powierzchnią   Fx  mają   charakter  harmoniczny.  Harmoniczne bę dą   także  zmiany
temperatury  w  warstwie,

(4.2)  "  f(r)  =  ? explore.

Oznaczając  przez  t1  amplitudę   zespoloną   fali  temperatury  na  powierzchni  Fu  a  przez
t2  amplitudę  na powierzchni  F2)  otrzymamy

(4.3)  fj.fe- r.

Po  zróż niczkowaniu  zależ noś ci  (4.2)  wzglę dem  czasu  i  uwzglę dnieniu  jej  w  równaniu
(4.1) oraz po przeprowadzeniu  działań otrzymamy

V  F2

(4.4)  qx  =  i  t  +

Układ równań  (4.3),  (4.4) moż na zapisać w postaci  macierzowej

1  [t2

(4.5)
9:

1  0

V  F2

Elementy macierzy  dla warstwy —  pojemnoś ci  przedstawiono  w kolumnie 6 tablicy  2.
W  celu  bliż szego  wyjaś nienia  rozważ ań  podanych  w  rozdziałach  3  i  4  posłuż ymy  się

nastę pują cym  przykł adem.
Warstwa  k  (rys.  1)  przegrody  ^- warstwowej  o  pojemnoś ci  V  wypełniona jest płynem

o cieple właś ciwym  ck  i gę stoś ci  Qk. Współczynniki przejmowania  ciepła na powierzchniach
.Fa.fc-i  i Fb<k+1 wynoszą   odpowiednio  aa,k- i  i  ab,k+i-

Formalnie mamy tutaj  do czynienia z poł ą czeniem trzech warstw: oporem, pojemnoś cią
cieplną   i  oporem. Przypisując  oporom kolejne  numery k—l  oraz k+l  moż emy, po wyko-

3  Mechanika  teoretyczna
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rzystaniu  rozwią zań  zawartych  w  rozdziale  3 i 4 napisać zależ ność pomię dzy amplitudami
na powierzchniach stałych przegrody,  ograniczają cej  warstwę   pł ynu

(4.6)

1
1

0  1

1

uack  Qk •
Vk

Dla  przegrody  płaskiej  mamy  F2  =

warstwy.
F,

<łb,k + l

y
=   Rk,  gdzie  Rk  jest  gruboś cią   A;- tej

k— i

5.  Analiza  wzorów  z tablicy  2

Wzory  dla  przegrody  cylindrycznej  i  sferycznej  podane  w  kolumnach  3  i  4  tablicy  2
przechodzą   dla  Rb>  Ra^>  Rb—Ra  we wzory  dla  przegrody  płaskiej  przedstawione  w ko-
lumnie 2 tejże  tablicy.

Tak wię c, przegrodę  płaską   (kolumna 2) moż emy  traktować jako  szczególny  przypadek
przegród  cylindrycznej  i  sferycznej.  M a on miejsce  wtedy,  kiedy  mamy  do czynienia  z du-
ż ymi  zmianami  krzywizn.  Z  dobrą   dokładnoś cią   moż emy  przyją ć,  że  ma  to  miejsce  dla

la  >

Przyjmując  w zależ noś ciach podanych w kolumnie 2, 3 i 4 CQ  =  0, czyli  a =   Xjcq =   co,
przy  przejś ciu  do  granicy  otrzymamy  zależ noś ci  uwidocznione  w  kolumnie  5.  Jest  to
zupełnie zrozumiałe, ponieważ założ enie CQ  =   0  oznacza, że pojemność  cieplna  przegrody
jest  równa zeru, a wię c  mamy do czynienia tylko  z oporem. Wreszcie  przyjmują c,  że opór
cieplny jest równy zeru, czyli że X =  co po wyznaczeniu granic z zależ noś ci przedstawionych
w  kolumnach  2,  3,  4  otrzymamy  zwią zki  dla  pojemnoś ci  przedstawione  w  kolumnie  6.

Opór  i pojemność  cieplna są   zatem szczególnymi  przypadkami  warstw  opisanych  wzo-
rami  w kolumnach 2, 3 i 4.

6. Wyznaczenie  chwilowej  wartoś ci  temperatury i  strumienia  cieplnego

W  dowolnym punkcie przegrody  wielowarstwowej

Zwią zek  pomię dzy  amplitudami  na  wejś ciu  i  wyjś ciu  w  przegrodzie  wielowarstwowej
okreś lony  jest  równaniem  (2.9). Może być  to  przegroda  składają ca  się   z  oporów,  pojem-
noś ci  i  warstw  spełniają cych  równanie  Fouriera  przewodzenia  ciepła.  Spoś ród  czterech
amplitud  zespolonych:  ta,i,  qa,i,  tb<n i  qti„   wystarczy  znać  dwie,  ż eby  za  pomocą   wzoru
(2.9) wyznaczyć  dwie  pozostał e. Znajomość  dwóch  amplitud jest  równoznaczna ze  znajo-
moś cią   dwóch  warunków  brzegowych,  a  wyznaczenie  pozostał ych  amplitud  za  pomocą
zależ noś ci  (2.9) uwzglę dnia  wpływ  własnoś ci materiału wszystkich  warstw na ich  wartoś ci.
Moż emy  zatem przyją ć,  że znamy wartoś ci  tbM  qbi„.
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Wykorzystując  to  stwierdzenie  wyznaczymy  wzór  okreś lają cy  amplitudy  zespolone
fali  temperatury i  fali  strumienia  cieplnego  w  dowolnym  punkcie &- tej warstwy  przegrody
w- warstwowej.

Podzielmy  umownie  /c- tą   warstwę   na  dwie  warstwy  zbudowane  z  tego  samego  ma-
teriał u,  ograniczone powierzchniami  o  współ rzę dnych  i?w_j  =  2?fl|W;  Rhw  =   i?B i W + w  oraz

Ra,k

Amplitudy  zespolone na powierzchni Ra,k+w  — RbiW  =   RaiS  bę dą   równe

(6.1)

gdzie

ł v  Nwl_TM(Ra,k+w)  N(Ra,k+wW  Mk+l  Nk+1l  VMn  NĄ

Z  zależ noś ci  (6.1),  po  uwzglę dnieniu  członu  exp/cor  wymuszają cego  okresowość  zja-
wiska, wyznaczymy  wzory  okreś lają ce  chwilowe  wartoś ci  fali  temperatury i fali  strumienia
cieplnego  w dowolnym  punkcie  /c- tej warstwy przegrody rc- warstwowej:

(6.3)  h(Rb,w,x)  =  [(• ^w'6,n +  - A'w?6,,i)]eXp/c0T,

(6.4)  qk{Rb,™,  0  =   [(Pwtb,„  +  Qwqb,„)]e\picax.

Zazwyczaj  znamy  wartoś ci  amplitud  na  obu  powierzchniach  przegrody  złoż onej.  Jest
to  równoznaczne, w  uję ciu  macierzowym,  ze znajomoś cią  warunków  brzegowych  pierwsze-
go  lub  trzeciego  rodzaju.

Po  wyznaczeniu  z  równania  (2.9) wartoś ci  qbi„,   wstawieniu  jej  do wzorów  (6.3) i. (6.4)
i  wykonaniu  przekształ ceń otrzymamy  zwią zek  okreś lają cy  amplitudy zespolone  fali  tem-
peratury  i  strumienia  cieplnego  w  dowolnym  punkcie k- tej  warstwy przegrody  «- warstwo-
wej,  jako  funkcje  amplitud  temperatury na  powierzchniach  ograniczają cych  tę  przegrodę,

(6.5)  tk(RbiW,  T)  =

(6.6)  qk(Rb:W,  x) =   r | p w - - ^ M b6 > „ + - ^-   te,A  exp/cor.

Znając  amplitudy zespolone zawarte w nawiasach kwadratowych  prawych  stron równań
(6.5) i  (6.6) bez trudu wyznaczymy  amplitudy rzeczywiste  oraz przesunię cia faz  fali tempe-
ratury  i  strumienia  cieplnego.

7. Wnioski

W  niniejszej  pracy  przedstawiono  metodę   wyznaczania  pola  temperatury  i  pola  stru-
mienia  cieplnego  w  wielowarstwowych  przegrodach  płaskich,  cylindrycznych  i  sferycz-
nych  przedzielanych  oporami  i  pojemnoś ciami  cieplnymi,  przy  założ eniu harmonicznej
zmiany  temperatury  na  powierzchniach  napł ywu.  Stosując  rozwinię cie  w  szereg  Fouriera
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moż na  za  pomocą   przedstawionej  metody  wyznaczyć  pole  temperatur  i  pole  strumienia

cieplnego  w  przegrodach  wielowarstwowych  przy  założ eniu  dowolnej  okresowej  zmiany

temperatury  na jednej  z jej  powierzchni. Obliczenia  te  wykorzystać  moż na przy założ eniu

warunków  brzegowych  pierwszego,  drugiego  i  trzeciego  rodzaju,  a  także  przy  założ eniu

mieszanych warunków  brzegowych.
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P  e 3 io  M e

OnPEflEJIEHHE  TEMTIEPATyPHOrO  IIOJIR H n O JM   TEIU IOBOrO  nOTOKA
B  M H OrOCJIOń H Oił  CTEHKE  ITPH H3MEHiHOIU,HMC^ 110  rAPMOHJOTECKOMY

3AK0H Y  TEIDIOBOM   I70T0KE

B  paGoxe  npuBOflHTCfl:  MeTOfl  onpeflejiemtfi  MrHOBeHHMx  3HaqeHnir  TeiwnepaTypLi  n  TenjiOBoro  n o-
TOKa B npoH3BOJibHoii n- HOH Tom<e &- toro  CJIOJI   «- CJIOHHOH  CTeHKHj B npeflnono>i<eHHH, q io  TeiwnepaTypa
H3iweHneTCH  no rapMOHiraecKOMy  3ai<0Hy.  3T OT  iweTOfl  flaeT  BO3MO>KHOCTŁ  nojiy^eiinn  pemeHHft  fljia
MHorocjioiłHbK  njiocKHX,  u,HjiHHflpHHecKHX  H ccbepmecKHX  CTCHOKJ  B npeflnojio>i<eHHH  KpaeBbix  ycjio-
BHH  n epsoro,  BToporo  I I  rpeTbero  po^a,  a raione  cMeiuanHtix  KpaeBwx  ycJiOBHił.  HpHBOflHrcH  paewer-
Han  cxeina  y^HTbiBaiomaH  TepMHieci<oe  conpon- iBneHHe na KOHTairre  Mew^y  CJIOHMH, a TaKH<e  npucyT-
CTBiie  cjioeB  c HyjieBBiM   TepivuraecKHM   conpoTHBJieHHeM  H OTKIWHOH  OT HyjiH  TennoeMHOCTbio.

S u m m a r y1

DETERMINATION  OF THE  TEMPERATURE  AN D  HEAT  FLUX FIELD
I N  A  MULTI- LAYER  DIAPHRAGM  AT HARMONIC  HEAT  FLOW

The paper presents a method of determination of the  values of temperature and heat flux at an  arbitrary
point  of  the /c- th layer  of  a  n- layer  diaphragm  under  the  assumptions  that  the temperature  varies
harmonically.  The presented  method  applies  to plane,  cylindrical  and spherical  multi- layer  diaphragms
with  boundary  conditions  of  the  1st, 2nd and 3rd kind  or  mixed.  The proposed  procedure  takes  into
considerations  the thermal  resistance  between  the layers as well as  the layers  with  vanishing  resistance
and a definite  heat  capacity.
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