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1.  Wstęp

W  ostatnim czasie  dużo uwagi  poś wię ca  się   zarówno  teoretycznej, jak  i  doś wiadczalnej
analizie  sprę ż ystoplastycznych  stanów  naprę ż enia. Teoretyczna  analiza  takich  zagadnień,
z  uwagi  na  zł oż oność problemu,  dotyczy  na  ogół  tylko  materiał ów idealnie  plastycznych.
Rozwią zania  teoretyczne  z  praktycznego  punktu  widzenia  mają   wię c  ograniczoną   przy-
datnoś ć,  gdyż  wykresy  rozcią gania  dla  wię kszoś ci  materiał ów konstrukcyjnych  odbiegają
od  wykresu rozcią gania  materiału idealnie plastycznego.  Wyznaczenie na drodze teoretycz-
nej  stanu naprę ż enia i odkształ cenia w  ciałach o dowolnym wykresie rozcią gania,  aproksy-
mowanym  za  pomocą   pewnych  funkcji,  napotyka  szereg  trudnoś ci.  Istnieją ce  rozwią -
zania  teoretyczne podane przez  NEUBERA  [8] i  PANFEROWA  [9] wymagają   przeprowadzenia
pracochł onnych  obliczeń  oraz  są   rozwią zaniami  przybliż onymi.

Z  tego  wzglę du  duż ego  znaczenia  nabierają   w  analizie  sprę ż ystoplastycznych  stanów
naprę ż enia  metody  doś wiadczalne,  a  szczególnie  metoda  fotoplastycznoś ci.  W  niniejszej
pracy, na przykł adzie osiowo  rozcią ganego  prę ta z obustronnymi pół kolistymi wycię ciami,
omówiono  zastosowanie  metody  fotoplastycznoś ci  do  modelowania  płaskich  sprę ż ysto-
plastycznych  stanów  naprę ż enia.

2.  Warunki  podobień stwa  modelowego

Przy  przenoszeniu  wyników  badań  modelowych  na  prototyp  wykonany  z  innego ma-
teriału  aniż eli  model  konieczne  jest  spełnienie  warunków  podobień stwa  modelowego.
W  przypadku  pł askiego  sprę ż ystego  stanu  naprę ż enia  zachodzi  na  ogół   konieczność
spełnienia  tylko  dwóch  warunków,  a  mianowicie  warunku  podobień stwa  geometrycznego
oraz  podobień stwa  obcią ż enia.  Problem  modelowania  pł askich  zagadnień  sprę ż ysto-
plastycznych  przy  zastosowaniu  metody  fotoplastycznoś ci  jest  bardziej  złoż ony.  Poza
wyż ej  wymienionymi  warunkami,  które  dotyczą   kształ tu modeli  oraz  sposobu  ich obcią-
ż enia muszą  być speł nione jeszcze warunki dotyczą ce własnoś ci uż ytego do badań materiału
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modelowego.  Warunki  te  zostały  podane  przez  FROCHTA  i  THOMSONA  [1].  Przedstawiają
się   one nastę pują co:

a) krzywe  rozcią gania  materiału modelowego  oraz  materiał u, z  którego  wykonany  jest
prototyp  muszą   być podobne,

b) współczynniki  Poissona  w  obszarze  plastycznym  dla  obu  materiał ów  muszą   być
równe lub zbliż one,

c)  zachowanie  obu  materiał ów  w  obszarze  plastycznym  powinno  być  opisywane  tym
samym warunkiem  uplastycznienia.

Spoś ród  materiałów konstrukcyjnych,  które wykazują   własnoś ci plastyczne,  najwię ksze
znaczenie  mają   stal  oraz  aluminium.  Aż eby  istniała  moż liwość  modelowania  sprę ż ysto-
plastycznych  stanów  naprę ż enia  dla  elementów  konstrukcyjnych  wykonanych  z  tych  ma-
teriałów  konieczne jest  w  metodzie fotoplastycznoś ci  dobranie  takiego  materiału modelo-
wego,  którego  właś ciwoś ci  odpowiadałyby  postawionym  powyż ej  wymaganiom.  Badania
przeprowadzone przez  MÓNCHA  i  JIRĘ   [2]  oraz  FROCHTA  i  THOMSONA  [1] wykazały,  że  wy-

magania  te najlepiej  spełnia celuloid. Jednakże przedstawione  powyż ej  warunki  podobień-
stwa modelowego  w  stosunku  do celuloidu  oraz metali  spełnione są   tylko  w  przybliż eniu.
W  zwią zku  z  tym  należy  oczekiwać  pewnych  bł ę dów przy  przenoszeniu  na  prototyp  wy-
ników  badań przeprowadzonych  metodą   fotoplastycznoś ci.

Pierwszą   próbę   oszacowania  bł ę dów  popełnianych  przy  przenoszeniu  na  prototyp
wyników  uzyskanych  metodą   fotoplastycznoś ci  przeprowadzili  MÓN CH  i  LORECK  W pra-
cy  [3]. Wnioski  wynikają ce  z  ich badań  nie są   jednak  pełne,  gdyż  dotyczą   tylko  naprę ż eń
wystę pują cych  na nieobcią ż onych  krawę dziach  modelu. Wynikało  to  stą d,  że  zastosowana
przez  nich  metoda  fotoplastycznoś ci  umoż liwiała  wyznaczenie  naprę ż eń jedynie  na  swo-
bodnych  krawę dziach  modelu.

W  niniejszej  pracy  podję to  próbę  oszacowania  bł ę dów popełnianych przy  przenoszeniu
na  prototyp wartoś ci naprę ż eń w punktach  leż ą cych nie tylko na krawę dziach,  lecz  również
wewną trz  konturu  modelu.  Posłuż ono  się   w  tym  celu  metodą   fotoplastycznoś ci  przed-
stawioną   w pracy  [4] oraz wynikami  badań omówionymi  przez  KOPYTOWA  [5].

3.  Okreś lenie błę dów modelowania

3.1. Wyznaczenie naprę ż eń w modelu. Badania  rozkł adu naprę ż eń w  modelu przeprowadzono
na  przykładzie  prę ta  osiowo  rozcią ganego  z  obustronnymi  pół kolistymi  wycię ciami.  Jak
już  wspomniano, do obliczenia naprę ż eń zastosowano metodę  fotoplastycznoś ci  omówioną
w pracy  [4], Metoda ta polega na wyznaczeniu  w trakcie badań czterech wielkoś ci:  rzę dów
izochrom  m.\  i m2  dla dwóch monochromatycznych ź ródeł  ś wiatła o długoś ci fali,  odpowied-
nio  ź li  i  X2, dyspersji  dwójłomnoś ci  D  oraz  parametru  izoklin  0.  Trzy  pierwsze  wielkoś ci
służą   do  obliczenia  róż nicy  i  sumy  naprę ż eń głównych z zależ noś ci

gdzie  cr0 —  granica  plastycznoś ci,  cp{m),  / (D) — funkcje,  których  kształt  wyznacza  się
doś wiadczalnie  przy  uż yciu próbek  osiowo  rozcią ganych.
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Brakują cy  do pełnego wyznaczenia  stanu naprę ż enia ką t nachylenia kierunków głównych
okreś lony  jest  w  cał ym modelu  poprzez  obraz  izoklin.  Granicę  pomię dzy  obszarem  sprę-
ż ystym  a  plastycznym  moż na  wyznaczyć  w  oparciu  o  zdję cia  izochrom  wykonane  dla
dwóch  monochromatycznych ź ródeł   ś wiatła jako  miejsce  geometryczne  punktów  zerowej
dyspersji  dwójł omnoś ci.

D o  badań  uż yto  modeli  celuloidowych  o nastę pują cych  wymiarach:  długość całkowita
260 mm, długość pomię dzy uchwytami  150 mm, szerokość 60 mm, grubość  3 mm, promień

Rys.  1. Izochromy na ciemnym  i jasnym  tle w prę cie rozcią ganym  z obustronnymi półkolistymi wycię ciami
(osr/oo =  t>04): a) ś wiatło ż ół te, b) ś wiatło niebieskie

wycię ć  15  mm,  minimalna  szerokość  b  =  30  mm.  Badania  przeprowadzono  dla  dwóch
przypadków  obcią ż enia,  przy  których  stosunek  naprę ż enia ś redniego  w minimalnym prze-
kroju  ffś l.  do  naprę ż enia  odpowiadają cego  granicy  plastycznoś ci  wynosił   o§r/ a0  =   1,04
i  1,22.  Zdję cia  izochrom otrzymane przy  ż ół tym i niebieskim  ś wietle monochromatycznym
przedstawione  zostały  na  rys.  1  i  2.  N a zdję ciach  tych przerywanymi  liniami zaznaczono
zasięg  strefy  uplastycznionej.  Porównanie  rozmiarów  obszarów  uplastycznionych  dla
• Woo —  1=04  i  1,22  przedstawiono  na  rys.  3.  Dodatkowo  naniesiono  również  na  tym
rysunku  granicę  obszaru plastycznoś ci  dla  obcią ż enia wyraż onego  stosunkiem ffś r/ ^o =  1,34,
otrzymaną   przez  MÓN CHA  i  LORECKA  [3].



Rys. 2. Izochromy na ciemnym i jasnym  tle w prę cie rozcią ganym  z obustronnymi pół kolistymi  wycię ciami
(<r£/<r0 =  1,22) f a) ś wiatło ż ół te, b) ś wiatło  niebieskie

Ui,

Rys.  3.  Wpł yw  obcią ż enia  na  kształ towanie  się  obszarów  plastycznych  w  osiowo  rozcią ganym  prę cie
z obustronnymi pół kolistymi  wycię ciami

[22]
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Rys.  4.  Wykresy  naprę ż eń  w  przekrojach  prę ta  osiowo  rozcią ganego  z  obustronnymi  pół kolistymi wycię -

ciami  przy  obcią ż eniu:  a) a&rfao  — 1,04;  b) <rśr/<70 = 1>22

[23]
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Posługując  się   metodą   zaproponowaną   w  pracy  [4] wyznaczono  naprę ż enia w  charak-
terystycznych  przekrojach  modelu.  W  przypadku  Gir/ <r 0  =   1,04  wyznaczono  naprę ż enia
tylko  w  przekroju  najbardziej  osłabionym, natomiast  w  przypadku  o^/oo =  1,22  wyzna-
czonojeszcze  dodatkowo wartoś ci  naprę ż eń w przekroju  równoległ ym do przekroju  mini-
malnego  i  oddalonym  od  niego  o  0,1  J.  Obydwa  przekroje  przy  OŚ VI<7Q  =  1,22  leż ały cał-
kowicie  w  obszarze  plastycznym.  D la porównania  obliczono  w  tych  samych  przekrojach
modeli  naprę ż enia posługując  się   metodą   Frochta.  Otrzymane  obu  metodami  bezwymia-
rowe  wykresy  naprę ż eń  wyraż onych  stosunkiem  aja0,  przedstawiono  na  rys.  4.  N a  tym
samym  rysunku  naniesiono  również  rozkłady naprę ż eń dla  modeli  aluminiowych  wyzna-
czone przez  KOPYTOWA  [5].

3.2. Podobień stwo modeli celuloidowych i aluminiowych. KOPYTOW  przeprowadził   swe  badania
metodą   optycznie  czułej warstwy  powierzchniowej  posługując  się  modelami  o  nastę pują-
cych  wymiarach:  długość 350  mm,  szerokość  80  mm, grubość  2,4  mm, promień  wycię ć
20  mm,  minimalny  przekrój  40  mm.  Modele  te  wykonane  były  z  aluminium  D16AT.
Naprę ż enia  w  modelach wyznaczył   on  dla  pię ciu  wartoś ci  siły  rozcią gają cej,  dla  których
stosunek aiTjaa  wynosił:  0,744, 0,931,  1,023, 1,210  i  1,340. Wartoś ci  c-ś r/<Trt =  ],023  i  1,210

Celuloid  przy  temp. 22°C i mig. wzgl. 50%

Aluminium  D1BAT

2  4  6-

Rys.  5. Wykresy  lozcią gania  dla  aluminium D 16AT  oraz  dla  celuloidu

były wię c bardzo zbliż one do odpowiednich wartoś ci jakie przyję to  w badaniach opisanych
w niniejszym  artykule.  Na tej  podstawie  moż na  uważ ać,  że  spełniony jest  warunek  podo-
bień stwa  geometrycznego  oraz  warunek  podobień stwa  obcią ż enia.  Aż eby  istniała moż li-
wość  porównania  wartoś ci  naprę ż eń  wyznaczonych  w  obu  badaniach  muszą   być  jeszcze
spełnione pozostałe warunki  omówione w  rozdziale 2.

Porównanie  kształ tu bezwymiarowych  krzywych  rozcią gania  celuloidu  oraz aluminium
D16AT przeprowadzone zostało na rys.  5. Wykresy  tych krzywych sporzą dzono  przez  od-
niesienie  na  osiach  współ rzę dnych  wielkoś ci  bezwymiarowych  okreś lonych  stosunkami
c;/oV) i  e/eo zamiast a  i  s.

Jak wynika z rys.  5 wykresy rozcią gania  dla  celuloidu i aluminium wykazują   dość duże
podobień stwo, w zwią zku  z czym moż na przyją ć,  że pierwszy z wymienionych w rozdziale 2
warunków  podobień stwa jest  spełniony. Z badań przedstawionych  przez  FROCHTA  i  THOM-
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SONA  w  pracy  [1]  wynika,  że  spełniony jest  również  warunek  równoś ci  współczynników
Poissona w obszarze plastycznym.  Do podobnych wyników, w przypadku innego materiału
modelowego,  mianowicie  polistyrolu,  doszedł   w  swych  badaniach  HILTSCHER  [6].  Jak
już  wspomniano w  rozdziale 2 spełniony jest także warunek  odnoś nie kryterium  uplastycz-
nienia  materiału modelowego.  Badania  przeprowadzone  przez  HILTSCHERA  [6],  MÓNCHA
i  JIRĘ   [2] oraz  NETREBKĘ   [7] wykazały,  że  uplastycznienie  takich  tworzyw  sztucznych,  jak
celuloid  i polistyrol,  podobnie jak  metali, przebiega  zgodnie  z warunkiem  uplastycznienia
Hubera—Misesa—Hencky'ego.

W  zwią zku  z tym, że  spełnione są  wszystkie wymagane  warunki  podobień stwa modelo-
wego  istnieje  moż liwość  porównania wyników  badań  uzyskanych  w  niniejszej  pracy  przy
zastosowaniu  metody  fotoplastycznoś ci  z  wynikami  przedstawionymi  przez  KOPYTOWA.

Z  rys.  4  wynika,  że  najwię ksza  rozbież ność  pomię dzy  wartoś cią   naprę ż enia otrzymaną
metodą   fotoplastycznoś ci  dla modelu celuloidowego  a wartoś cią   otrzymaną  metodą  optycz-
nie  czułej warstwy  powierzchniowej  dla  prototypu  aluminiowego  wystę puje  w  przypadku
naprę ż enia  ay  dla punktu  xjb  =   0  przy ffś r/ cr0 =  1,22.  Rozbież ność ta  wynosi  13%, co nie
przekracza  maksymalnego  bł ę du  metody,  który, jak  wynika  z  analizy  bł ę dów  przeprowa-
dzonej  w pracy  [4], wynosi  ± 15%. Rozbież noś ci pomię dzy wartoś ciami naprę ż eń w innych
punktach  są   znacznie  mniejsze  i  wahają   się   w  granicach  ś redniego  bł ę du popełnianego
przy  obliczaniu naprę ż eń. D la zastosowanej  w niniejszej  pracy  metody  obliczeniowej  bł ą d
ten  wynosi  ± 8%  [4].

4.  Wnioski

Porównanie wyników  badań modelowych  przeprowadzonych metodą   fotoplastycznoś ci
z  wynikami  uzyskanymi  dla  modeli  aluminiowych  przy  zastosowaniu  metody  optycznie
czułej  warstwy  powierzchniowej  umoż liwiło wycią gnię cie  nastę pują cych  wniosków:

1. Spełnienie  przedstawionych  w  rozdziale  2  warunków  podobień stwa  modelowego
umoż liwia  bezpoś rednie  przeniesienie  na  prototyp  wyników  badań  przeprowadzonych
metodą   fotoplastycznoś ci.

2. Bł ę dy  popeł nione przy  przeniesieniu  na  prototyp  wyników  badań  modelowych  nie
przekraczają   bł ę dów obliczenia naprę ż eń metodą   fotoplastycznoś ci.

3.  Ś redni  bł ą d  ostatecznych  wyników,  wynoszą cy  ± 8 %, stanowi  dla  celów  praktycz-
nych wystarczają cą   dokł adnoś ć.

N a  tej  podstawie  moż na przyją ć,  że  metoda fotoplastycznoś ci  może być  przydatna  do
modelowania pł askich sprę ży stopi astycznych  stanów naprę ż enia.
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P  e 3 io  M  e

MOflEJIHPOBAHHE  nJIOCKHX  YnpyrO- nJIAC TH ^EC KHX  3AflA^ [  METOflOM
OOTOnjIACTH ^IH OG TH

jvieTOfla  (JiOTonnacTiraHocTH  B  MOflennpoBaHHH  HJIOCKHX  ynpyro- nnacTH^ecKHx
Ha npiaiepe  OHHOOCHO  pacrarHBaeMOK  nojiocti  c  SBycTpoHHeft  noJiyKpyrjioit  BMTOH KOH.

pe3yjibTaTH  cpaBHeHbi c pe3yjibTaTaMH noJiyyenHhiMH  Ha  ajiioMi- iHHeBbix  MOflenax  MeTOfloiw
<j)OToynpyrnx  noKpbiTHH,  wro  flano  BO3M0>KH0CTb  npoBecTH  oqeni<y  norpeinnocTH  n pn  nepeHeceHHH
Ha  npoTOTun  fleTann,  imnpHweHHH  onpefleneHHbix  MeTOflOM

S u m m a ry

THE  MODELING OF  THE  PLANE  ELASTO- PLASTIC  PROBLEMS
BY  MEANS  OF  THE  PHOTOPLASTIC  METHOD

The  tests  of  the  tension  bar  with  the  symmetric  semicircular  notches  were presented  as  the  example
of  the application  of  the photoplastic  method for  the modeling  of  the plane  elasto- plastic  problems.  The
tests  results were compared  with  the results obtained by means of  the photo- elastic  coating method for  the
aluminium models. This made it possible to estimate the errors  of  the transition from  model to prototype.
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