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1.  Wstęp

D o  podstawowych  problemów  przy  projektowaniu  nowoczesnych  ustrojów  okrę -
towych  należy  zaliczyć  zmniejszanie  drgań  kadł uba oraz  zmniejszanie  hałasu w  pomiesz-
czeniach, w  których  przebywają   pasaż erowie  i  zał oga. Stały  wzrost  wymagań  armatorów
dotyczą cych  komfortowych  warunków  odbywania  podróży  statkami  sprawia,  że  wspom-
niane  problemy  nabierają   coraz  wię kszego  znaczenia.

G ł ównymi  ź ródł ami  drgań  i hał asów na  statku  są   takie urzą dzenia, jak  zespoły prą do-
twórcze,  sprę ż arki,  pompy  itp.  oraz  ś ruba  napę dowa.  W  ostatnich  latach  pojawiło  się
wiele  rozwią zań  konstrukcyjnych  mają cych  na  celu  zmniejszenie  drgań  i  hałasów pocho-
dzą cych  od  wspomnianych  ź ródeł.  Do  ciekawszych  rozwią zań  wprowadzanych  ostatnio
moż na  zaliczyć  tak  zwane  platformy  «pływają ce»  i  wał   ś rubowy  typu Grima.

Platforma  «pływają ca»  umieszczana jest  na podkł adkach gumowych  najczę ś ciej  w ma-
szynowni.  Do  tej  platformy  mocowane  są   urzą dzenia  okrę towe,  również  za  pomocą
podkł adek  gumowych.  Uzyskuje  się   w  ten  sposób  dwustopniowe  mocowanie  sprę ż yste,
co  w  rozwią zaniach  rzeczywistych  może  powodować  zmniejszenie  nawet  o  40  dB  drgań
akustycznych  rozprzestrzeniają cych  się   drogą   strukturalną   na  kadł ub.

Wał   ś rubowy  typu  G rima należy  do  tak  zwanych  wałów  elastycznych.  Jego parametry
dobiera  się   tak,  aby  poza  pierwszą   postacią   drgań  gię tnych,  kilka  nastę pnych posiadało
amplitudy  drgań  własnych  w  miejscu  zamocowania  ś ruby  napę dowej  w  przybliż eniu
równe  zeru.  Pierwsza  postać  gię tnych  drgań  własnych  ma  czę stość  znacznie  mniejszą
od  istnieją cych  czę stoś ci  wymuszeń,  natomiast  pozostałe  nie  mogą   być  wzbudzone,  po-
nieważ  amplituda  drgań  własnych  w  miejscu  przył oż enia  siły  wymuszają cej  jest  prawie
równa  zeru.  Tego  rodzaju  rozwią zanie  całkowicie  eliminuje  w  praktyce  najgroź niejsze
ź ródło  wymuszeń  na  statku, jakim  jest  ś ruba  napę dowa.

Oba  rozwią zania  wymagają   podczas  konstruowania  wielokrotnego  obliczania  kilku,
a  niekiedy  nawet  kilkunastu  czę stoś ci  drgań  własnych  i  odpowiadają cych  im  postaci
drgań. Są   to ukł ady zł oż one, w  zwią zku  z czym tradycyjne  metody obliczeń są   dla potrzeb
biur  projektowych  zbyt  pracochł onne  i  trudne.

*'  II I   nagroda  na  Ogólnopolskim  Konkursie  na  prace  teoretyczne  z  mechaniki,  zorganizowanym
przez  Oddział  Warszawski  PTMTS w  1970  r.
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Celem  niniejszej  pracy  jest  opracowanie  takiej  metody,  za  pomocą   której  obliczenia
czę stoś ci  drgań  własnych  i  odpowiadają cych  im  postaci  drgań,  nawet  dla  bardzo  złoż o-
nych układów o wielu stopniach swobody, mogłyby  być przeprowadzane szybko,  a proces
obliczeń  był  moż liwie  najprostszy.  Pomyś lano  również  o  tym,  aby  opracowany  algorytm
nadawał   się   do  ł atwego  zaprogramowania  na  elektroniczne  maszyny  cyfrowe.

Wspomniane  na  wstę pie  rozwią zania  konstrukcyjne  stanowią   przykł ady  zastosowania
metody  przedstawionej  w niniejszej  pracy.  Metoda ta  polega  na zastą pieniu  rzeczywistego
ustroju  ustrojem  złoż onym z  nieodkształ calnych brył , nazwanych  sztywnymi  elementami
skoń czonymi  (SES), poł ą czonych ze  sobą   i  z  ostoją   nieważ kimi  elementami  sprę ż ystymi
0  charakterystykach  liniowych.  Ustroje,  w  których  masa  rozł oż ona jest  w  sposób  cią gły,
zastę puje  się  pomyś lanymi  elementami sztywnymi  i pomyś lanymi  elementami  sprę ż ystymi.
Współczynniki  sztywnoś ci  takich  elementów  obliczane  są   z  prostych  zależ noś ci  wytrzy-
małoś ci  materiał ów.  Metodę   tę   nazwano  metodą   sztywnych  elementów  skoń czonych.
Umoż liwia  ona,  co  zostanie  przedstawione  w  dalszych  rozważ aniach,  opracowanie  spo-
sobu  ukł adania  macierzy  równań  ruchu  bez  potrzeby  każ dorazowego  wyprowadzania
tych  równań.

Zastosowanie  metody  sztywnych  elementów  skoń czonych  nie  ogranicza  się   jedynie
do  wymienionych  na  wstę pie  ukł adów;  moż na  bowiem  za  jej  pomocą   obliczać  drgania
gię tne  i  gię tno- skrę tne  kadł ubów,  drgania  lokalne  nadbudówek,  drgania  gię tne  wałów
na  wielu  podporach  sprę ż ystych,  jak  również  drgania  skrę tne  rozwidlonych  ukł adów
napę dowych.  Omawiana  metoda  nadaje  się   również  do  obliczania  czę stoś ci  drgań  włas-
nych  i  odpowiadają cych  im  postaci  drgań  ram  i  rusztów  złoż onych  z  prę tów  prostych

1  zakrzywionych  o  zmiennym  przekroju  poprzecznym,  dowolnie  rozł oż onej  masie  i  do-
wolnie  podpartych.  Przy  obliczaniu  drgań  gię tnych  uwzglę dniany  jest  wpływ  sił   stycz-
nych,  a  także  wpływ  masowych  momentów bezwładnoś ci.

W  oparciu  o  przedstawioną   metodę   autor  ułoż ył   kilka  programów  na  elektroniczną
maszynę   cyfrową   Elliott  803  [4, 5, 6]. Programy  te  znalazły szerokie  zastosowanie  w  pra-
cach  biur  konstrukcyjnych  przemysłu  okrę towego  umoż liwiając  wprowadzanie  nowych
rozwią zań  i przynosząc  gospodarce  narodowej  poważ ne  oszczę dnoś ci.

2.  Oznaczenia

Oznaczenia  w  niniejszej  pracy  stanowią   trudny  problem.  Skomplikowane  postacie
wzorów  zawierają cych  liczne  sumy,  obejmują ce  róż ne  obszary  parametrów,  a  ponadto
macierze  utworzone  z  bloków  zł oż onych z  mniejszych  bloków  prowadzą   do  skompliko-
wanych  ukł adów wskaź ników.  Zagadnienie  to wymaga  przeto już  na wstę pie  dokł adnego
omówienia, co pozwoli  uniknąć niejasnoś ci  w  trakcie czytania pracy. Zastosowany  sposób
oznaczeń  może  się   wydawać  w  pierwszej  chwili  nieco  skomplikowany,  uzasadniony  jest
jednak  wzglę dami  ł atwego  programowania  obliczeń  na  elektroniczne  maszyny  cyfrowe.
Należy  bowiem  pamię tać, że  metody  elementów  skoń czonych  są   ś ciś le powią zane  z tech-
niką   nowoczesnych  obliczeń  numerycznych  i  muszą   być  opracowywane  pod  tym  ką tem
widzenia.

2.1. Uwagi  ogólne.  Macierze  kwadratowe  i  skł adowe  bloki  tych  macierzy  oznaczane
są   duż ymi  literami  umieszczonymi  w  nawiasach  kwadratowych,  np.  [A].   *
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Macierze  kolumnowe  (wektory)  oznaczane są  również  duż ymi  literami,  lecz  umiesz-
czonymi  w nawiasach  sześ ciennych,  np.  {Q}. W przypadku  skł adania  wektorów  z  wy-
razów  innych wektorów  stosuje  się   nastę pują ce  oznaczenia:

jeż eli  {Q} =

q„

to

QJ  i

Te  same  zasady  stosuje  się   również w odniesieniu  do  macierzy  diagonalnych o wyrazach
z pojedynczymi  wskaź nikami.

Wyrazy  macierzy,  bloków  i wektorów  oznaczane są  małymi literami.
Wskaź niki  okreś lają ce  poł oż enie  wyrazu  w  macierzy,  bloku  lub wektorze  umiesz-

czane są  na dole, z wyją tkiem  wskaź ników  okreś lają cych  położ enie bloku  w  r- tym paś mie
poziomym  i  77- tym  paś mie  pionowym  macierzy  K- tego  stopnia  (patrz  np.  wzór  4.11).
Wskaź niki  mogą   być  pojedyncze  w przypadku  wektorów  i  macierzy  diagonalnych lub
podwójne  w przypadku  macierzy  i bloków  kwadratowych.

Wskaź niki  podwójne  rozdzielone  są   przecinkiem.  Pierwszy  z  nich  oznacza  numer
wiersza  lub  pasma  poziomego,  drugi —  numer kolumny  lub  pasma  pionowego.

Wskaź nik  okreś lają cy  ukierunkowanie  danego parametru wzdłuż lub wokół  osi ukł adu
odniesienia  umieszczany  jest  na  dole.

Wskaź nik  okreś lają cy  przynależ ność  parametru  do  sztywnego  elementu  skoń czonego
umieszczany  jest u góry  i  oznacza  numer  tego  elementu.

Wskaź nik  okreś lają cy  przynależ ność  parametru  do  elementu  sprę ż ystego  umiesz-
czany jest  również u góry.  Skł ada się   on z dwóch a niekiedy  nawet  trzech  liter.  Pierwsze
dwie,  rozdzielone  myś lnikiem,  oznaczają   numery  sztywnych  elementów  skoń czonych,
zł ą czonych  rozpatrywanym  elementem  sprę ż ystym.  Jeż eli  parametr  odnosi  się  również
do  sztywnego  elementu  skoń czonego,  to z dwóch  omawianych  wyż ej  liter  pierwsza  jest
numerem  tego  elementu  skoń czonego.  Trzecia  litera,  oddzielona  od  poprzednich prze-
cinkiem,  oznacza  numer  elementu  sprę ż ystego  w  rozpatrywanym  poł ą czeniu. Tak  wię c
np. zrfp>l  jest  współ rzę dną   punktu  zamocowania  / - tego  elementu  sprę ż ystego,  należ ą cego
do  poł ą czenia mię dzy  r- tym  a p- tym  Sztywnym  elementem skoń czonym,  do  r- tego  sztyw-
nego  elementu  skoń czonego,  mierzoną   wzdłuż  osi xr

s.

Wskaź nik  parametru  należ ą cego  do elementu  sprę ż ystego  wchodzą cego  w skład po-
ł ą czenia  mię dzy  sztywnym  elementem skoń czonym a ostoją   oznacza  się   podwójną   literą ,
bę dą cą   numerem tego  elementu  skoń czonego,  np.  zrfr>l .

Macierz  transponowaną   oznacza  się   literą   T umieszczoną   u góry,  np.  [Z ] T.
W  celu uniknię cia moż liwoś ci  pomył ki przy  podnoszeniu do potę gi wyrazów ze wskaź-

nikami umieszczonymi u góry  wyrazy  te umieszcza  się  w nawiasach  (patrz np. wzór  4.6).
2.2.  Wskaź niki.

i —  num er  wyrazu  wektora,  wyrazu  macierzy  diagonalnej  lub wiersza  macierzy  kwadra-
towej  ( tylko  dla  macierzy  n- tego  stopn ia),  (i =  1, 2,  . . . , «);

j —•  n um er  ko lum ny  macierzy  kwadratowej  w- tego  stopn ia,  (J= 1,2,  . . . , «);
I  —  n um er  elemen tu  sprę ż ystego  w  poł ą czen iu  mię dzy  r- tym  a  p- tym  sztywnym  ele-

m en tem  skoń czonym,  (/  =  1, 2,  ...,  e"- ");
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p —  numer  sztywnego  elementu  skoń czonego  z jednej  strony  poł ą czenia;
r —•  numer sztywnego elementu skoń czonego  z drugiej  strony poł ą czenia;
s —  wskaź nik  okreś lają cy  ukierunkowanie  oznaczanego  parametru  w  stosunku  do  osi

ukł adu  odniesienia  (^ =  1,2,3  —  okreś la,  że  parametr  odnosi  się  do  kierunku
wzdł uż  osi  x\ ,  xr

2,  xr

3,  natomiast  s  =  4,5,6  —  wokół   tych  osi);

/  — wskaź nik wystę pują cy  obok wskaź nika  s, oznacza on numer kolumny, tak jak  wskaź nik
s  numer wiersza  bloku  [Ar'p]  lub  [B r'p],   (patrz  np. wzór  4.10);

a- —numer  pasma  poziomego  bloku  [B r>p],  w  którym  znajduje  się  blok  [H' a$];

/3 —  numer pasma  pionowego  bloku  [B r>p],  w  którym  znajduje  się  blok  [//£;£]•
2.3.  Oznaczenia  szczegół owe  wielkoś ci  podstawowych.

l, n

...  [A*>*\
[A1- 1]  [A1

x A  *  i  r A

[A1'"] T  [A2- U]T  ...  [Au«]_

L*i. B
...  6,

—  przekształ cona  macierz  stał ych  skł adników  rów-
nań  ruchu;

—  przekształ cona  macierz  stał ych  skł adników  rów-
nań  ruchu  utworzona  z  bloków  [Ar'p];

—  macierz  stał ych  skł adników  równań  ruchu  (ma-
cierz  ta  może  być  również  podzielona  na  bloki
[B r'p]  podobnie jak  macierz  [,4] na bloki  |/ 4r'p]) ;

[Cr- p'1]  —  macierz  kosinusów  kierunkowych  mię dzy  ukł a-

dem  osi yrrp'\   yr2~p'\   yl~p'1  a ukł adem xi ,  xr

2,  xr

3;

[D]  —  macierz  równań  ruchu;

[Z>*]—•  przekształ cona  macierz  równań  ruchu;

er~p  —  liczba  elementów sprę ż ystych  w poł ą czeniu mię dzy

r- tym  a / ;- tym  sztywnym  elementem  skoń czonym;

[G]  —  macierz  diagonalna  współ czynników  przekształ ca-

ją cych;

gt  =  1/j/wf  ^współ czynn ik  przekształ cają cy;

[# £ '$  —  skł adowy  blok  bloku  [B™];

[I]  —  macierz  jednostkowa;

[K r~p>l] —  macierz  diagonalna  współ czynników  sztywnoś ci

elementu  sprę ż ystego;

l(r- P,i —  współ czynniki  sztywnoś ci  (s =   1,2,3  —  liniowej,

5 =  4, 5,6  —  obrotowej);

[M]  —  diagonalna  macierz  mas  uogólnionych;

[M r]  —  diagonalny  blok  mas  uogólnionych  r- tego  sztyw-

nego  elementu  skoń czonego;
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m\ —  masa  uogólniona  (dla s' —  1,2,3  —  masy  biorą ce
udział   w  ruchu  w  kierunku  osi  x\ ,  xr

2,  xr

3,  nato-
miast  dla  ^ =  4, 5,6  —  masowe  momenty  bez-
wł adnoś ci  wokół   tych  osi);

n —  stopień  macierzy  równań  ruchu;
[0] —  macierz  zerowa;

{Q1})
{Q2}

—  wektor  współ rzę dnych  uogóln ionych;

{<2">
{Qr}  — wektor —  blok  współ rzę dnych  uogólnionych;

qr

s — współ rzę dna  uogólniona  bę dą ca  przemieszczeniem
ś rodka masy  (gdy $ =   1,2,3) albo obrotem sztyw-
nego  elementu  skoń czonego  (gdy  s  — 4, 5, 6);

T  — energia  kinetyczna;
U —  energia  potencjalna;
u —  liczba  sztywnych  elementów  skoń czonych  rozpa-

trywanego  ukł adu;
yr- p.iy —  wektor  przemieszczeń  punktu  zamocowania  ele-

mentu  sprę ż ystego  w  układzie y\~v>l,  y'fv'\   y\~p'1,
Avs~p>l  —  odkształ cenie  elementu  sprę ż ystego;

xr

s  —  oś  nieruchomego  ukł adu  odniesienia  przynależ ne-
go  do  ś rodka  masy  r- tego  sztywnego  elementu
skoń czonego;

_y
r~p>l oś  n ieruchomego  ukł adu  odniesien ia  przynależ ne-

go  do  elementu  sprę ż ystego;
[Z r~H'lj  —  macierz  współ rzę dnych  zamocowan ia  elementu

sprę ż ystego
d —  bł ą d  w  %  m etody  sztywnych  elementów  skoń czo-

nych  wzglę dem  innej  m etody;
C —  liczba  stopni  swobody  sztywnego  elementu  skoń-

czonego ;
{2}  — wektor  postaci  drgań, który  jest zarazem  wektorem

wzglę dnych  amplitud  współ rzę dnych  uogóln io-
n ych;

T —  czas;
—  wektor  wł asny  macierzy  [A];
—  czę stość  ko ł owa  drgań  wł asnych.

3.  Model  obliczeniowy

Zał oż ony  w  niniejszej  pracy  model  obliczeniowy  zastę pują cy  rzeczywistą   konstrukcję
skł ada się   (patrz rys.  1) z u elementów  skoń czonych bę dą cych brył ami nieodkształ calnymi,
z  których  każ da  ma  sześć  stopni  swobody.  Własnoś ci  dynamiczne  sztywnego  elementu
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skoń czonego  okreś lone  są  sześ cioma  masami  uogólnionymi  nfs,  z  których  pierwsze  trzy
(s =  1, 2, 3)  są  masami biorą cymi  udział  w  ruchu w  kierunku  gł ównych  centralnych  osi
bezwł adnoś ci  xi , x£ , # 3,  natomiast  pozostałe  ( ^ = 4 , 5 , 6)  masowymi  momentami bez-
wł adnoś ci  wokół   tych  osi.  W  wię kszoś ci  zagadnień  technicznych]  moż na]  zał oż yć,
że  masy  biorą ce  udział   w  ruchu  we  wszystkich  trzech  kierunkach  są  jednakowe.
Istnieją  jednak  takie przypadki, w  których  należy przyjmować  róż ne ich wartoś ci.  Z  przy-

Potą czente
sprę ż yste

Element
sprę ż ysty

Sztywny  element
skoń czony

^Ostoja

Rys.  1. Model obliczeniowy

padkami  takimi  moż na  się  spotkać  w  okrę townictwie  przy  obliczaniu  drgań  elementów
kadł uba.  Inny jest  bowiem  wpł yw  masy  wody  towarzyszą cej  na  drgania  pionowe,  a  inny
na  drgania  poziome. W  pracy  zachowano  zatem we  wszystkich  rozważ aniach  moż liwość
wystę powania  róż nych  wartoś ci  mas  w  zależ noś ci  od  kierunku  ich  ruchu.

Sztywne  elementy  skoń czone poł ą czone są  dowolnie  ze  sobą  lub  z  ostoją. Poł ą czenia
te  skł adają  się  z  dowolnej  liczby  elementów  sprę ż ystych  przenoszą cych  siły  w  kierunku
ich gł ównych osi  sztywnoś ci  i momenty wokół  tych  osi. G ł ówne osie  sztywnoś ci  posiadają
takie wł asnoś ci, że  siły  dział ają ce  w  ich kierunku  powodują  odkształ cenia elementu sprę-
ż ystego  tylko  w  kierunku  dział ania tych  sił. Zał oż ono ponadto, że  elementy  sprę ż yste  są
nieważ kie,  mają  małe wymiary  w  stosunku  do  wymiarów  sztywnych  elementów  skoń czo-
nych  i  posiadają  charakterystyki  liniowe.  Zał oż enie  charakterystyk  liniowych  jest  moż li-
we  do  przyję cia  z  uwagi  na  niewielkie  odkształ cenia elementów  sprę ż ystych  wystę pują ce
w  praktyce.  Każ dy  element  sprę ż ysty  okreś lony  jest  sześ cioma  współ czynnikami  sztyw-
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noś ci  kr

s~
v'\   przy  czym  pierwsze  trzy  (s =  1, 2, 3)  są   współ czynnikami  sztywnoś ci  linio-

wych  (rozcią ganie  i  ś cinanie), natomiast pozostałe  (,?=  4, 5, 6)  współczynnikami sztyw-
noś ci  obrotowych  (zginanie  i  skrę canie). Współ czynniki  sztywnoś ci  definiuje  się  jako  sto-
sunek  siły  uogólnionej  do  uogólnionego  odkształ cenia.

W  celu  zorientowania  w  przestrzeni  poszczególnych  ukł adów  odniesienia  (każ dy
sztywny  element  skoń czony  i  każ dy  element sprę ż ysty  ma  swój  niezależ ny  ukł ad)  należy
znać  dziewięć  kosinusów  kierunkowych  ką tów  mię dzy  osiami  są siednich  układów.

Rzeczywiste  ustroje  obliczane  metodą   sztywnych  elementów  skoń czonych  moż na po-
dzielić  na  trzy  zasadnicze  typy.

Pierwszy  typ — to  ustroje  zł oż one ze  sztywnych  urzą dzeń,  mocowanych  na podkład-
kach  sprę ż ystych.  Typowym  przykł adem takiej  konstrukcji  jest sztywna  platforma umiesz-
czona  w  maszynowni  okrę tu  na podkł adkach gumowych  (platforma  «pływają ca»)  z urzą-
dzeniami  ustawionymi  na  niej  również  na  podkł adkach  gumowych.  W  ustrojach  tego
typu  za  sztywne  elementy  skoń czone przyjmuje  się   całe urzą dzenia traktowane jako  bryły
nieodkształ calne,  natomiast  za  elementy  sprę ż yste — wszelkiego  rodzaju  sprę ż yny,  pod-
kł adki  gumowe,  resory,  wał ki  skrę tne  itp.

Drugi  typ —  to ustroje  o  charakterze cią głym, w  których podział  na sztywne elementy
skoń czone dokonuje się  w sposób pomyś lany.  Do tego typu ustrojów  zalicza się  wszelkiego
rodzaju  ukł ady  belkowe  i  pł ytowe  o  masie  rozłoż onej  w  sposób  cią gły.

Trzeci  typ —  to ustroje  składają ce  się   z obu poprzednio omówionych ukł adów. Ustro-
jem  takim  bę dzie  np. wspomniana  wyż ej  platforma  z  urzą dzeniami  okrę towymi,  trakto-
wana jednak  jako  odkształ calna i  podzielona, w  pomyś lany  sposób,  na szereg  sztywnych
elementów  skoń czonych.

Współ czynniki sztywnoś ci  elementów sprę ż ystych  w przypadku pierwszego typu  ustroju
wyznaczane  są   na  ogół   doś wiadczalnie  i  podawane  przez  producentów  w  katalogach.
W  przypadku  drugiego  typu  ustroju  elementami  sprę ż ystymi  są   elementy  pomyś lane.
Tego  rodzaju  elementy  sprę ż yste  zastę pują   sztywnoś ci  pewnych  odcinków  rzeczywistych
ukł adów  cią głych.  Zastosowany  model  obliczeniowy  moż na wię c nazwać  modelem o  dy-
skretnie  rozł oż onej  sztywnoś ci.  Wartoś ci  współczynników  sztywnoś ci  takich  elementów
wyznacza  się   z prostych  zależ noś ci  wytrzymałoś ci  materiał ów przy  założ eniu stałego roz-
kł adu naprę ż eń w  zastę powanym  odcinku. Tak wię c np. współczynnik sztywnoś ci  zginania
odcinka  belki  o  dł ugoś ci Al,  momencie bezwładnoś ci przekroju  poprzecznego  /   i module
Younga  E  wynosi

(3.1)  ,  k =   §.

4.  Macierz  równań ruchu

Równania  ruchu wyprowadzono  w  oparciu  o  równania  Lagrange'a.  D la małych prze-
mieszczeń  w  przypadku  braku  wymuszeń  i  przy  pominię ciu  tł umienia  mają   one nastę-
pują cą   postać:
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Dla  każ dego  sztywnego  elementu skoń czonego  moż na ułoż yć sześć takich  równań,  a wię c
n =  6u  dla  całego  ukł adu. Pominię cie  tł umienia jest  uzasadnione,  ponieważ  jego  wpływ
na  wartoś ci  czę stoś ci  drgań  własnych  i  odpowiadają cych  im  postaci  drgań  w  wię kszoś ci
rozwią zań  konstrukcyjnych  jest  bardzo  mały.

Jako  współ rzę dne  uogólnione  przyję to  przemieszczenia  liniowe  ś rodków  mas  sztyw-
nych  elementów  skoń czonych  w  kierunkach  ich  głównych  centralnych  osi  bezwładnoś ci
i  przemieszczenia  obrotowe  wokół   tych  osi  (patrz  rys.  2).

\

Rys. 2. Schemat oznaczenia współrzę dnych uogólnionych

Energię   kinetyczną   ukł adu  przy  takim  założ eniu  współ rzę dnych  oblicza  się   z  nastę-

pują cej  zależ noś ci:

u 6

(4.2)  T=- r

(4.3)

Pochodne  czą stkowe  energii  kinetycznej  wzglę dem  prę dkoś ci  uogólnionych jsą   równe

8T

dł ft
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Energię   potencjalną   odkształ cenia  elementów  sprę ż ystych  całego  układu  rozdzielono
na  dwie  czę ś ci.  Pierwsza  czę ść  obejmuje  energię   potencjalną   zależ ną   od  współ rzę dnych
uogólnionych  r- tego  sztywnego  elementu  skoń czonego,  druga —  energię   potencjalną   nie-
zależ ną   od  tych  współ rzę dnych.  Oznaczając  pierwszą   z  nich przez  U1', a  drugą   przez  U*
uzyskuje  się   nastę pują cą   zależ noś ć:

(4.4)  U=Ur+U*.

Ponieważ  U*   nie  zależy  od  współ rzę dnych  uogólnionych  / '- tego  sztywnego  elementu
skoń czonego, pochodna czą stkowa  całkowitej energii potencjalnej  układu wzglę dem współ-
rzę dnych  uogólnionych  tego  elementu  jest  równa

W  dalszych  rozważ aniach  wystarczy  wię c  obliczać  energię   potencjalną   V,  którą   wy-
znacza  się   z  zależ noś ci

u  er~P  6

(4.6)  IT =  ^

We  wzorze  (4.6)  sumy  obejmują   energię   potencjalną   wszystkich  elementów  sprę ż ystych
doczepionych  do  r- tego  sztywnego  elementu  skoń czonego.  Jeż eli  mię dzy  r- tym  a ^- tym
sztywnym  elementem  skoń czonym  nie  ma  poł ą czenia,  to  oczywiś cie  kr

s~
v'1  =  0.

Odkształcenia  elementów  sprę ż ystych  w  układzie  osi  zwią zanych  z  nimi  są   równe

(4.7)  / loJ- "'1 =  C * ' - ^ 1 .

W  celu  uzależ nienia  energii  potencjalnej  TJr od  współ rzę dnych  uogólnionych  należy
się   posłuż yć  nastę pują cymi  zależ noś ciami:

(4.8)

gdzie

(4.9)

0
Po  prostych,  lecz  pracochł onnych przekształceniach pochodne  czą stkowe  energii  po-

tencjalnej  wzglę dem  współ rzę dnych uogólnionych  r- tego sztywnego  elementu skoń czonego
przyjmują   postać:

"  6

(4.10)  Ę L  ,=   V  V^ f qv

gdzie br

s\
v są   wyrazami  bloków  [B r'p]  macierzy  [B].  Bloki  te składają   się  z czterech  mniej-

szych  bloków  [H r

a]P,]

(4.11)  [B r'p]  =
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Bloki  [Haip]   należ ą ce  do  bloków  [B r'r],  które  leżą  na przeką tnej  macierzy  [B]  {p  =  r),
oblicza  się  z  nastę pują cych  zależ noś ci:

u  e'- p

(4.13)  [H[; r

2]  =

(4.14)

(4.15)

Bloki  [B r'r]  są  symetryczne  wzglę dem  swoich  przeką tnych.  Zawierają  one  wyrazy
zł oż one  z  parametrów  r- tego  sztywnego  elementu  skoń czonego  i  parametrów  doczepio-
nych  do  niego  elementów  sprę ż ystych.  Każ dy  ze  sztywnych  elementów skoń czonych ma
więc  jakby  swój  odpowiednik  w  postaci  bloku  [B r>r ].

Bloki  Wu,p] należ ą ce  do  bloków  [B r>p],   które  leżą  nad  gł ówną  przeką tną  macierzy
[B]  (p  >  r),  oblicza  się  z  zależ noś ci

Ci
(4.16)  [flftł ]  =  -   £

(4.17)  [HJ'5]  =

(4.18)  [HSfi]  =

(4.19)  [HSf2]  =

Bloki  te  zawierają  wyrazy  zł oż one  z  parametrów  elementów  sprę ż ystych  poł ą czenia
mię dzy  r- tym  i ^- tym  sztywnym  elementem  skoń czonym  oraz  z  parametrów  sztywnych
elementów  skoń czonych,  zł ą czonych  za  pomocą  tego  poł ą czenia.  Każ de  z  poł ą czeń  ł ą-
czą cych  dwa  sztywne  elementy  skoń czone  ma  zatem jakby  swój  odpowiednik  w  postaci
bloku  [B r'p].   Bloki  [B"- r] =   [B r- Vf, a  więc  macierz  [B]  jest  symetryczna  wzglę dem  gł ów-
nej  przeką tnej.

Wstawiając  zależ noś ci  (4.3)  i  (4.10)  do  równań  Lagrange'a  (4.1) uzyskuje  się  dla  każ-
dego  sztywnego  elementu  skoń czonego  ukł ad  sześ ciu  jednorodnych  równań  róż niczko-
wych.  Ukł ad  ten  ma  nastę pują cą  postać:

u

(4.20)  [AT] • {&}+£  [B'- p] •  {Q"}  =   0.
i
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Ukł adów  takich jest  oczywiś cie  tyle,  z ilu sztywnych  elementów  skoń czonych  skł ada się
rozpatrywany  ustrój. D la cał ego ustroju  moż na więc uł oż yć n =  6« jednorodnych równań
róż niczkowych,  które  należy  zapisać  w nastę pują cy  sposób:

(4.21)

Rozwią zanie  takiego ukł adu równań róż niczkowych zakł ada się w postaci harmonicznej

(4.22)  {Q} = {S}sinojr.

Po  wstawieniu  zależ noś ci  (4.22) do ukł adu równań  (4.21) uzyskuje  się, po uproszcze-
niu przez wspólny  czynnik  sincur,  ukł ad n jednorodnych równań algebraicznych  o nastę-
pują cej  postaci:

(4.23)  ( [ 5 ] - [ M K K S}  = 0.

Są  to równania  ruchu, a macierz  charakteryzują ca  je  przybiera  postać

(4.24)

Jak  wiadomo,  ukł ad  jednorodnych  równań  algebraicznych  ma tylko  wtedy  rozwią za-
nia  nietrywialne,  jeż eli  wyznacznik  macierzy  [D] jest  równy  zeru.  Wł asność tę wykorzy-
stuje  się w  obliczeniach  czę stoś ci  drgań  wł asnych  i  odpowiadają cych  im postaci  drgań
w oparciu o rachunek macierzowy. W tym celu macierz  [D]  przekształ ca się w ten sposób,
aby  współ czynniki  przy  a>2  były  równe  jednoś ci,  a wyznacznik  tak przekształ conej  ma-
cierzy  pozostał   równy  zeru.  Dokonuje  się  tego  mnoż ąc  lewostronnie  i  prawostronnie
macierz  [D]  przez  macierz  współ czynników  przekształ cają cych  [G].  Tak  przekształ cona
macierz  równań  ruchu jest  równa

(4- 25)  [/ >*] =  [G] •  [B].   [G] -   [G] •  [M]   •  [G] w2.

Wyraż enie  [G]  •   [M]  •   [G]  jest  macierzą  jednostkową.  Wprowadzając  oznaczenie

(4.26)  [A] =   [G]- [B\ - [G],

przekształ coną  macierz  równań  ruchu  moż na  przedstawić  w postaci

(4.27)  [D*]  =   [A]- [IW.

Ponieważ wyznacznik  macierzy  [£>*] jest  nadal  równy  zeru,  obliczenie  czę stoś ci  drgań
wł asnych  rozpatrywanego  ustroju  sprowadza  się do znalezienia  wartoś ci  wł asnych  ma-
cierzy  [A],  zwanej  dalej  przekształ coną  macierzą  stał ych  skł adników  równań  ruchu.

Ze wzoru  (4.26) wynika, że wyraz macierzy  [A],  leż ą cy w ż - tym wierszu  ij- tej  kolumnie
oblicza  się dzieląc  analogiczny  wyraz  macierzy  [B]  przez  iloczyn  pierwiastków  kwadra-
towych  z mas uogólnionych  o wskaź nikach  i  i  j

(4.28)  (Ju- ^kr.

W  praktyce  tylko  niektóre  ustroje  wymagają  tak ogólnego  modelu  obliczeniowego.
Rzeczywisty  ustrój  moż na najczę ś ciej  zastą pić  ukł adem, w którym  centralne gł ówne osie
bezwł adnoś ci  wszystkich  sztywnych  elementów  skoń czonych  i  gł ówne  osie  sztywnoś ci
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wszystkich  elementów  sprę ż ystych  są  odpowiednio  wzglę dem  siebie  równolegle.  Proces
obliczeń  wyrazów  macierzy  [A]   znacznie  się  wtedy  upraszcza,  ponieważ  macierze  kosi-
nusów kierunkowych  stają  się macierzami jednostkowymi.  D la niektórych ukł adów moż na
ponadto  stosować  sztywne  elementy  skoń czone  o  trzech,  dwóch  lub  o  jednym  stopniu
swobody.

Ukł ady  zł oż one  ze  sztywnych  elementów  skoń czonych  o  trzech  stopniach  swobody
{q\ , ą \ , qr

6) stosowano przy  obliczaniu drgań kadł uba w pł aszczyź nie pionowej, z  uwzglę d-
nieniem  drgań  wzdł uż nych nadbudówek,  symetrycznej  platformy  «pł ywają cej»  z urzą dze-
niami  oraz  pł askiej  ramy  na  podporach  sprę ż ystych.

Ukł ady  zł oż one  ze  sztywnych  elementów  skoń czonych  o  trzech  stopniach  swobody
(<?3> <74>  Is)  stosowano  przy  obliczaniu  drgań  rusztów  i  pł yt.

Ukł ady  zł oż one  ze  sztywnych  elementów  skoń czonych  o  dwóch  stopniach  swobody
(<?2>  <?Ć) stosowano  przy  obliczaniu  drgań  pionowych  kadł uba, drgań  gię tnych  wału  ś ru-
bowego  typu  G rima  i  wał ów  na  wielu  podporach.

Ukł ady  zł oż one ze  sztywnych  elementów  skoń czonych  o jednym  stopniu swobody  {q\ )
stosowano  przy  obliczaniu  drgań  skrę tnych  rozwidlonych  ukł adów  napę dowych.

Stosowanie  sztywnych  elementów  skoń czonych  o  zmniejszonej  liczbie  stopni  swobody
pozwala  zmniejszyć  wymiar  macierzy  [A]   lub  zwię kszyć  gę stość  podziału  elementów
cią gł ych przy zachowaniu niezmienionych wymiarów  tej macierzy. Zmniejszenie  wymiarów
macierzy  [A]  znacznie skraca  czas  obliczeń na elektronicznej maszynie  cyfrowej,  ponieważ
jest  on proporcjonalny  do  drugiej,  a  niekiedy  nawet  do  trzeciej  potę gi  stopnia  macierzy.
Natomiast  zwię kszenie  gę stoś ci  podziału zwię ksza  dokł adność  obliczeń.

Macierze  równań  ruchu  ukł adów  zł oż onych  ze  sztywnych  elementów  skoń czonych
o  zmniejszonej  liczbie  stopni  swobody  uzyskuje  się  z  macierzy  ukł adów  przestrzennych
przez  skreś lenie  wierszy  i  kolumn  odpowiadają cych  pominię tym współ rzę dnym uogólnio-
nym.

Jak  już  wspomniano,  macierz  [A]   nawet  bardzo  zł oż onych  ustrojów  moż na  uł oż yć
w  sposób  automatyczny  bez  wyprowadzania  równań  ruchu.  W  tym  celu  należ y:

1.  Wykonać  szkic  ukł adu  obliczeniowego  numerując  kolejno  sztywne  elementy  skoń-
czone  od  1  do  u  (patrz  przykł ad  na  rys.  4).

2.  Przygotować  tablicę  (patrz rys.  3) do wpisywania  wyrazów  macierzy  [A]   skł adają cą
się  z  u pasm poziomych  i u pionowych  (pasma  te zaznaczono na rys.  3 grubymi  liniami).

3.  Podzielić  każ de  pasmo  poziome  i  pionowe  na  £ czę ś ci,  uzyskując  'tablicę  o  n  = £w
wierszach  i  n  kolumnach.

4.  Ponumerować pasma  poziome  i  pionowe  od  1  do  u.

5.  Ponumerować  wiersze  i  kolumny  każ dego  pasma  zgodnie  z  wskaź nikami  (tf,  t)
współ rzę dnych uogólnionych sztywnych  elementów skoń czonych  (dla ukł adów przestrzen-
nych  s  =  t=\ ,2,...,6,  a.  np. dla ukł adów zł oż onych ze sztywnych  elementów skoń czo-
nych  o  dwóch  stopniach  swobody  —  s  =   t  =  2, 6).

6.  Obliczyć  i  wpisać  do  tablicy  wyrazy  bloków  [AriP]  utworzonych  przez  przecię cie
się  r- tego  pasma  poziomego  z  p- tym  pasmem  pionowym  wedł ug  zależ noś ci

(4- 29)  aj;f  =   - 4 Ł .
\ / mr

smf



ZASTOSOWANIE  METODY  SZTYWNYCH  ELEMENTÓW  SKOŃ CZONYCH 511

D la  uł atwienia  procesu  ukł adania  macierzy  [A]   podano  niż ej  kilka  wskazówek:
1.  Ze  wzglę du  na  symetrię   macierzy  [A]  wykonuje  się   tylko  czę ść  tablicy  zawierają cą

wyrazy  leż ą ce  na  głównej  przeką tnej  i  nad  nią .  Przy  obliczeniach  na  elektronicznych
maszynach  cyfrowych  tylko  te  wyrazy  wczytywane  są   do  pamię ci.

p- fe pasmo pionowe

—

1 1
!  i
I 1

i

—

—

s.

Rys.  3. Schemat tablicy  do układania macierzy  równań ruchu

2.  Blok  [Ar>r ]  leż ą cy  na  głównej  przeką tnej  macierzy  [A]  jest  odpowiednikiem  r- tego
sztywnego  elementu  skoń czonego.  Bloków  takich  jest  tyle,  z  ilu  sztywnych  elementów
skoń czonych  skł ada  się   rozpatrywany  ustrój.

3.  Blok  [Ar'p]  leż ą cy  nad  główną   przeką tną   macierzy  [A]  jest  odpowiednikiem  poł ą -
czenia  mię dzy  r- tym  a p- tym  sztywnym  elementem  skoń czonym.  Bloków  takich jest  tyle,

Rys. 4. Układ złoż ony z czterech sztywnych  elementów  skoń czonych
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He  poł ą czeń  mię dzy  sztywnymi  elementami  skoń czonymi  posiada  rozpatrywany  ukł ad.
Blok  ten  leży  w  r- tym  paś mie  poziomym  i p- tym  paś mie  pionowym  macierzy  [A].

4.  Poł ą czenia  mię dzy  sztywnymi  elementami  skoń czonymi  a  ostoją   nie  posiadają
swoich  odpowiedników  w  postaci  niezerowych  bloków  [A'1"].

5.  Pozostałe klatki  są   blokami  zerowymi.  Leżą   one na przecię ciu  się  pasm  o numerach
równych  numerom  sztywnych  elementów  skoń czonych,  nie  poł ą czonych ze  sobą.

Dla  zilustrowania  metody  ukł adania  macierzy  [A]   przedstawiono  na  rys.  4  ustrój
złoż ony  z  czterech  sztywnych  elementów  skoń czonych.  Macierz  [A]   tego  ustroju  ma
nastę pują cą   postać:

(4.30)  [A]   = [A1'1]  [A"- 2]  [0  ]  [0  ]

[A2- 2]  [A2- *]  [A2- *]

[A3- 3]  [A^]

[A*- *]

5.  Czę stoś ci  drgań  własnych  i  odpowiadają ce  im  postacie  drgań

Znając  przekształconą   macierz  stałych  składników  równań  ruchu,  obliczenie  czę stoś ci
drgań  własnych  sprowadza  się   do wyznaczenia  wartoś ci  własnych  tej  macierzy.  Wartoś ci
własne  są   bowiem  kwadratami  czę stoś ci  kołowych  drgań  własnych  [patrz  wzór  (4.27)].

Jedną   z  najlepszych  metod  wyznaczania  wartoś ci  własnych  w  zastosowaniu  do  obli-
czeń  czę stoś ci  drgań jest  metoda Householdera. Autor  stosował  ją   z  niewielkimi  zmiana-
mi we  wszystkich  programach  wykorzystują cych  metodę   sztywnych  elementów  skoń czo-
nych.  Polega  ona  na  przekształ ceniu macierzy  [̂ 4]  do  postaci  trójprzeką tniowej  (kodia-
gonalnej).  Dokonuje  się   tego  na  drodze  szeregu  przekształ ceń  ortogonalnych  [3,7,8].
Wartoś ci  własne tak  uzyskanej  macierzy  trójprzeką tniowej  są   równe wartoś ciom  własnym
macierzy wyjś ciowej.  Oblicza  się  je  w  prosty  sposób  metodą   tak  zwanej  bisekcji. G łówną
zaletą   metody Householdera w poł ą czeniu z metodą   bisekcji jest jej  duża  stabilność  i nie-
zawodnoś ć,  a  ponadto  moż liwość  obliczania  tylko  wybranych  wartoś ci  własnych.

Wektory  formy  drgań  oblicza  się   mnoż ąc  lewostronnie  wektory  własne  macierzy  [A]
przez  macierz  przekształcają cą   [G]

(5.1)  {S}- [G ] . {!F } .

Tak  wię c  w  celu  obliczenia  /- tej  składowej  postaci  drgań  należy  /- tą   składową   wektora
własnego  macierzy  [A]   podzielić  przez  pierwiastek  kwadratowy  z  odpowiadają cej  masy
uogólnionej

(5- 2)  ft—fc.
j/ m,

Wektory  postaci  drgań  normuje  się  jeszcze przeważ nie  w  ten sposób,  aby  maksymalne
moduły  ich  składowych  były  równe  jednoś ci.

Przy  obliczaniu  wektorów  własnych  macierzy  [A]   autor  we  wszystkich  opracowywa-
nych  przez  siebie  programach  stosował   metodę   WILKINSON A  [9].
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6.  Dokładność metody

Dokł adność  metody  sztywnych  elementów  skoń czonych,  pomijając  bł ę dy  wynikają ce
z  dział ań  numerycznych,  uzależ niona  jest  od  gę stoś ci  podziału  układów  cią głych.  D la
stwierdzenia  dokł adnoś ci metody  wykonano  obliczenia  dziewię ciu  czę stoś ci  drgań  włas-
nych  belki  swobodnej,  dzieląc  ją   na  róż ne  liczby  sztywnych  elementów  skoń czonych.
Wyniki  obliczeń  porównano  (patrz  rys.  5)  z  wynikami  uzyskanymi  ze  wzoru  CSUPORA
[2].  Wzór  ten  moż na  uznać  za  bardzo  dokł adny, ponieważ  uwzglę dniono  w  nim  wpływ
sił   stycznych  i  wpływ  masowych  momentów  bezwładnoś ci.  Z  rys.  5 wynika,  że  metoda

- 5

- A

- 2

1  -
—  1—

z  \

< \

^ -=  '-—

6  \

\

n i

I9

\

\   \

\

—

\

m

V
—

8 10 12 14 16

Rys.  5.  Bł ą d  obliczeń  czę stoś ci  drgań  własnych  swobodnej  belki  pryzmatycznej  w  zależ noś ci  od
gestos'ci jej  podziału

sztywnych  elementów  skoń czonych  daje  dobre  rezultaty  nawet  przy  niezbyt  gę stym  po-
dziale  belki.  Tak  wię c  np.  przy  jpodziale  na  10  sztywnych  elementów  skoń czonych  bł ą d
obliczeń  pierwszych  czterech  czę stoś ci  drgań  własnych  jest  mniejszy  od  1%.  Wykonano
również  obliczenia  drgań  własnych  prostoką tnej  pł yty  podpartej  swobodnie  na  krawę-
dziach,  dzieląc  ją   na  25  sztywnych  elementów  skoń czonych.  Bł ą d  pierwszej  czę stoś ci
drgań  własnych  w  stosunku  do  metody  tradycyjnej  wynosi  poniż ej  3%.

W  Zakł adzie Dynamiki  Centralnego  Oś rodka  Konstrukcyjno- Badawczego  Przemysłu
Okrę towego  w  G dań sku  wykonano  badania  modelowe  drgań  platformy  «plywają cej»
z jednym  i z dwoma urzą dzeniami. W  tablicy  1 zestawiono  bł ę dy obliczeń  czę stoś ci  drgań
własnych, wykonanych  metodą   sztywnych  elementów  skoń czonych z wynikami  uzyskany-
mi z wspomnianych pomiarów modelowych.  Stwierdzono również bardzo dobrą   zgodność
obliczonych  postaci  drgań  platformy  z  postaciami  uzyskanymi  z  pomiarów.

Ponadto  obliczono  czę stoś ci  pionowych  drgań  własnych kadł uba zbiornikowca  o noś-
noś ci  53000 DWT, dzieląc  go  na  21  sztywnych  elementów  skoń czonych.J^ane dotyczą ce
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Tablica  1.  Zestawienie  bł ę dów  obliczeń  czę stoś ci  drgań  wł asnych,  wykonanych  metodą   sztywnych
elementów  skoń czonych  z  wynikami  uzyskanymi  z  pomiarów  modelowych  platformy  «plywają cej»

Stopień  drgań

(5
0/
/o

jedno urzą dzenie

dwa urzą dzenia

1

1,9

- 0,4

2

2,2

0,0

3

- 2,1

0,2

4

- 0,2

- 2,6

5

0,7

4,7

6

1,4

4,1

7

—

0,3

8

—

- 0,5

9

—

1,7

wszystkich  parametrów  statku  potrzebnych  do  obliczeń  oraz  wyniki  pomiarów  zaczerp-
nię to  z  pracy  [1].  Wartoś ci  bł ę dów  d  umieszczono  w  tablicy  2.

Tablica 2. Zestawienie  bJę dów obliczeń  czę stoś ci  drgań  wJasnych,  wykonanych  metodą
sztywnych  elementów  skoń czonych  z  wynikami  pomiarów  kadłuba  zbiornikowca

Stopień drgań

<5%

1

0,5

2

0,2

3

2,1

4

2 9 —

6

3,1

7

5,1

8

8,0

7.  Wnioski

1.  Metoda  sztywnych  elementów  skoń czonych  pozwala  ują ć  w  jeden  algorytm  obli-
czenia czę stoś ci  drgań własnych i  odpowiadają cych  im postaci  drgań  dowolnych ukł adów
o  charakterystykach  liniowych.

2.  Przy  obliczaniu  macierzy  równań  ruchu nie ma  potrzeby  wyprowadzania  tych  rów-
nań,  opracowano  bowiem  zasady  umoż liwiają ce  budowanie  tych  macierzy  w  sposób
automatyczny.

3.  Dokł adność metody,  nawet  przy  niezbyt  gę stym  podziale  rzeczywistego  ustroju
na  sztywne  elementy  skoń czone, jest  dla  celów  praktycznych  bardzo  dobra.

4.  Stosując  metodę   sztywnych  elementów  skoń czonych  moż na  przeprowadzać  obli-
czenia  układów złoż onych, dla  których  metody  tradycyjne  są   zbyt  pracochł onne  lub  nie-
kiedy  nawet  niemoż liwe  do  zastosowania.

5.  Metoda jest  przeznaczona  do  wykonywania  obliczeń  za  pomocą   elektronicznych
maszyn  cafrowych.  Przygotowanie  danych  jest  proste,  a  proces  obliczeń  zautomatyzo-
wany,  w  zwią zku  z  czym wiele skomplikowanych  obliczeń  mogą   wykonywać  pracownicy
techniczni  nie  posiadają cy  wię kszego  przygotowania  teoretycznego.

6.  Czas  potrzebny  do  przeprowadzenia  obliczeń jest  w  porównaniu  do  innych metod
bardzo  krótki.

7.  Omówiona  metoda  znalazła  szerokie  zastosowanie  w  polskim  przemyś le  okrę to-
wym,  szczególnie  przy  projektowaniu  najnowszych  rozwią zań  konstrukcyjnych.

8.  Metodą  sztywnych  elementów skoń czonych moż na również  obliczać czę stoś ci  drgań
własnych  i  odpowiadają ce  im  postacie  drgań  wszelkiego  rodzaju  ram,  rusztów  i  pł yt
o  zmiennych przekrojach  poprzecznych  i  nierównomiernie  rozł oż onej masie,  z  uwzglę d-
nieniem  wpływu  sił   stycznych  i  masowych  momentów  bezwładnoś ci.
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P  e  3  io  M e

riPH MEH EH HE  METOflA  >KECTKHX  KOHE^IHBIX  3JIEMEH T0B
K  PACTETAM  ^AC TOT COECTBEHHBIX  KOJIEEAHHH  CY^OBLIX CHCTEM

MeTOfl  >KeCTKHX KOHCKIblX  3JieMeiIT0B  COCTOHT B  3a!YieHe  AeHCTBHTeJIbHOH KOHCTpyKIJHH

CHCTeMOH  HefleibopMHpyeMbix  Ten  (>i<ecTKHX  Konemibix  SJieiweHTOB),  coeflHHeHHBix  Me>KHy  co6oft  H UH

c  ocHOBaHHeiw  HeBecoMbiMH  ynpyriiM H  3JieMeHTaMH  c  JraneHHMiWH  xapaKTepncTHKaiWH.  Pa3pa6oTain>r

anropHTMM   pac^ieTOB  MaTpn^Hbix  ypaBH emM  flBH>KeHHH. MeTOfl  npHcnocoBneH K npoBeflemtio  pac«e-

TOB  c  noMombio  3 B I J M .  H a  npHMepe  CBo6oflHoń  npHSMaTH^ecKoii  6ajn<n  noKa3aHa  TO^HOCTB  merofla

B  aaBHCHMocTH OT  n iara  fleneHHH  ( pn c.  5).  PacciwaTpHBaeMbift  merop, H auieu mnpoKoe  npHMeHemie B  cy-

SocTpoeHHH,  ocoSeHHO  n pn  p a c ie iax  KoneSaHHH  KopnycoB,  H3rH6Hbix  KOJieSaraiśł   BSJIOB  Ha  MHorax

yn pyrnx  onopax  H BHHTOBbix  BajioB  FpHivia,  Kone6aHnft  T . H . nJiaBaiomnx  iwaTtbopM   c  ycTpoftcTBaiwH

Ha  pesHHOBbix  noflKJiaflKaXj  KpyraribH bix  KOJie6aHHH pa3BeTBjieHHWx  npHBoflHwx  CHCTCM.  M eiofl  »ecT-

KH X  KOHe^Hbix  sneiweHTOB  BectMa  noJie3eH  TaKwe  npH  pacqeTax  qacTOT  COSCTBCHHWX  KOJie6aHHii  paM3

KOJIOCH H KOBHX peineTOK  H njiHT  c  nepeMeHHbiMH ce îeHHHMH H c HepaBHOMepHO pacnpeflejiemioH  Maccoii.

l i p a  3THX  pac^eiax  yHHTbiBaeTCH BJiHHirae  KacaTentHbix  CHJI  H iwaccoBbix  MOMCHTOB HHepi?HH.

S u m m a ry

APPLICATION  OF  THE  RIG ID  FIN ITE  ELEMENTS  METHOD  TO  CALCULATION
OF  NATURAL  VIBRATION  FREQUENCIES  OF SHIP  STRUCTURES

The  method of calculation consists in replacing the actual  system by a system of rigid finite elements
interconnected  and attached to the foundation  by elastic elements with linear  characteristics. The matrix
of  the equations  of  motion  is  constructed  directly without  their explicit derivation. The accuracy  of the

5  Mechanika  Teoretyczna
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computerized method depending upon the number of finite  elements  (see fig.  5) is shown  on the example
of  a  simply  supported prismatic beam. The method described  is widely applied  in shipbuilding  industry,
especially  for calculations of  ship hull  vibrations, bending vibrations  of the  shafting  fitted  on many  elastic
supports, bending  vibrations  of  elastic  Grim- type propeller  shafts,  vibrations  of  the «raft»  with  flexibly
fitted  equipment and  torsional  vibrations  of  branch  propulsion  systems.  The  method  of  rigid  finite
elements  is  most  useful  in  calculation  of  natural  vibration  frequencies  of  the frames  and  grillages  with
varying  cross- sections.  The influence  of  shearing  and  inertia  forces  are  taken  into account.
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