
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

3,  9 (1971)

O  PEWNYM  MODELU  CIAŁA  PRZENOSZĄ CEGO  NAPRĘ Ż ENIA  MOMENTOWE

MAREK  S O K O Ł O W S KI  (WARSZAWA)

1. Naprę ż enia momentowe

W  ostatnim dziesię cioleciu  zanotować moż na w  ś wiatowej  literaturze naukowej  z dzie-
dziny  mechaniki ogromny  wzrost  zainteresowania  tematyką   teorii  oś rodków  typu  Cosse-
atów  wzglę dnie  ciał   stanowią cych  ich  uogólnienia  lub  modyfikacje.  Wszystkie  te teorie,
których  nie  bę dziemy  tu  szczegółowo  wyliczać  i  klasyfikować,  posiadają   jedną   wspólną
cechę:  zakładają   one  mianowicie,  że  wzajemne  oddziaływania  poszczególnych  czę ś ci
oś rodka —  oddział ywania  kontaktowe —•  nie  dają   się   sprowadzić  do  prostego  wektora
naprę ż eń  siłowych  i  wymagają   wprowadzenia  sił   kontaktowych  wyż szego  rzę du,  mię dzy
innymi  naprę ż eń  momentowych.  Innymi  słowy,  układ  sił   równoważ ą cy  oddziaływanie

Rys. 1

odrzuconej  czę ś ci  oś rodka  otaczają cego  element  V  o  powierzchni  S  (rys.  1)  składa  się
z wektorów  sił  P  i momentów Q; zakł ada się  zarazem, że granice

AF  .  AQ
l m~ Zs~' hm~Zs~

przy AS  zmierzają cym  do zera istnieją   i nie są   toż samoś ciowo  równe zeru przy  dowolnym
wyborze  dostatecznie gładkiej  powierzchni AS.  Granice te oznaczamy odpowiednio

(1.1)  h m —j- s- ^ p,  h m - r7 r  =  q,

n  n

przy  czym  p jest  klasycznym  wektorem  naprę ż enia  (naprę ż enie siłowe), a q—  wektorem
naprę ż enia  momentowego.  Indeks  n  wskazuje,  że  wektory  te  są   zależ ne  od  wyboru  po-
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wierzchni  S  scharakteryzowanej  lokalnie  przez  jednostkowy  wektor  normalny  n  do  tej
powierzchni.

W  klasycznej  teorii  oś rodka  cią głego  przyjmuje  się ,  że  granica  drugiego  stosunku
AQ/ AS  toż samoś ciowo  znika;  założ enie  to  moż na  uzasadnić  prostym  rozumowaniem,
nie  pretendują cym  do  ś cisłoś ci  choć  niewą tpliwie  przejrzystym  ([1]):  wyobraź my  sobie
element  prostopadł oś cienny  dxydx2dx3  w  prostoką tnym  ukł adzie  współ rzę dnych  {xt},
i  — 1,2,3  (rys.  2)  i  rozważ my,  dla  prostoty,  jedną   ś cianę   tego  elementu  dx2dx3  obcią-

Rys. 2

ż oną   naprę ż eniami  normalnymi  a11(x2,x3).  Omawiając  warunki  równowagi  takiego
elementu  zakł adamy  zazwyczaj,  że  naprę ż enia  te  rozł oż one są   równomiernie  na  infinite-
zymalnym  elemencie  powierzchni  dx2dx3.  Gdyby  bowiem  przyją ć,  jak  na  rys.  2,  że  na-
prę ż enia te są   na przykł ad  liniową   funkcją   zmiennej  x3,

(1.2)  ffn(*2»*3)

to wielkość momentu wypadkowego  rozważ anych  sił  działają cych  na ś cianę   dx2dx3  wzglę -
dem  osi  x2  przechodzą cej  przez  ś rodek  prostopadł oś cianu wyniesie

dx3  ,  dx3  2  ,  1

TV  2  "" "  2
Uwzglę dniając  ponadto  analogiczny  wpływ  obcią ż eń  sił ami  axx  dx2dx3  przeciwległej

ś ciany  prostopadł oś cianu  oraz  wpływ  naprę ż eń  al3  i  a3X,  których  rozkł ad  przyjmiemy
dla prostoty  równomierny,  otrzymamy  równanie bilansu  momentów w postaci

(1.3)  ( cu — 03i)+ - p;  T~—(a—(7')\dx1dxzdx3  =  MXl.
I   12  axi  i  i  J

a'  oznacza  tu  odpowiedni  współczynnik  członu  liniowego  w  wyraż eniu  na  ff1i(x2,  x3)
i

na  ujemnej  ś cianie  prostopadł oś cianu elementarnego, proporcjonalny  do  tangensa  ką taa
nachylenia wykresu  ou(x3)  do  osi  x3.  Wyraż enie  a—a'  we  wzorze  (1.3)  moż na, w  przy-

padku  róż niczkowalnoś ci

(1.4)

(t),  zastą pić  róż niczką

da(Xl)

dxx

  l'
.
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Stwierdzamy  teraz, że wyraż enie  w nawiasie  kwadratowym  wzoru  (1.3) zawiera człony
róż nego  rzę du  wzglę dem  infinitezymalnej  wielkoś ci  dx,.  Wpływ  nierównomiernoś ci
rozkł adu  naprę ż eń jest  o jeden  rzą d  (lub przy  uwzglę dnieniu  (1.4) —  o dwa  rzę dy)  niż szy
od  wpływu  róż nicy  c 1 3—a 3 1 ,  w  zwią zku  z czym  drugi  człon  w  nawiasach  kwadratowych
(1.3)  zazwyczaj  jest  pomijany.  Prowadzi  to  do  klasycznego  stwierdzenia  symetrycznoś ci
tensora naprę ż enia atJ  =  a^.

Moż na  natomiast  wyobrazić  sobie  przypadki,  w  których  konieczność  zaniedbania
czł onu  zawierają cego  róż nicę   a— a'  i  przyję cia  symetrycznego  tensora naprę ż enia nie jest

i  i

ak  oczywista.
(a)  Jeż eli  z  wymiarami  dx(  nie  moż na  zmierzać  do  zera  wobec  skoń czonych  wymia-

rów  czą stek  lub  ziaren  ciała  rzeczywistego,  wtedy  rozumowanie  dotyczą ce  «rzę du  ma-
łoś ci!) skł adników sumy  (1.3)  traci wszelki sens; mamy  tu do czynienia z ciałami o  pewnej
mikrostrukturze,  w  których  posł ugiwanie  się   symetrycznym  tensorem  naprę ż enia  jest
niemoż liwe.

(b)  Jeż eli  współ czynnik  er—er' jest  bardzo  wielki,  a  w  szczególnoś ci  gdy  a  = c o n stx
i  i  i

Xtg«- >  oo  i gradient naprę ż enia  w  otoczeniu  rozważ anego  punktu jest  nieograniczony,
wpływ  odpowiedniego  czł onu  nie  może  być  automatycznie  pominię ty.  Sytuacja  taka
powstaje  w  przypadku,  gdy  mamy  do  czynienia  z  osobliwymi  punktami pola naprę ż eń,
a  wię c  z  nieskoń czonymi  koncentracjami  naprę ż eń.  Należy  zwrócić  uwagę   na  fakt,  że
szereg  autorów  takich jak  KOITER  [2],  STERNBERG  [3] sugeruje  moż liwość  wpływu naprę-
ż eń  momentowych na zjawiska  zwią zane  z koncentracją  naprę ż eń.

W  obu  omówionych  tu  przypadkach  w  równaniu  bilansu  momentu  (1.3)  wystę puje
poza  antysymetryczną   skł adową   tensora  naprę ż eń  siłowych,  człon  typii  (1.4)  o  charak-
terze gradientu  tensora naprę ż enia, a wię c  naprę ż enie momentowe.

(c)  Wyobrazić  sobie  moż na  ponadto  przypadek,  gdy  w  ogóle  sporzą dzenie  rysunku
typu  rys.  2 nie jest  moż liwe; jeż eli  oddział ywanie  są siednich  elementów ciała ma charakte
istotnie  momentowy — podobnie  jak  w  ciałach  magnetycznych,  w  których  wystę pują
jedynie  dipole  magnetyczne,  a  odosobnione  bieguny  magnetyczne  nie  mają   racji  bytu  —
to  wykres  przedstawiony  na  rys.  2  traci  sens.  Ciała  tego  typu  byłyby  oś rodkami  istotnie
mikropolarnymi  i  utrzymanie  do  ich  opisu  symetrycznego  tensora  naprę ż eń  siłowych
byłoby  także niemoż liwe.

Krótkie  i —  dla  zachowania  przejrzystoś ci  —  bardzo  uproszczone  rozumowanie przed-
stawione  powyż ej  stanowi  próbę   odpowiedzi  na  pytanie,  czy  zajmowanie  się   teorią   na-
prę ż eń  momentowych  jest  fizycznie  lub  zwłaszcza  technicznie  uzasadnione.  Równolegle
bowiem  z  intensywnym  rozwojem  tej  teorii,  której  wyniki  w  wielu  przypadkach  przera-
stają   techniczne  moż liwoś ci  ich  doś wiadczalnej  weryfikacji,  budzą   się   wą tpliwoś ci
dotyczą ce praktycznej  uż ytecznoś ci  tego  rodzaju  badań.

W  przypadku  sil  o  okreś lonej  strukturze  wewnę trznej  oraz  ciał   sprę ż yś cie  mikropo-
larnych  uż yteczność  takich  teorii  nie  ulega  wą tpliwoś ci.  Dowodzą   tego  liczne prace z za-
kresu  teorii ciał   z mikrostrukturą,  że  wymienimy  tu  dla przykł adu pracę   KALISKIEG O  [9],
szereg  prac  WOŹ NIAKA  dotyczą cych  oś rodków  włóknistych,  prace  GUTKOWSKIEGO
i  FRĄ CKIEWICZA  Z zakresu  teorii  dź wigarów  siatkowych  i  wiele  innych.  N iemniej, nawet
w przypadku  rozważ ania  oś rodków  cią głych w  zwykłym znaczeniu tego  słowa, natrafiamy



394 M .  SOKOŁOWSKI

na  zagadnienia,  w  których  zwykłe  założ enia  o  symetrii  tensora  naprę ż eń  siłowych
nie  dają   się   utrzymać.  Z  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  znamy  rozwią zanie  dotyczą ce ob-
cią ż enia  nieograniczonej  płaszczyzny  (Xj, x2)  momentem skupionym  o  wektorze  prosto-
padł ym  do  tej  płaszczyzny.  Jest  oczywiste,  że  rozważ enie  warunku  równowagi  infinitezy-
malnego  elementu  dxxdx2  ciała  zawierają cego  punkt  przył oż enia  momentu  jest  nie  do
pogodzenia  z  warunkiem  symetrii  naprę ż eń  a12  =o21i  gdyż  w  przeciwnym  przypadku
moment ten nie mógłby  być niczym  zrównoważ ony.

Jeszcze  bardziej  przekonywają cego  dowodu  dostarcza  rozwią zanie  zadania  przedsta-
wionego  przez  BOGY  i  STERNBERGA  [5], Dotyczy ono dwuwymiarowego  zagadnienia klina,
prostoką tnego  obcią ż onego  na  jednej  krawę dzi  sił ami  stycznymi  rozł oż onymi w  sposób
cią gły  (rys.  3). Autorzy  wymienionej  pracy  pokazują,  że  rozwią zanie  tego  zadania  w  ra-

Rys. 3

mach  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  prowadzi  w  ogólnym  przypadku  do  pola  obrotów
i  naprę ż eń  zawierają cych  osobliwoś ci  w  wierzchoł ku  klina.  Osobliwoś ci  te  trudno  uza-
sadnić fizycznie.  Z drugiej  strony jednak,  rozważ ając  infinitezymalny  element prostoką tny
ABCD  o  bokach  dxt  i  dx2,  widzimy,  że  ś cisłe  spełnienie warunków  brzegowych  na  kra-
wę dziach  AB  i  AD  musi  być  sprzeczne  z  założ eniem  o  równoś ci  naprę ż eń  ai2  —  02\ .
Dopiero  wprowadzenie  do  rozważ ań  naprę ż eń  momentowych  usuwa  te  osobliwoś ci
i prowadzi  do całkowicie regularnych  rozwią zań.

Przykł ady  te wskazują,  że nawet  przypadki  tradycyjnych  w  zasadzie  zadań  teorii  sprę-
ż ystoś ci  prowadzić  mogą   do  rozwią zań,  w  których  dopiero  wprowadzenie  naprę ż eń mo-
rn entowych pozwala uniknąć sprzecznoś ci z rzeczywistym  charakterem zjawiska  fizycznego

2. Dobór modelu ciała

Praca  COSSERATÓW  [6] stała się  punktem wyjś cia do powstania szeregu  teorii dotyczą cych
mechaniki  i  fizyki  oś rodków  wyż szego  rzę du,  dla  których  wyraż enie  na  energię   sprę ż ystą
zawiera  człony zależ ne  nie  tylko  od  pierwszego  gradientu  przemieszczenia  u,  lecz  także
od  wyż szych  pochodnych  wf.  Problem  doboru  odpowiedniego  modelu  ciał a,  który  pro-
wadziłby  do  wyników  optymalnie  zbliż onych  do  rzeczywistoś ci  nie  jest  prosty;  przeciw
wprowadzeniu  bardziej zł oż onych modeli przemawia wzglą d na moż liwą   prostotę  obliczeń.
Uwzglę dnienie  bardziej  złoż onych  praw  fizycznych  dla  modeli  ciał   tego  rodzaju  stawia
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także  pod  znakiem  zapytania  moż liwość  doś wiadczalnej  weryfikacji  otrzymanych  wyni-
ków.  Model  rozważ ony  np.  przez  MINDLIN A  [7]  wprowadza  903  niezależ ne  od siebie
współczynniki  sprę ż ystoś ci  dla  ciała o pewnych  własnoś ciach  sieci  krystalicznej.

Niewą tpliwie  najprostszym  modelem  ciała  zdolnego  do przenoszenia  naprę ż eń  mo-
mentowych  jest  model  ciała  drugiego  rzę du  omówiony  przez  MINDLIN A  [8]  i  KOITERA
[2],  nazywany  także  modelem  ciała  o  zwią zanych  obrotach.  Każ dy  punkt  materialny
oś rodka  wyposaż ony  jest jedynie w trzy  niezależ ne  stopnie  swobody, trzy  przemieszczenia
M( —  w  odróż nieniu  od oś rodka  omawianego  obszernie  w  pracach  NOWACKIEGO (np.
[10]), w którym  punkty  materialne  mają   po  sześć  stopni  swobody:  trzy  przemieszczenia
i  trzy  niezależ ne  obroty.

Energię   sprę ż ystą   dla  oś rodka  o zwią zanych  obrotach,  a wię c  obrotach  okreś lonych
wzorami

(2.1)  W i = y% , «, ,P

(gdzie  sipq  jest  symbolem  permutacyjnym),  piszemy  w postaci

(2.2)  W(sij,Hij)  =^AijHEijt> kl+B lJkleijKki+C im%i0kt.

Tutaj  A, B,  C są   tensorami  moduł ów  sprę ż ystoś ci,  ê  =  u(ij)   jest  zwykłym,  syme-
trycznym  tensorem  odkształ cenia, zaś  «y =  coij  nazywamy  tensorem  odkształ cenia  gię t-
no- skrę tnego. W oś rodku  brak  naprę ż eń wstę pnych.

Naprę ż enia  wyraża  się   przez  odkształ cenia za  pomocą   wzorów

SW  .  dW
(2.3) a ^ = ̂ '   W t f - A ł u - A^O —^.

przy  czym atj jest  tensorem naprę ż enia sił owego,  a fitJ  —•  tensorem  naprę ż enia momento-

wego,  niesymetrycznym  i  zawierają cym  niewyznaczalną   czę ść  kulistą   fi = y^z  •  Tensory

te  zwią zane  są  z wektorami  okreś lonymi  wzorem  (1.1)  zależ noś ciami  pt — a^rij,  qi =
- Pitą .

Rozważ enie  warunków  równowagi  elementu  oś rodka  poddanego  działaniu sił   ma-
sowych  X i momentów masowych  Y prowadzi  do równań

(2.4)  OJUJ+QXI  =  0,  ftji,j+e iJk<Tjk+ eYt  =  O.

Z  drugiej  grupy  równań  (2.4)  wynika,  że  tensor ajk  nie  musi  być w ogólnoś ci  syme-
tryczny, gdyż na  ogói/ J.J^J+QY;  ^ 0.

Warunki  brzegowe  dla  powyż szego  ukł adu  równań  stwierdzają,  że  wektory  naprę ż eń
siłowych  i momentowych  winny  być  na powierzchni  ciała  równe  przyłoż onym  obcią ż e-
niom p i q,

Podobnie w przypadku  warunków  brzegowych  wyraż onych  w przemieszczeniach na-
leży  przyją ć,  że  wszystkie  skł adowe  uogólnionych  przemieszczeń  u  oraz  <a są   dane  na
całej powierzchni S ciał a. Jednak już  ze wzoru  (2.1) widać, że nie moż na na powierzchni S
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dać  niezależ nie wszystkich  sześ ciu  skł adowych  w; i co,-, gdyż  skł adowa  wektora  10  nor-
malna  do 5 wyraża  się  przez  skł adowe  w;  styczne  do  S.  Podobnie i skł adowa normalna
obcią ż enia  momentowego q wyraża  się  przez  skł adowe  styczne  obcią ż enia  sił owego p
W  zwią zku z tym  liczba  niezależ nych warunków  brzegowych  wynosi  tu pię ć, w  odróż nie-
niu  od przypadku  modelu  ciała  o  niezwią zanych  obrotach  [10], gdzie  warunków  brzego-
wych  jest  sześ ć.

Tę  niedogodność  zapisu  usuwa  KOITER  wprowadzając  zredukowane  siły  powierzch-
niowe

1  "
(2.5.1)  pi- Pi~- 2em9'i»j

oraz zredukowane momenty powierzchniowe

(2.5.2)  qi=>qt- Wu

n

przy  oznaczeniu q — qjitj  dla  skł adowej  wektora  q normalnej  do powierzchni  ciał a.  Wek-
tor q leż y, jak  widać, zawsze w pł aszczyź nie stycznej  do powierzchni i w  ten sposób  otrzy-
mujemy  bezpoś rednio  ukł ad  pię ciu  niezależ nych  warunków  brzegowych.

Energia  sprę ż ysta  o postaci  (2.2)  odnosi  się  do  ogólnego  przypadku  ciała o  minimal-
nych  wł asnoś ciach symetrii  sprę ż ystej.  Liczba niezależ nych  skł adowych  tensorów  A,  B, C
wynosi  tu jeszcze  105. Dopiero zał oż enie peł nej  symetrii  sprę ż ystej  (izotropii) oraz  centro-
symetrii  (w  ciele poddanym  równomiernemu odkształ ceniu £y =  const nie  pojawiają  się
naprę ż enia momentowe) prowadzi  do zasadniczego  uproszczenia wyraż enia  (2.2), [9],

(2.6)

Tutaj  G i v są klasycznymi  stał ymi  sprę ż ystoś ci  (moduł   odkształ cenia  postaciowego
i  liczba  Poissona), uli?]  —  nowymi,  dodatkowymi  stał ymi charakterystycznymi  dla  roz-
waż anego  modelu.  Nawiasem  wspomnieć  moż na,  że  bezwymiarowa  stała  r\  nie  pojawia
się w  rozwią zaniach  szeregu  konkretnych zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci,  a w  szczególnoś ci
w zagadnieniach  dwuwymiarowych.

Tak  więc  ze  wzoru  (2.6)  widać,  że  omawiany  model  ciała  wymaga  wprowadzenia  —
a  więc i eksperymentalnego  wyznaczenia —  dodatkowych  dwóch  wzglę dnie  nawet  tylko
jednej  stał ej  sprę ż ystej  7. Z punktu  widzenia  koniecznoś ci  doś wiadczalnego  okreś lenia
tych  stał ych jest  to niewą tpliwą  zaletą  modelu; z punktu widzenia  ogólnoś ci  otrzymanych
wyników  oraz  moż liwoś ci  ich  dopasowania  do  rzeczywistych  wł asnoś ci  materiał ów nie-
prostych,  stanowi  to  poważ ne  ograniczenie.  Tutaj  pokaż emy  jednak,  że  przyję cie  nawet
tak  prostego  modelu  prowadzi  do  istotnych  zmian w pewnych  rozwią zaniach  podstawo-
wych  teorii  sprę ż ystoś ci.

Prosta  analiza  wzoru  (2.6)  prowadzi  do  znanego  wniosku,  że  dodatkowa  stała  sprę-
ż ystoś ci  /  ma wymiar dł ugoś ci:

[ y x y ]  — D im[syey] =
(2.7)

D im [ / 2 ] = m 2 .
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Podkreś lić  tu  należ y,  że  istotą   omawianego  tu  modelu, co  stwierdził   KU N I N  [11], jest
właś nie  istnienie  tej  dodatkowej  stałej  sprę ż ystej  /,  a  nie  asymetria  tensora naprę ż enia.
Już  w  pracy  KOITERA  [2] eliminuje  się   niesymetryczną   czę ść  tensora naprę ż enia  ffy  wy-
raż ając  ją   za pomocą   drugiej  grupy  równań równowagi  (2.4) przez

oraz wstawiając  to wyraż enie  do pierwszej  grupy  równań. Prowadzi  to do  trzech równań
równowagi

aUOj-   - i  =  0,

gdzie rriij   — / ty—l/3/^*<5y  oznacza dewiatorową   czę ść tensora / ty.
Równania  te, wraz ze zredukowanymi warunkami  brzegowymi

vi  ~
i

gdzie  m  — ntynirij nie  zawierają   wię c,  jak  widać,  antysymetrycznej  czę ś ci  tensora  Oy nie
tracąc przy  tym nic na  ogólnoś ci.

ROGULA  [12]  uogólniając  rozważ ania  KU N IN A  dowodzi  (i to w  przypadku  skoń czo-
nych  odkształ ceń ),  że  moż na  jeszcze  inaczej  przeprowadzić  symetryzację   zagadnienia
eliminują c  z  rozważ ań  nie  tylko  antysymetryczną   czę ść  ery,  ale  i naprę ż enia momentowe
fitj   w  całoś ci. Posłuż ył   się   w  tym  celu  poję ciem  zredukowanego  tensora  naprę ż eń  tfy,
róż nego  od  c(y),  ale  także  symetrycznego.  N ie  zmienia  to  jednak  oczywiś cie  faktu,  że
w  rozwią zaniach  pozostają   dodatkowe  stałe  sprę ż ystoś ci  lir]   wpływają ce  na  istotną mo-
dyfikację   szeregu  podstawowych  rozwią zań  teorii  sprę ż ystoś ci.

Klasyczny  problem  dwuwymiarowej  teorii  sprę ż ystoś ci  dotyczy  rozcią gania  nieogra-
niczonej  tarczy sprę ż ystej  zawierają cej  otwór kołowy  (zagadnienie  KIRSCHA, por. np. [4]).
N a  brzegu  otworu  wystę puje  (rys.  4)  w  przypadku  jednoosiowego  rozcią gania  obcią ż e-
niem  p  koncentracja  naprę ż eń  scharakteryzowana  stosunkiem  k  maksymalnego  naprę-

Rys.  4
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ż enią   aoa  do  naprę ż enia p.  Stosunek  ten  dla  otworu  koł owego  o  dowolnym  promieniu  a

wynosi  k  — 3  i  nie  zależy  od  a.  N iezależ ność  k  od  a  jest  prostą   konsekwencją   faktu,  że
w  ramach  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  rozwią zanie  dowolnego  problemu  statycznego
może mieć postać  ,

k k

ffyO*)   =f(p;d;E,v),
k k

gdzie p  oznaczają   parametry  obcią ż enia,  d — parametry  charakteryzują ce  wymiary  ciał a,
E,v  —  stałe  sprę ż ystoś ci.  W  omawianym  przypadku  jedynym  parametrem  obcią ż enia
jest  naprę ż enie  p,  jedynym  parametrem  geometrycznym  —  promień  a  otworu.  Współ-
czynnik koncentracji k może wię c mieć jedynie  postać

J00

i musi być bezwymiarowy.  Ponieważ jednak  moduł  E ma wymiar  N m r2,  a  v jest  bezwymia-
rowe,  zatem  a  (o  wymiarze  m) nie  może  pojawić  się   w  powyż szym  wzorze,  gdyż  ż adna
kombinacja  a, Ems  może być bezwymiarowa.  Współ czynnik k mógłby być jedynie  funkcją
liczby  Poissona  v.

Moż na natomiast przypuszczać,  że —  w pewnych  przynajmniej  przypadkach —  rozmiar
otworu  nie  jest  oboję tny  dla  współ czynnika  koncentracji.  N a  przykł ad  w  materiał ach
o  strukturze  gruboziarnistej  efekt  mał ych otworów  może  być  odpowiednio  mniejszy.

Model  ciała  scharakteryzowany  dodatkową   stałą   sprę ż ystoś ci  /   o  wymiarze  [1]   =  m
daje  taką   moż liwoś ć,  gdyż  współczynnik  koncentracji  mógłby  być  funkcją   dodatkowego
parametru bezwymiarowego  Ija. Rozwią zanie  MIN D LIN A  [8] ma  istotnie postać

^  = 3 -
P  1+ JF  '

gdzie F jest funkcją   v oraz stosunku a/ / ,

p   s _

a  la  KQ\CIJI)

Ko,  Kt  są   zmodyfikowanymi  funkcjami  Bessela.  D la  mał ych  wartoś ci  a/ l  współ czynnik
koncentracji  obniża  się   wydatnie,  co  widać  z wykresu  na  rys.  4.  W  tym  sensie  stwierdzić
moż na, że model ciała z dodatkową   stałą   /  stwarza  moż liwość  uczynienia kroku  w  kierun-
ku  uwzglę dnienia  wpływu  rozmiarów  otworu  na  koncentrację   naprę ż enia  w  materiał ach
rzeczywistych.

Rozwią zania  niesymetrycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  dotyczą ce  nieskoń czonych  koncen-
tracji  naprę ż eń prowadzą   także  do  wyników  róż nych  od  klasycznych.  N aprę ż enia w pół-
płaszczyź nie  sprę ż ystej  xt  >  0  obcią ż onej  w  począ tku  ukł adu  współ rzę dnych  siłą   skupio-
ną   P normalną  do brzegu  wyraż ają   się  znanym wzorem  [4]

2P xl
(T  —
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Rozwią zanie  M U K I  i  STERNBERGA  [3] ma  postać nieporównanie bardziej  skomplikowa-

ną ,  jednak  w  otoczeniu  punktu  przył oż enia  siły  daje  się   ono  wyrazić  wzorem  asympto-

tycznym

2P

n  (3-

Z  porównania obu  wzorów  widać,  że współczynniki  intensywnoś ci  nieskoń czonej kon-
centracji  naprę ż eń  są   róż ne  oraz,  co  wię cej —  rozwią zanie  niesymetrycznej  teorii  sprę-
ż ystoś ci  nie  przechodzi  w  rozwią zanie  klasyczne  przy  /  ->  0.  Ta  ostatnia uwaga  dotyczy
jedynie  wzoru  na  współ czynnik  intensywnoś ci  naprę ż eń,  a  nie  pełnego  rozwią zania  za-
gadnienia  brzegowego.

Fakt  ten, bę dą cy  czę sto  podstawą   krytyki  modelu  ciała nieprostego, jest jednak  znów
prostą   konsekwencją   faktu,  że  stała  /  o wymiarze  długoś ci nie może pojawić  się , w  braku
innych  parametrów  geometrycznych,  w  bezwymiarowym  współczynniku  intensywnoś ci.
Współ czynnik ten może być jedynie  funkcją   liczby  Poissona.

Zagadnienie  skrę cania  prę ta  pryzmatycznego  przy  uwzglę dnieniu  wpływu  naprę ż eń
momentowych  było rozważ one  w  pracy  [13]. Wzór  na  sztywność  skrę cania prę ta pryzma-
tycznego  o przekroju  F  (przy  zał oż eniu, że dodatkowa  stała  r\  =  0) ma postać

C c r  d(<p+i 2A<p)  d(tp+i2A<p)  . ,  . ,  ,..]  ,  ,

Js=G\ \   I *  By  ~y  dx  +x2+y2+6P]dxdy,

gdzie  cp =  cp{x,  y) jest  funkcją   spaczenia spełniają cą   równanie

dx2  T  dy2

oraz  odpowiedni  ukł ad  warunków  brzegowych.  Przy  /  -> 0  wzory  powyż sze przechodzą
w znane wzory  klasyczne  teorii  skrę cania Saint- Venanta.

Uwzglę dnienie  naprę ż eń momentowych prowadzi  do  zwię kszenia  sztywnoś ci  skrę cania
prę tów  sprę ż ystych.  Widać  to  wyraź nie  ze  wzoru  na  sztywność  J  skrę cania prę ta  o prze-
kroju  koł owym i  ś rednicy  d, wyprowadzonego  przez  KOITERA [2],

T— U

~~32

wzglę dnie

Tutaj  Jo  oznacza  sztywność  wyznaczoną   zgodnie  z  teorią   Saint- Venanta.  D la  prę tów
o  bardzo  małej  ś rednicy  porównywalnej  z  /, wzrost  sztywnoś ci  staje  się   znaczny. Wynik
ten,  pod wzglę dem  jakoś ciowym,  jest w  zasadzie  zgodny  ze znanym stwierdzeniem  o pod-
wyż szonej  wytrzymałoś ci  cienkich  drutów  ze  wzglę du  na  zwię kszony  wpływ  energii  po-
wierzchniowej.

Uwzglę dnienie  dodatkowej  stałej  sprę ż ystoś ci  w  zagadnieniach  propagacji  fal  sprę-
ż ystych  prowadzi  do  zjawiska  dyspersji.  N a  przykł ad  RYMAU Z  rozważ ył   w  pracy  [14]
problem  propagacji  fal  powierzchniowych  z  uwzglę dnieniem  naprę ż eń  momentowych.
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Prę dkość propagacji  v  fal  Rayleigha  wyznacza  się ,  jak  wiadomo,  z  równania  algebraicz-

nego  [15]

gdzie  rj = w/cj- jest  stosunkiem  tej  prę dkoś ci  do  prę dkoś ci  propagacji  fal  poprzecznych,

a  y  = cT/ cL = 1 /   Yn  T ~~ stosunkiem prę dkoś ci  propagacji  fal  poprzecznych  do  po-

dłuż nych. Widać stą d, że v zależy  wył ą cznie od charakterystyki  sprę ż ystej  ciał a, a nie zależy

od  parametrów  (długoś ci)  fali.

W  przypadku  rozważ onym  w pracy  [14] odpowiednie  równanie  charakterystyczne  ma

postać

gdzie  i  — 2nl\ l,  a  X jest  długoś cią   fali.  Prę dkość  propagacji  fal  powierzchniowych  jest
dla  /  >  0 wię ksza od prę dkoś ci  fal  Rayleigha  i wzrasta  przy  maleją cej  dł ugoś ci fali.  D rga-
nia  są   wię c  dyspersyjne,  czego  moż na  oczekiwać  w  przypadku  oś rodka  o  strukturze  ko-
mórkowej  lub ziarnistej  (dyspersja  na granicach ziaren).

3.  Wnioski

Przytoczone przykł ady  wskazują,  że  zastosowanie  najprostszego  modelu  ciała  sprę ż y-
stego  zdolnego  do  przenoszenia  naprę ż eń  momentowych  modyfikuje  szereg  rozwią zań
teorii  sprę ż ystoś ci  wprowadzając  do  nich  zmiany  o  charakterze  jakoś ciowym.  Kierunek
tych zmian pozwala  przypuszczać,  że zbliż amy  się  w  ten sposób  do fizycznie  umotywowa-
nych rozwią zań  dla  ciał   rzeczywistych.  Brak  co  prawda  dowodów  na  to, na  ile  omawia-
ny  model pozwala  zbliż yć  się   do  rzeczywistoś ci.  Jednak  prostota  opisu  matematycznego
stwarza  tu moż liwoś ci  wzglę dnie  łatwej doś wiadczalnej  weryfikacji  wyników  analizy teore-
tycznej.  Z  tego  też  wzglę du  wydaje  się ,  że  nie  zaniedbując  rozwijania  teorii  opartych  na
modelach bardziej  złoż onych, nie należy zapominać o moż liwoś ciach tkwią cych  w omówio-
nym  tu modelu oś rodka  drugiego  rzę du  o zwią zanych  obrotach.
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O  HEKOTOPOH MOflEJIH  TEJIA  C  M OM EH TH blM H  HAnPJDKEHIWMH

B  CTaTse  paccMOTpenw  iieKOTopbie  Bonpoct i,  CBfmHHBie  c npiinomeHHHMH  Teopmi  MOMCHTHBIX na-
npHH«HHH K MOflejIflM   Cpefl  BTOpOrO IIOpHflKa  CO CBH3aHHŁIMH BpameHHHMH. H a OCHOBe pflfla H3BeCTHbIX
pemeHHH  H3 flaHHow o6jiacTH  oraieMaeTca,  ^JTO paccMaTpHBaeMan  MOflejib,  HCCMOTPH  na  ee  npocioTy,
npHBOflHT  K cymecTBeHHMM   KaMecTBeHHbiM  H3MeHeHHJiM  BO MHornx safla^ax  TeopHH ynpyrocTH H
BO3iwo>KHocTh  6nHH<e noflOHTH  B TeopeTuqecKOM   aHanH3e K onHcamoo  HBjieHHM, nponcxoflamHX  B
CTBHTeJlbHOCTH B

S u m m a ry

ON  A  MODEL  OF  BODY  TRANSMITTIN G  COUPLE- STRESSES

The  subject  of  the paper are certain properties of  the model of a body with constrained rotations applied
in  the couple- stress  theory. On the basis of a number of solutions known from the literature the conclusion
can  be drawn  that  the model- in spite  of  its  simplicity- introduces  substantial  modifications  to many  fund-
amental  problems of  the  theory of elasticity  and brings  the corresponding solutions closer  to the physical;
reality  of phenomena occuring in real bodies.

INSTYTUT  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHNIKI   PAN

Praca została złoż ona w Redakcji dnia 25 listopada 1970  r.


