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1.  Wprowadzenie

W  teorii  konstrukcji  plastycznych  wyodrę bniają   się   ostatnio  w - oddzielną   dyscyplinę
studia  dotyczą ce  geometrycznej  nieliniowoś ci.  Obejmują   one  badania  wpływu,  jaki  na
udź wig  konstrukcji  mają   zmiany  w  jej  geometrii,  zachodzą ce  w  trakcie  odkształcenia
plastycznego.  Wią żą   się   z  tym  ś ciś le badania  dotyczą ce  przeskoku  i statecznoś ci procesu
deformacji.

Z  punktu  widzenia  teorii  konstrukcji  sztywno- plastycznych  jest  rzeczą   szczególnie
interesują cą   wyjaś nienie  zachowania  się  płyt  i powłok  bezpoś rednio po  osią gnię ciu  przez
obcią ż enie  intensywnoś ci  towarzyszą cej  rozpoczę ciu  się   procesu  plastycznego  płynię cia,
tzn.  po osią gnię ciu  obcią ż enia  granicznego  w sensie  klasycznej  teorii noś noś ci  granicznej.
Chodzi  o  stwierdzenie,  czy  rozwią zanie  takie  jest  stateczne,  tzn.,  czy  proces  deformacji
powoduje «geometryczne»  wzmocnienie,  czy  osłabienie konstrukcji,  i  jaki  jest  przy  tym
iloś ciowy  przebieg  zjawiska.  Skutki  geometrycznej  nieliniowoś ci  stają   się  — w  przypadku
konstrukcji  sztywno- plastycznych  — łatwe do wyodrę bnienia  i do interpretacji.

Właś ciwe  opisanie  geometryczne  nieliniowego  zachowania  się   konstrukcji  wymaga
rozróż niania  jej  pierwotnego  kształ tu  oraz  jej  aktualnej  konfiguracji.  Proces  może  być
rozpatrywany  konsekwentnie  przy  zastosowaniu  wielkoś ci  odniesionych  bą dź  do  stanu
nieodkształconego, bą dź  do aktualnej  konfiguracji  w jaką   układają   się   czą stki materialne
konstrukcji  w  przestrzeni  w  trakcie jej  odkształcania, a  wię c  odpowiednio  w  opisie  ma-
terialnym  lub  w  opisie  przestrzennym.  Zwykle  jednak  inż ynierskie  teorie  dotyczą ce  geo-
metrycznej nieliniowoś ci  nie rozróż niają   wyraź nie  tych  dwóch opisów.  I  tak, pewne wiel-
koś ci  odniesione do stanu odkształconego (np. naprę ż enia) ł ą czone są  ze zwią zkami  kine-
matycznymi  odniesionymi  do  konfiguracji  począ tkowej,  a  równania  równowagi  sprowa-
dzane są   do układu nieodkształconego w oparciu o dodatkowe założ enia. Prowadzi  to do
nieuniknionych w tym stanie rzeczy  paradoksów.

Wewnę trznie  spójną   teorię   geometrycznie nieliniowych  konstrukcji  plastycznych  uzys-
kać moż na wychodząc  z układu  równań opisują cych  duże odkształcenia oś rodka cią głego.
Szczególnie  przydatny  jest  tu  opis  materialny,  chociaż by  dlatego,  że  warunki  brzegowe
dane są  zwykle dla  pierwotnej  geometrii  konstrukcji.  Wprowadzając  okreś lone założ enia
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upraszczają ce  właś ciwe  przejś ciu  od  oś rodka  trójwymiarowego  do  dwuwymiarowej  za-
krzywionej  przestrzeni  otrzymuje  się ,  w  sposób  naturalny,  ukł ad  równań  geometrycznie
nieliniowej  teorii  konstrukcji.  D odatkowe założ enia dotyczą ce  rzę du  wielkoś ci  poszczegól-
nych  skł adowych  tensorów  naprę ż eń  i  odkształ ceń prowadzą   w  konsekwencji  do  okreś lo-
nych  teorii  przybliż onych.  Tego  typu  podejś cie  zastosował   F U NG  [21], uzyskując  równania
teorii  Karmana dla  pł yt  sprę ż ystych.

Zalety  materialnego  opisu  w  mechanice  konstrukcji  omawiali  BUDIANSKY  [5]  oraz
LANC E  i  SOECHTING  [28].  W  pracy  [44]  zastosowano  ten  opis  dla  uzyskania  zwią zków
typu  Karmana  dla powł ok.  Podobny problem podję li  PIETRASZKIEWICZ  [40]  oraz  SHRIVA-
STAVA  i  G LOCKN ER  [47]. Szczegółową   dyskusję   zwią zków  nieliniowej  teorii powł ok prze-
prowadziła  D U SZEK  [17], wyjaś niając  uproszczenia  wprowadzane  przez  róż ne  przybliż one
teorie  umiarkowanych  ugię ć.  Materialnego opisu procesu pł askiego plastycznego pł ynię cia
dotyczy  praca  Aucisz  i  RYCHLEWSCIEGO  [2],  zawierają ca  analizę   otrzymanego  ukł adu
równań.

N iniejsza  praca  podaje  zasady  lagrange'owskiego  przedstawienia  teorii  powł ok  plas-
tycznych.  Omówiono  wielkoś ci  tensorowe  wystę pują ce  w  takim  opisie,  podano  odpo-
wiedni  ukł ad  równań  równowagi  oraz  powierzchni  plastycznoś ci.  Praca zawiera  ponadto
przegląd  rozwią zań  i wyników  doś wiadczeń  dotyczą cych efektów  geometrycznego  wzmoc-
nienia  i przeskoku  w powł okach plastycznych.  Stosowane oznaczenia zestawione  są   w koń-
cowej  czę ś ci  pracy.

2. Zależ noś ci podstawowe

Odniesiony  do  ukł adu  zwią zanego  z  konfiguracją   nieodkształ coną   stan  naprę ż enia
czą stki  X  w  poł oż eniu  x,  x  =   x(X,  t)  opisuje  się   symetrycznymi  tensorami: odkształ ceń
G reena  EKL  i  naprę ż eń Pioli- Kirchhoffa  SKL.

Tensor  odkształ cenia EKL  - wyraż a się  poprzez gradient wektora przemieszczenia w nastę-
pują cy  sposób

(2.1)  2EKh  =   UK;L+UL;K+GRMU* KU*l.

Pomię dzy  tensorem  naprę ż eń  Cauchy'ego  cfy  a  tensorem  Pioli- Kirchhoffa  zachodzi  za-
leż ność

(2.2)  eo<r« =   QS^xiKx{L,

przy  czym  dla materiału nieś ciś liwego  gę stość  Q =   Q0 .
Plastyczne  pł ynię cie materiału scharakteryzowane jest przez  funkcję   dysypacji.  N a jed-

nostkę   obję toś ci  nieś ciś liwego  materiału dysypacja  wynosi

(2.3)  D  =  o r %  =   SKLEKL

odpowiednio  w  opisie  przestrzennym  i  w  opisie  materialnym, przy  czym EKL  =>  dEKL/ dt.
Zależ ność  (2.3)  wskazuje,  że  tensory  SKL  i  EKL  stanowią   właś ciwy  ukł ad  zmiennych  dla

opisania  procesu  plastycznego  pł ynię cia, jako  że EKL  znika  toż samoś ciowo  w  ruchu sztyw-
nym.
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Równania  opisują ce  równowagę   elementu  materialnego  zajmują cego,  okreś loną   po-
zycję   w  przestrzeni,  przyjmują   we  współ rzę dnych  Lagrange'a  nastę pują cą   postać

(2.4)  M+U^K)S
KR]. R  =  O.

Stosując  twierdzenie  o  zamianie  całek  obję toś ciowych  na  powierzchniowe  otrzymuje  się
z  (2.4),  że  naprę ż eniowe  warunki  brzegowe  w  nieodkształ conym  ukł adzie  okreś lone  są
zależ noś ciami

(2.5)  (SKL+SULUfu)nK  =   TL.

Z  (2.4)  i  (2.5) wynika, że pola  naprę ż eń  i przemieszczeń  są   sprzę ż one  równaniami równo-

wagi.

Warunek  plastycznoś ci  w  klasycznych  teoriach  formuł owany  jest  w  skł adowych  prze-
strzennych  tensora naprę ż enia. Tak wię c warunek  H ubera- M isesa

(2.6)  Scjof- <rjaf= 2ffg

przyjmuje  w  opisie  materialnym,  dla  materiału  nieś ciś liwego,  nastę pują cą   postać

(2.7)  3SKLSRSCKR  CLS- (SKLCKL)
2  =• •  lal,

gdzie

(2.8)  CKL  =   x\ K xjLg  u  =   2EKL+GKL

jest  tensorem deformacji  Cauchy'ego.
Forma  zależ noś ci  (2.7) wskazuje,  że  (2.6) nie  stanowi  właś ciwej  postaci warunku  plas-

tycznoś ci  dla  materialnego  opisu  skoń czonych  odkształ ceń oś rodka  idealnie  plastycznego,
jako  że  (2.7) zawiera  również  odkształ cenia (por.  [2]). N a podstawie jednak  (2.3) wielkoś-
ciami  opisują cymi  proces  odkształ ceń  plastycznych  są   tensory  SKL  i  EKL.  Tak  wię c,  dla
materiału  izotropowego  ogólna  postać  równania  konstytutywnego  powinna  wyraż ać
się   nastę pują cym  zwią zkiem  tensorowym

(2- 9)  Sl  =

gdzie a,  /?, y  są   funkcjami  niezmienników  tensora  prę dkoś ci  odkształ cenia. D la materiału
plastycznego  zwią zek  konstytutywny  (2.9) musi  być jednorodną   funkcją   stopnia  zerowego
wzglę dem  czasu. Wynika  stą d,  że niezmienniki tensora naprę ż enia zwią zane  są   dodatkową
zależ noś cią,  przedstawiają cą   warunek  plastycznoś ci

W  przypadku  warunku  H ubera- M isesa  w  (2.7)  należy  wię c  zastą pić  CKL  przez  GKL,  nie
zaś  transformować  do  ukł adu  nieodkształ conego  warunek  plastycznoś ci  sformuł owany
w wielkoś ciach  eulerowskich.  Z  fizycznego  punktu  widzenia  warunki  f(a\ ,  a1^,  <rV[of)  =
=   0 oraz  (2.10) przedstawiają   odmienne materiał y.

D la  teorii posł ugują cych  się   (2 10)  stowarzyszone  prawo  pł ynię cia  i  postulat  D ruckera
przyjmują   odpowiednio postać,  [22]

przy  czym  A  >  0.
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Teorie  powł ok  zakł adają,  że  stan  naprę ż enia  i  odkształ cenia  może  być  z  dostateczną
dokł adnoś cią  opisany  przez  rozpatrzenie  dwuwymiarowego  zagadnienia  dla  pewnej  (za-
krzywionej)  powierzchni  odniesienia.  Naprę ż enia  i  odkształ cenia wystę pują ce  w  punkcie  s
powł oki  (rys.  1) odniesione są  do ukł adu współ rzę dnych  xl,  x2  zwią zanych  z powierzchnią
ś rodkową  powł oki.

Rys.  1. Powierzchnia ś rodkowa  powł oki w konfiguracji  począ tkowej  i oznaczenia baz

Przy  opisie  materialnym  wielkoś ci  stowarzyszone  z  czą stką  w  poł oż eniu x  przesuwane
są  przy  zastosowaniu  translatora  g  ̂ do  pierwotnego  poł oż enia  czą stki  X.  Wielkoś ci  te
są  nastę pnie przesuwane  do bazy  okreś lonej  przez Ar,  A3  na nieodkształ conej  powierzchni
odniesienia  X3  =   0, przez wprowadzenie  translatora

(2.12)  ^ = ^

przy czym Ar- A3  = 0,  Ah- A3  =  \ .

3. Zał oż enia

Równania  teorii  umiarkowanie  duż ych  przemieszczeń  powł ok  formuł ować  bę dziemy
w  oparciu  o  szereg  zał oż eń, z  których  czę ść  stanowią  klasyczne  przyję cia  teorii  cienkich
powł ok.

a)  Rozpatrujemy  powł oki  cienkie,  dla  których  stosunek  gruboś ci  do  mniejszego  pro-
mienia krzywizny  2HjRmin  <§ 1, a więc

(3- 1)  / £**£,   /* =  !•

Oznacza  to, że  wpł yw  drugiego  czł onu  w  (2.12) jest pomijalnie  mał y.
b)  Odkształ cenia  styczne  w  kierunku  poprzecznym  do  gruboś ci  powł oki  mogą  być

pominię te

(3.2)  Ą s  a 0.

Niekonsekwencje  wynikają ce  z  tego  zał oż enia oraz  teoria  odeń  odchodzą ca  przedyskuto-
wane  są  w  [17].
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i  VjlR  oraz  wzajemnego  stosunku  tych  parametrów,  R =  Rm!n-   Spoś ród  szeregu  zesta-
wów  wielkoś ci  kinematycznych  zbadanych  w  [17]  przytoczmy  wyniki  odnoszą ce  się  do
dwóch  teorii.  i

P r z y p a d ek  1,
T  H  W  V

~  =  OfcO, ^  =  0( f i

3),  ^  =  0(e),  - L =  0 ( £

4 ) ,  e3 <   1.

Miary  odkształ cenia wynoszą  wówczas

2Aj r  =  2V0,n^2BjrW+  WyWir>

P r z y p a d ek  1,

- ~ -   0(1),  - |-  =   0(e),  - ^ =   0(fi),  - ^ =  0(«»),  e2 «  1

odpowiadają cy  teorii  Donnella [9]

(  }  n  =B

a  do  wyznaczenia  skł adowych  /Jd jest do  dyspozycji  zależ ność

(4.5)  P*{d2- B2W)=  Wld- BtV0.

W  stosunku  do miar  odkształ cenia liniowej  teorii powł ok  [35],  [26],  [52],  [19] zależ noś ci
(4.3)  róż nią  się jedynie  ostatnim  czł onem  w  wyraż eniu  na Xń r.  Stanowią  one  zwią zki
inż ynierskiej  teorii,  odpowiednika  teorii  Karmana  dla pł yt  (MUSHTARI  i  G AU MOV [34],
VOLMI R  [51]).  Zastosowany  sposób  ich otrzymania  podkreś la  zarówno  lagrange'owski
charakter  teorii  umiarkowanie  duż ych  ugię ć, jak i rząd  wielkoś ci  pomijanych  czł onów.

Przyrosty  odkształ ceń, wchodzą ce do wyraż enia  na dysypację  energii wewnę trznej  (2.3),
w  materialnym  opisie są

,A  c\  •   d  .  d  ,
( 4 )  ^

5.  Siły  wewnę trzne

Z  chwilą  gdy  wybrane  są miary  odkształ cenia, odpowiadają cy  zestaw  sił   wewnę trznycą
nie  może  być dobierany  dowolnie.  Do  okreś lenia  wł aś ciwego  zestawu  powierzchniowych
tensorów  sił  wykorzystuje  się funkcję  dysypacji  (2.3). Przy  wykorzystaniu  zał oż enia (3.1),
dysypacja  przypadają ca  na jednostkę nieodkształ conej powierzchni  ś rodkowej  powł oki wy-
raża  się  wzorem

(5.1)  D=  f  (S*rEń r+2S^Ed,+S™E^)dX\
- H

Wyznaczając  S3 3 z  (2.2)  przy  wykorzystaniu  (3.4)  oraz  pamię tając  o zał oż eniu  (3.2)
otrzymuje się

H

(5.2) £ =  f  {EA
H

f
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Oszacowując  drugi  czł on w porównaniu z pierwszym  okazuje  się ,  że w przypadku  1 jest
on  rzę du  członów pomijanych  w dotychczasowych  rozważ aniach, a wię c  ostatecznie

H

(5.3)  D =  /   S^EjrdX3  =   N*rAAr+M* rxjr,

gdzie  \Ar  i rAr  zdefiniowane  są  w (4.6), podczas gdy
H  H

(5.4)  NAr =  /   SardX3  ,  Mdr =  f  SArX3dX3.
- H  - H

Stanowią   one powierzchniowe  tensory  sił  wewnę trznych  w powł oce, odniesione do konfi-
guracji  nieodkształ conej.  Przy  ugię ciach  o  rzą d  wię kszych  od gruboś ci  powł oki  wpływ
zmian  geometrii  nie  jest  pomijalny  w  (5.2).  Odpowiednie  uogólnione  siły  i  uogólnione
prę dkoś ci  odkształ cenia ulegną   modyfikacji  [17],

D la  inż ynierskiej  teorii  rozpatrywanej  w  przypadku  1 ł atwo  stwierdzić,  oszacowując

IH\
poszczególne  wyrazy  w (4.1), że EAr  — 0|- p- j.  Tak wię c GKL  ~ CKL i nie ma róż nicy mię -

dzy  warunkanr  plastycznoś ci  (2.6) i  (2.7).  Przy  ustaleniu  powierzchni  plastycznoś ci

F(N'ir,  MAr) =  0 nie  ma wię c  potrzeby  rozróż niania  opisu  materialnego  i  opisu  przes-

trzennego.
W  teoriach  uwzglę dniają cych  przemieszczenia  normalne  o  rzą d  wię ksze  od  gruboś ci

M  V

powł oki, tzn. gdy np. —  =   0(c), - - • =  0(e), e3  <ś 1 wystą pią   róż nice w wyraż eniu na waru-

nek  plastycznoś ci.  Jeś li  za  obowią zują cy  dla  materiału  uznać  warunek  plastycznoś ci

okreś lony  w opisie  przestrzennym, np.  (2.6), wówczas  (2.7)  przyjmuje  nastę pują cą   postać
(5.5)  SGj^Gre- ABro ^  & rSe*-   [(GAr- 2BJrW)  S*r]2=  lal •
W konsekwentnej  teorii wykorzystują cej  opis  materialny  należ ał oby posł ugiwać się   odpo-
wiednią   formą   zależ noś ci  (2.10).

6. Równania równowagi

Równania  równowagi  (2.4)  sprowadzają   się  do nastę pują cego  ukł adu

(6.1)  (SAe+U?rS
ro+U(3S

3B).e+(SJ3+U?rS
r3+U?3S

33).3  = 0.

(6.2j  (SA3 + U?3S
3i+U3

AS
A%g+(S33+S33Uf3+U?AS

d3).3  = 0.

Wykorzystując  zał oż enia (3.1) i (3.4) i sprowadzając  powyż sze  zwią zki  do  bazy  nieodkształ-
conej  powierzchni  ś rodkowej,  otrzymuje  się  równania  przybliż onej  teorii.  Konsekwentnie
pomijając  w nich czł ony tego  samego  rzę du wielkoś ci,  co pominię te w zwią zkach  kinema-
tycznych  i w wyraż eniu  na dysypację   otrzymuje  się   dla przypadku 1

=  0 ,

(WSĆ I)+Sjf+BS'r(WS'*+S**BlVSd*   -  0.

Całkując  te równania na gruboś ci  nieodkształ conej powł oki w celu otrzymania  zwią zków
równowagi  wyraż onych w wielkoś ciach  (5.4), dochodzi się  do zależ noś ci
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(6.4)  N?f—BfQr+  (0°Qr\ r+P9  = 0.
(6.5)  Mff- Q0  -   0,

(6.6)

gdzie

(6.7)

oraz

Inny  zestaw  przybliż onych  równań podano w  [44].
Powyż sze  zależ noś ci  stanowią   ukł ad  przybliż onych  równań  równowagi  rozpatrywanej

teorii  umiarkowanie  duż ych  ugię ć.  Równanie  (6.5)  ma  postać  znaną   z  liniowej  teorii,
podczas  gdy  w  (6.4)  i  (6.6)  pierwsze  dwa  człony  odpowiadają   liniowemu  przybliż eniu,
Równania  liniowego  przybliż enia  opisują   ś ciś le równowagę   elementu powł oki w  aktualnej
konfiguracji,  jeś li  traktować przepisane  róż niczkowanie  kowariantne jako  róż niczkowanie
w  bazie  odkształ conej powł oki  i gdy  tensor krzywizny  dotyczy  aktualnej  (nieznanej) kon-
figuracji.  Równania  równowagi  wyprowadzane  w  inż ynierskich  teoriach  dla  powł ok  wy-
niosł ych  zatrzymują   z  reguły  tylko  dwa  pierwsze  człony  w  lewej  czę ś ci  (6.4)  (por.  [11],
[34]),  oraz  omówienie  nieliniowych  teorii  przez  WOŹ NIAKA  [52]). Zwią zki  (6.4)- (6.6) sto-
sują   się   również w przypadku  uwzglę dniania  zmian gruboś ci  przez przyję cie  ( 5 3 ^ 0w  (3.4).
Odpowiedni  ukł ad  równań  równowagi  i  warunków  brzegowych  w  opisie  materialnym
wyprowadziła  D U SZEK  [17]. Podane tam zostały również zestawy  równań dla kilku  przybli-
ż onych  teorii  powł ok  walcowych  i  kulistych,  zapisane  w  odpowiednich  ukł adach współ-
rzę dnych.

7.  Powłoki walcowe

Istnieją ce  rozwią zania  dotyczą ce  duż ych  ugię ć  powł ok  plastycznych  uzyskane  zostały
przy  uproszczonych  równaniach  równowagi  i  zlinearyzowanych  powierzchniach  plastycz-
noś ci.  Stosowano  powierzchnie  plastycznoś ci  właś ciwe  przestrzennemu  opisowi.  Przyto-
czymy  niektóre  rozwią zania  zarówno  dla  wskazania  charakteru  zmian  wynikają cych
z  uwzglę dnienia  «duż ych»  ugię ć,  jak  i  dla  porównania  stosowanych  nieliniowych  teorii
ze  zwią zkami  wynikają cymi  z  konsekwentnego  lagrange'owskiego  przedstawienia  teorii
powł ok.  Przytoczone  rozwią zania  nie  obejmują   obszernego  działu  powł ok  wiotkich,
tzn.  rozpatrywanych  jako  membrany.  Przegląd  metod  i  rozwią zań  z  tego  zakresu  podał
ORKISZ  [38].

Walcową   powł okę   przegubowo  zamocowaną   na  koń cach  i  poddaną   równomiernemu
wewnę trznemu  ciś nieniu  rozpatrywała  DUSZEK  [13- 15],  korzystając  z  nastę pują cego
ukł adu  równań  (rys.  2)

(7.1)  n'x =  0,  m'x'- 2Rnxw"+2<xn ip- 2ap  =  0,

A  \ 2  •   '

(7.2)  Xx  =   ii'+   [~~\   w'w',  Xv  =   w,  kx  =   - =—,  itv  ~  0,

(7.3)  «„
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gdzie

(7.4)
X
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%"  2
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R  ~  AIH,
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777,  =  = •
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2  '

L 2

AH'

natomiast  Mo  =   ffo# 2> No  — cQH,  a a0  oznacza granicę  plastycznoś ci.
Stosowane  równania  równowagi  i  miary  odkształ cenia odnoszą  się  do  przypadku  1.

Równanie  (7.1)  odpowiada  zwią zkom  (6.4)- (6.6) przy  pominię ciu  czł onów pochodzą cych
od  rzutu  siły poprzecznej  na kierunek  tworzą cej,  podczas  gdy  (7.2)  otrzymuje  się  z  (4.3)
i  (4.6). Warunek  plastycznoś ci  stanowi  fragment  powierzchni  granicznej  opisanej  na  ś cis-
ł ej  powierzchni dla materiału Treski, a wprowadzonej  w  [12].

W  powł oce pojawiają  się dwa obszary,  odpowiadają ce  róż nym fragmentom powierzchni
plastycznoś ci,  w  zależ noś ci  od  tego  czy  zachodzi  nierówność  (7.3)  czy  też  ni  =   1— m*.
Poł oż enie  granicy  mię dzy  tymi  dwoma  obszarami  okreś la  parametr  £.  Wykorzystując
stowarzyszone  prawo  pł ynię cia  (por.  [23],  [37])  i  speł niając  wymagane  warunki  cią gł oś ci
na  granicach stref  znajdują cych  się w odmiennych stanach naprę ż enia otrzymuje  się nastę-
pują ce  równanie  okreś lają ce  przyrost  obcią ż enia,  [18]

gdzie  Y =   a(p— 1),  natomiast  |  okreś la  umowny  czas. Tak więc dYjcĘ  — ap.

Równanie  (7.5)  wskazuje  na  przyrostowy  charakter  problemu  duż ych  ugięć  powł ok:
obcią ż enie  zmienia  się  ze wzrostem  parametru odmierzają cego  upł yw  czasu. Parametrem
takim  może być  np.  również  ugię cie  w0  w  wybranym  punkcie,  w0  =  wo( |).  Jednak,  jak
zauważ ył   WASZCZYSZYN  [50], wybór ugię cia jako  umownego czasu nie zawsze jest  wskaza-
ny; gdyż w przypadku  wystę powania  przeskoku  ugię cia  czasem cofają  się. Problemy kons-
trukcji  plastycznych  w  przyrostowym  sformuł owaniu  rozpatrywał   ONAT  [37].

Zależ ność  (7.5) pozwala  na zbadanie  statecznoś ci procesu. Moż na  stwierdzić,  że p  = 0
dla p  =   1  oraz  że p  >  0  dla  0 <  £ <; 1,  a więc w  rozpatrywanym  przypadku  nastę puje
geometryczne wzmocnienie.  Numeryczne  rozwią zanie  (7.5)  podano  w  [18],  gdzie  znaleźć
moż na również wyniki  dotyczą ce powł oki zamocowanej.

Przybliż one  rozwią zanie  rozpatrywanego  zagadnienia,  polegają ce  _ na  wyznaczeniu
górnej  granicy  zależ noś ci  przyrostu  obcią ż enia  od przyrostu  ugię cia  podała  DUSZEK  [15].
Granica ta okreś lona jest przez
(7.6)  Y^a{p~l)  = l+w2

0R\

gdzie  w0R  =   Wo/ H. Wyniki  (7.5) i  (7.6) przedstawiono na rys. 2. D la porównania podano
tam  również rozwią zanie  bł onowe i proste  odpowiadają ce  powł oce o  ś ciance  trójwarstwo-
wej  [14].

Rozwią zanie  dla  powł oki  warstwowej  wskazuje  na  niestateczność  zależ noś ci  obcią-
ż enie- ugię cie.  Wniosek  ten potwierdza  analiza powł ok  trójwarstwowych  przeprowadzona
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Rys. 2. Wzjnocnienie  geometryczne dla powłok walcowych: a) noś ność graniczna, b) oszacowanie  [13] d!a
ś cianki pełnej, c) rozwią zanie  przybliż one  [18], d) rozwią zanie bezmomentowe, e) rozwią zanie bezmomen-

towe dla ś cianki  trójwarstwowej  oraz ABC—  oszacowanie [13]

przez  LEPIKA  [30- 33]  oraz  przez  KULL A  [27]. Rozpatrując  zagadnienie  sprę ż ysto- plastycz-
nego  zachowania  się   konstrukcji  pod  dział aniem  ciś nienia  i  siły  podłuż nej  w  przypadku
przyję cia  warunku  Treski  wykazano,  że proces szybkiego  narastania ugię ć  rozpoczyna  się
znacznie  poniż ej  obcią ż enia  granicznego.  Oznacza  to,  że  noś noś ci  granicznej,  wyznacza-
nej  z  klasycznej  teorii,  towarzyszą   już  ugię cia  wykraczają ce  poza  zakres  dopuszczalnoś ci
liniowej  teorii  powł ok.  Dalszych  przykł adów  tego  typu  dostarcza  praca  WASZCZYSZYNA
[50],  gdzie  zagadnienia  sprę ż ysto- plastyczne  rozpatrywane  są   konsekwentnie  w  nielinio-
wym  sformuł owaniu.  Efektu  geometrycznego  wzmocnienia  walcowych  zbiorników  ciś-
nieniowych  dotyczy  szereg prac  G ILL A  i  współ pracowników  [1],  [8],  [9],  [10],  [4i] , Cechą
charakterystyczną   tych  prac  jest  rozpatrywanie  wpływu  zmian  geometrii  powł oki  krok
po  kroku.  Poszukuje  się   tam  każ dorazowo  noś noś ci  granicznej  dla  powł oki  o  geometrii
zmienionej  wskutek  odkształ ceń plastycznych  wywołanych  na  poprzednim  kroku  obcią-
ż enia.

Rozwią zania  wynikają ce  z  uproszczonej  teorii  duż ych  ugię ć  porównamy  z  dostę pnymi
wynikami  doś wiadczeń  na temat zachowania się  zamocowanych powł ok. Materiału dostar-
czają   badania  AU G U STI 'EGO  i  D 'AG OSTINO  [3],  [4], SAVE'A  i  JANASA  [42] oraz  PERRONE'A
[39].  Badania  [4] dotyczą   zakresu  ugię ć  mieszczą cych  się  w  zał oż eniach teorii  umiarkowa-
nie  duż ych  przemieszczeń.  Spoś ród  dziewię ciu  przedstawionych  przypadków  typowe
wyniki  dotyczą ce  a =  2,82  i a  —  1,25  porównano na  rys.  3 z wynikiem  typu  (7.6)  dla po-
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włoki zamocowanej,  [13]. Linią  przerywaną   oznaczono wynik podany przez  teorię  noś noś ci
granicznej  dla dokł adnej powierzchni  granicznej  Treski, [23].

Z  rys.  3 widać, że wzmocnienie geometryczne jest  istotne. Charakter przebiegu  krzywej
doś wiadczalnej  w pewnym  zakresie  ugię ć odpowiada  rozwią zaniu  teoretycznemu. Materiał
badanych powł ok wykazywał   długą  platformę  plastycznoś ci  tak, że wzmocnienie materiału
nie  wnosiło  istotnego  wpływu  w  rejestrowaną   zależ ność  obcią ż enie—najwię ksze  ugię cie.
Krzywa  2  odpowiadają ca  rozwią zaniu  teoretycznemu  rozpoczyna  się   powyż ej  lini i  3,

gdyż rozwią zanie dla duż ych  ugię ć korzystało z powierzchni granicznej  opisanej na dokł ad-
nym  warunku  plastycznoś ci  Treski  dla powiok.

3  -

2  -

"  a=1.25  /

f  i
I  •   *

s  '   -
3

i

a
wo[ mm]

W0[mmj0 [ j
Rys.  3. Zależ noś ć:  obcią ż enie — najwię ksze  ugię cie  dla walcowych  powłok plastycznych,  I ) doś wiadcze-

nia  [4], 2) oszacowanie [13],  3) noś ność graniczna

Badania  doś wiadczalne  «efektu  brzegowego»  w  zakresie  plastycznych  odkształ ceń

przeprowadzali  KLEPACZKO  i  KON I G  [25].  Doś wiadczenia  SCHROEDERA  i  RANG ARAJANA

[45] nad poł ą czeniami powł ok  walcowych  wykazują   wystę powanie  efektów,  które  mogą

być  wytł umaczone zmianami geometrii  konstrukcji.

8. Powłoki kuliste

N a  przykł adzie  powł ok  kulistych  moż na  zilustrować  obydwa,  charakterystyczne  dla
geometrycznie  nieliniowych  teorii  zjawiska,  mianowicie:  wzmocnienie  geometryczne  oraz
niestateczność procesu  odkształ cenia konstrukcji.  D rugie z nich, tzn. zjawisko  przeskoku,
zwykliś my  dotychczas kojarzyć  z konstrukcjami  wykazują cymi  cechy  sprę ż yste.
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Istnieją ce  studia  dotyczą ce  geometrycznego  wzmocnienia  ograniczają  się  do  mało
wyniosł ych  powł ok, aczkolwiek  CAPURSO  [6] podał   równania przyrostowe  bez tego  ograni-
czenia.  Komplet  zwią zków  geometrycznych  i  równań  równowagi  przybliż onej  teorii
bardzo  sł abo wyniosł ych  powł ok  kulistych  podała  D U SZEK  [15, 16], korzystając  przy  wy-
prowadzeniu  z  zasady  prac przygotowanych,  a więc  uzyskując  wewnę trznie  zgodny  kom-
plet  zależ noś ci

(rnv)'- n0  =  0,  h[(rm^- me\ '+   [rn v(r+w')]'+rp  =  0,

Xv — u'+w'r+w'w1,  x„  =  - / w",

Ż e =   u\ r,  xg  — —hw'/ r,

(8.1)

(8.2)

gdze

W U

(8.3)

H

V =  —
'  dr'

R PA

a  bezwymiarowe  siły  i  krzywizny  zdefiniowane  są  jak  w  (7.4).  Wielkoś ci  geometryczne
i konwencja  znaków  dla  sił  i obcią ż eń  podane są  na  rys.  4.

D la  powł oki  przegubowo  zamocowanej  na  obwodzie  i  obcią ż onej  równomiernym
ciś nieniem od strony wklę sł ej, kontynuacja procesu odkształ cenia plastycznego jest  moż liwa
przy  narastają cym  ciś nieniu.  M a  więc  miejsce  wzmocnienie  geometryczne.  W  powł oce
tworzą  się  dwa  obszary.  W  przypadku  stosowania  warunku  plastycznoś ci  Treski  w  czę ś ci

Rys. 4. Geometria mał owyniosł ej powł oki  kulistej

centralnej  0  <  r  ^  £  realizuje  się  stan  bł onowy  mg  — mv  — 0,  podczas  gdy  w  pobliżu
podpory,  £  ^  r  ^  c,  wystę puje  stan  zgię ciowy  taki, że mg  =  nj,—1,  a  pozostałe wielkoś ci
okreś lone  są  równaniami  równowagi.  Ze  wzrostem  ciś nienia  strefa  bł onowa  powię ksza
się.  Wyczerpanie  noś noś ci  w  sensie  klasycznym,  tzn.  rozpoczę cie  się  ruchu  sztywno- plas-
tycznej  powł oki  odpowiada,  w  tym  przypadku,  mało  wyniosł ej  konstrukcji  i  niewystę po-
waniu  strefy  bł onowej, f  =  0.
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'  Wzrost ciś nienia potrzebny do utrzymania procesu odkształcenia plastycznego  powłoki
zilustrowany  jest na rys.  5 dla dwóch przypadków  powłok o pełnej  ś ciance, wykonanych
z materiału Treski  [16]. Podobnie jak  to  miało  miejsce  dla  powłok walcowych,  ugię cia
rzę du gruboś ci  ś cianki  zmieniają   w  sposób  istotny  udź wig konstrukcji.  Zależ ność  siła —
najwię ksze  ugię cie  zdą ża  asymptotycznie  do  prostej  odpowiadają cej  rozwią zaniu  błono-
wemu  otrzymanemu  stosownie  do  przybliż onej  teorii  membran.  Należy  zaznaczyć,  że
przyrost wzmocnienia geometrycznego  zależy w duż ym stopniu od warunków  brzegowych
powłoki  i przy  okreś lonej  swobodzie  przesuwu  na podporze przyrost  ten może nawet nie
wystą pić.  Zagadnienia  tego  typu badane były dla płyt  [7], [24],  [43], [49].

Rys,  5. Wzmocnienie geometryczne  dla. małowyniosłych powłok kulistych,  a) rozwią zanie  [16], b) rozwią -
zanie bezmomentowe  .

Aby  umoż liwić  zilustrowanie  zjawiska  przeskoku,  któremu  towarzyszy  zmniejszenie
siły  potrzebnej  do utrzymania plastycznego  płynię cia konstrukcji  należy  omówić metodę
oszacowania  zależ noś ci  obcią ż enie- ugię cie  w  geometrycznie  nieliniowej  teorii.  Ś cisłe
rozwią zanie  zagadnienia  przeskoku  plastycznego  dla  powłok  nie  jest  dotychczas znane.
Dla  sprę ż ysto- plastycznego  modelu  odkształcenia badanie przeskoku  jest  również utrud-
nione z uwagi na konieczność uwzglę dnienia zjawisk  odcią ż ania:  obszary  pierwotnie plas-
tyczne mogą   znaleźć się  w  stanie sprę ż ystym,  przejś ciowo  lub ostatecznie,  [50].

Oszacowania  niestatecznoś ci  konstrukcji  sztywno- plastycznej  mogą   być  dokonywane
przy  wykorzystaniu  zasady  prac  przygotowanych.  W  zastosowaniu  do  pł yt  podejś cie
takie  stosowane  było  w  [43].  Ogólne  sformułowanie  metody  w  konsekwentnym  opisie
materialnym, tzn. stosując  tensor naprę ż eń Pioli- Kirchhoffa  (2.2) oraz tensor odkształceń
Greena  (2.1), podali  LANCE i  SOECHTING [28].

Zasada prac przygotowanych  w teorii skoń czonych odkształceń ma postać

(8.4) f
Pola naprę ż eń i prę dkoś ci  odkształceń wchodzą ce  do  (8.4) nie są   teraz niezależ ne. Nieza-
leż ne są   tylko  odpowiednie wielkoś ci  z opisu przestrzennego, natomiast SKL  i  przemiesz-
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czenia  UK  zwią zane  są   równaniami  równowagi  (2.4)  oraz  odpowiednimi  zależ noś ciami
przedstawiają cymi  warunki  brzegowe.  Tak  wię c  stosując  (8.4)  należy  dobierać  ł ą cznie
SKL  i  UK  speł niają ce  (2.4), a  nastę pnie dobierać  niezależ nie pole prę dkoś ci  przemieszczeń
UK,  speł niają ce  kinematyczne  warunki  brzegowe.  Równoważ ność  zapisu  (8.4)  i  zapisu
eulerowskiego  zasady  prac  przygotowanych  wynika  z  (2.3).

Przy zał oż eniu sł usznoś ci postulatu  D ruckera w  formie  (2.11), zależ ność  (8.4)  pozwala
sformuł ować  nastę pują cą   zasadę

(8.5)  /   r>(EKL)dV  p  X  f  TKUKdS.
v  s

gdzie  X  jest  mnoż nikiem  jednoparametrowego  obcią ż enia.  Jeś li  X >  1  konstrukcja  jest
stateczna, natomiast X <  1 oznacza, że nastę puje  przeskok  plastyczny  do stanu, w  którym
znowu  X >  1.

Jako przykł ad  zastosowania  zasady  prac przygotowanych  (8.4) do zbadania  przeskoku
rozpatrzymy  powł okę  o  geometrii, jak  na rys.  4. Na podporze dana jest  swoboda  przesu-
wu  poziomego

(8.6)  u(c)  #  0,  w{c) =   w(c)  =  0,  w(0) =  0.

Przyjmujemy  warunek  plastycznoś ci  w  postaci

(8.7)

tzn.  rozpatrujemy  stany  naprę ż enia  na  jednym  pł acie  hiperpowierzchni  plastycznoś ci

Treski,  [23]. Wykorzystując  stowarzyszone  prawo  pł ynię cia  (2.11)  otrzymuje  się ,  zgodnie

z  (8.7), że  X\ =  Xc  =   0.  Tak  wię c  zgodnie  z wię zami  (8.6) pola  prę dkoś ci  przemieszczeń

i pole ugię ć  są

(8.8)  w  = a( i- - l,  ń = 'óli- ~),  u =  - \ 4- - -r)-
\   c I  \   c I  c \  2  c f

Ponadto  (2.11)  daje  n„ =  —ul(2hw');  znając  natomiast  n$,  moż na  z  (8.7)  okreś lić  m„,

w zależ noś ci od wielkoś ci geometrycznych  i kinematycznych. Pozwala  to na przedstawienie

dysypacji  wewnę trznej  w  postaci D  =   D(EKL),  jak  to jest wymagane  przez  (8.5).
Po  dokonaniu cał kowań w  (8.5)  otrzymujemy,  w przypadku  rozpatrywanej  teorii  przy-

bliż onej  okreś lonej  zwią zkami  (8.1)  i  (8.2),

gdzie

AH~'2h'

3
Ponieważ  dpjdb  <  0  dla  0  ^  ó <  —a  obcią ż enie  zmniejsza  się   przy  narastają cych  ugię -

5

ciach,  a  wię c  nastę puje  przeskok.  Obcią ż enie  wzrasta  ponad  wielkość  począ tkowej  noś-
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noś ci granicznej dla <5  ^  - ja. Zależ ność (8.9) przedstawiona jest na  rys.  6 dla dwóch war-

toś ci a charakteryzują cych  wymiary powłoki.
Z równań równowagi  (8.1) należy jeszcze wyznaczyć  nv  i mv  spełniają ce warunki brze-

gowe zadania  i  okreś lić  parametry  geometryczne,  dla  których  spełnione są   wymagania

Rys. 6. Oszacowanie przeskoku  plastycznego  dla małowyniosłej powłoki  kulistej

równowagi  i ewentualne ograniczenia na zakres  stosowalnoś ci  profilu  naprę ż eń  znajdują-
cego się  na boku (8.7) hiperpowierzcbni plastycznoś ci. Z uwagi na ilustracyjny  cel rozpatry-
wanego  przykładu  szczegółów  tych  nie  analizujemy.  Niestateczność procesu  deformacji
plastycznej  powłok  rozpatrywał   SZABLIJ  [48]  dla  nieco  odmiennej  teorii  niż  okreś lona
w (8.1) i  (8.2), a której zależ noś ci podane są  w [51].

Zjawisko  przeskoku  plastycznego  wymaga  pogł ę bionych studiów  dla  sprecyzowanych
teorii  powłok, gdyż  iloś ciowe  wyniki  zależą   od  charakteru  wprowadzanych  uproszczeń.

Dla  wyniosłych  powłok  kulistych  zjawiska  geometrycznego  osłabienia  konstrukcji
i przeskoku plastycznego badał  doś wiadczalnie  LECKIE  [29]. Czasza półkulista o promieniu
3"  i gruboś ci 0,5" obcią ż ona była silą  skupioną  przyłoż oną  poprzez sztywną   tarczę. W ta-
kich przypadkach obszar plastyczny może nie obejmować całej powłoki i przeskok  dotyczy
tylko  fragmentu  konstrukcji,  podobnie jak  to ma miejsce  w powłokach sprę ż ystych. Lo-
kalność przeskoku  dla powłok kulistych wykazują   również badania  SCHROEDERA  i  SHER-

BOURNE'A [46]. Krzywe doś wiadczalne zależ noś ci siła—najwię ksze ugię cie, uzyskane w oma-
wianych badaniach  [29] przytoczone są  na rys. 7 dla kilku przypadków  ś rednicy centralnej
tarczy. Wyniki  te wskazują,  że  odkształcenia sprę ż yste  mają   istotny  wpływ  na  wielkość
obcią ż enia, przy którym nastę puje przeskok.  Dla płyt zjawisko  to badał   JANAS  [24],  pro-
ponując  przybliż oną   metodę  iloś ciowej  oceny wpływu  odkształceń sprę ż ystych  na  obcią-
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Rys. 7. Doś wiadczalna zależ ność obcią ż enie- ugiccie  dla sprę ż ysto- plastycznej  powłoki  [29], Qo  — noś ność
graniczna

ż enię   przeskoku.  Teoria  i  technika  obliczeniowa  rozwinię ta  przez  WASZCZYSZYNA  [50]
dla  sprę ż ysto- plastycznych  powłok umoż liwią   uzyskanie  iloś ciowych  wyników  dotyczą-
cych przeskoku  tego typu konstrukcji.

9.  Zakoń czenie

Teoria powłok plastycznych rozwija  się  obecnie w kierunku uwzglę dnienia geometrycz-
nej  nieliniowoś ci. Aczkolwiek w  zakresie  teorii noś noś ci granicznej  liczba  rozwią zań zu-
pełnych jest  cią gle  niewielka,  to  nie ma jednak zasadniczych trudnoś ci w  rozwią zywaniu
konkretnych zadań, gdyż równania problemu są  znane i zasadnicze twierdzenia, stanowią ce
podstawę   do  rozwią zań  przybliż onych,  są   ustalone. W  dziedzinach  innych niż noś ność
graniczna sytuacja jest znacznie mniej  wyjaś niona.

Równania teorii umiarkowanie duż ych ugięć  są   jednak,  w  zasadzie, ustalone. Należy
oczekiwać,  że  badania  przyniosą   w  przyszłoś ci  rozwią zania  problemów  począ tkowo-
brzegowych dla róż nych przybliż onych teorii i umoż liwią  ustalenie zakresu ich zastosowania.

Szczególnie interesują ce, zarówno ze stanowiska teorii, jak i zastosowań w konstrukcjach,
jest  studium zjawiska  przeskoku  plastycznego  i niestatecznoś ci procesu plastycznego pły-
nię cia konstrukcji.

Jednym,  z  problemów  badawczych  o  podstawowym  znaczeniu  jest  sformułowanie
i  uzasadnienie  twierdzeń  pozwalają cych  oszacowywać  jeś li  nie  rozwią zanie  problemu
przyrostowego,  to odkształconą  postać powłoki plastycznej  lub inne elementy rozwią zania
takiego przyrostowego problemu.

Wyjaś nienia  wymaga  róż nica pomię dzy  plastycznoś cią   w  konfiguracji nieodkształco-
nej a plastycznoś cią  w konfiguracji  aktualnej, tzn. okreś lenie w jakim  stopniu należy w te-
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oiii  konstrukcji  uwzglę dniać  «anizotropię»  spowodowaną   duż ymi  odkształceniami. Wią że
się  z tym również konieczność rozwią zania  zagadnień począ tkowo- brzegowych  dla róż nych
warunków  plastycznoś ci, podobnie jak  to miało miejsce  w problemach  brzegowych  teorii
noś noś ci granicznej.

Odmienne zagadnienie  stanowi  analiza  sprę ż ysto- plastycznego  zachowania  się   kons-
trukcji  przy  wystę powaniu  duż ych  przemieszczeń  i  duż ych  odkształceń. Sformułowania
i  zbadania  wymagają   tu  również  zwią zki  podstawowe,  gdyż addytywność  odkształceń
sprę ż ystych  i plastycznych  w takich przypadkach  nie zachodzi.

Nie  moż na pominąć wś ród  problemów  badawczych  opracowywania  metod  i  technik
numerycznego rozwią zywania  zagadnień.

Pominię te w  tym artykule  takie problemy, jak  dynamika powłok plastycznych, mecha-
nika powłok wiotkich, uwzglę dnienia wzmocnienia materiału stanowią   inną  grupę  waż nych
technologicznie i konstrukcyjnie  zagadnień.

Oznaczenia

XL,  L — 1, 2, 3  współ rzę dne punktu  materialnego  w konfiguracji  n ieodkształ-
conej,

xł ,  i  **  1, 2, 3  współ rzę dne  poł oż enia  pun ktu  w  konfiguracji  odkształ-
conej,

(jK,gk  wektory  bazy,  odpowiedn io  w  konfiguracji  n ieodkształ co-
nej  i odkształ conej,

GKL>8M  odpowiednie  tensory  metryczne,
GAr  tensor  metryczny  n ieodkształ conej  powierzchni,
gK   =  GKg)i  t ranslator z  bazy  (7K do bazy  g*,
A A,  A3, A  =  1,2  wektory  bazy  na  n ieodkształ conej  powierzchni  ś rodkowej

translator  z  bazy  GKL  do  bazy  na  powierzchni  ś rodkwej,
wyznacznik  translatora,

A AT  tensor  metryczny  powierzchni  ś rodkowej  nieodkształconej
powłoki,

Bjr  drugi  tensor  podstawowy  nieodkształconej  powierzchni
ś rodkowej  powłoki,

- Rm l n  najmniejszy  promień  krzywizny  n ieodkształ conej  powł oki,
na  jednostkowy  wektor  normalny  w  konfiguracji  n ieodkształ-

conej,
(  ) ;  róż niczkowanie  kowarian tne  dwupunktowych  tensorów,
(  ) |  kowarian tne  róż niczkowanie  w  bazie  powierzchni  ś rodkowej,
a'J  skł adowe  tensora naprę ż eń  Cauchy'ego,
SKL  skł adowe  tensora  naprę ż eń  Pioli- Kirchhoffa,

U  =  UKGK  =   UAAA- \ -  WA3  wektor  przemieszczenia,

VA  skł adowe  przemieszczenia  stycznego  do  powierzchn i,  odn ie-
sione  do bazy  na powierzchni  ś rodkowej,

W  przemieszczenie  normalne do powierzchni  ś rodkowej,
VA  wektor  powierzchniowy  przemieszczeń  stycznych  do  powierz-

chni  ś rodkowej,
CKL  tensor  deformacji  Cauchy'ego  (róż nica  metryk),

tensor  odkształ ceń G reena,
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przyrost  tensora odkształceń Greena,
tensor wydłuż eń powierzchni  ś rodkowej,
tensor zmian krzywizny  powierzchni  ś rodkowej,

MAI\   NAr  powierzchniowe  tensory  Pioli- Kirchhoffa  wypadkowych  sił
i  momentów w powłoce,

Q J  wektor  siły poprzecznej,
D  gę stość  dysypacji  (na jednostkę   nieodkszałconej  powierzchni

ś rodkowej  powłoki),
7.H  grubość ś cianki powłoki,
d;j  tensor prę dkoś ci  odkształceń (eulerowski).
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P  e 3 ro M e

BOriPOCBI   TEOPHH  YMEPEHHO  BOJIBUIHX nP OrH EOB
aKECTKO- riJIACTHMECKHX  OBOJIO^EK

B  pa5óTe  npe;tcTaBjieHŁi  npaH qunbi  nocTpoeHHji  ypaBHeHHH TeopnH o6ojioiiei< B jiarpanweBOM   oroi-
caHHH.  PaccMOTpeHŁi  ieH30pHLie  BejimnHŁii  xapaKiepn t ie  fljia   SToro  onncaHHH,  npHBOflHTcn  CHCTeMfai
ypaBHeHHii  HCCKOJILKHX  Bapn am oB  npH6jin>i<eHHbix  TeopHH  yMepeHHO  6OJIŁUIHX  nporn6oB  >i<ecTi<o-

0630P  pa6oT  no  npoBjiewaM   reoMeTpuMccKoro ynpo^HeHHH 11 npomenKHBain«i

S u m m a ry

MODERATELY  LARGE DEFLECTIONS THEORY  OF  RIGID- PLASTIC SHELLS

Paper  concerns  the  Lagrangian  description  of  shell  equations.  Appropriate  kinematic  and  dynamic
tensors  entering the field equations are defined  and discussed.  Specific  approximate theories of moderately
large  deflections  are  presented.  The  second  part  gives  a  survey  of  existing  solutions  regarding  geome-
trical  strengthtening  and  snap- through  in  perfectly  plastic  shells.

INSTYTU T  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓ W  TECHNIK I  PAN

Praca została złoż ona w Redakcji dnia 2  listopada 1970 r.


