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ZASTOSOWANIE  WIELOMIANÓ W  HERMITE'A  DO  WYZNACZANI A  MACIERZY  SZTYW-
N OŚ CI  ELEMENTU  TARCZY  W  METODZIE ELEMENTÓW  SKOŃ CZON YCH

KRZYSZTOF  D  E M S  (Ł Ó D Ź )

I . Wstęp

Metoda  elementów  skoń czonych  jest  jedną   z  nowszych  metod  przybliż onych  stoso-
wanych  przy  rozwią zywaniu  zagadnień  teorii  sprę ż ystoś ci.  Metoda  ta  pozwala  przedsta-
wić  stan  naprę ż eń  i  odkształ ceń w  dowolnym  punkcie  oś rodka  cią głego  w  zależ noś ci  od
przemieszczeń  pewnych  punktów  ciał a,  przyję tych  za  wę zł owe.  Istotną   cechą   metody
jest wyznaczenie  tzw.  macierzy  sztywnoś ci,  za  pomocą   której  wyrazić  moż na  wewnę trzne
siły  uogólnione w  wę zł ach w  funkcji  przemieszczeń  wę zł owych,  zgodnie  ze  wzorem

(1.1)  Pl  • •

gdzie
Cik  —  współ czynnik macierzy  sztywnoś ci,
Pl  —  siła uogólniona w  wę ź le,
uk  —  uogólnione przemieszczenie wę złowe.
Praca  niniejsza  stanowi  próbę   wykorzystania  wielomianów  H ermite'a do  wyznaczania

macierzy  sztywnoś ci  tarczy poddanej  pł askiemu stanowi  naprę ż enia.

2. Postać i własnoś ci wielomianów Hermite'a

Wielomiany  H ermite'a  są   to  algebraiczne  wielomiany  jednej  zmiennej  o  nastę pują cej
wł asnoś ci

(2.1)
d3H"l{zk)

d- J
}ik°Jpi

gdzie
j  —  rzą d pochodnej wzglę dem  zmiennej  z,

p  —  rzą d wielomianu H ermite'a,

i  —  indeks  wę zła, dla którego  napisany jest  wielomian,
k  —indeks  wę zła, dla  którego  obliczana jest  wartość  wielomianu,
dik  —  delta Kroneckera.

Jeż eli  ograniczymy  się   do  wielomianów  rzę du  zerowego  i pierwszego,  to  postać  ich  bę dzie
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nastę pują ca  [2]:

(2.2)

gdzie L'(ź )  =  J  J[  — — wielomian  Lagrange'a, posiadają cy  własność L'(zk)  =   dik

+ 1—liczba  wę złów).  Przykładowy  przebieg  zmiennoś ci  wielomianów  Hermite'a  dla
dwóch  i  trzech wę złów  przedstawiony  jest na rysunkach  la  i  lb.

a

\ «\  / - fcl
Y
A  H10

- 1,0  •̂ •C  / \ â
K\
- &- ?*>  '

Rys. 1

3. Transformacja  układu współrzę dnych dla elementów tarczy o nieregularnych kształ tach

Wyobraź my  sobie  tarczę   dowolnego  kształ tu,  którą   podzielono  na  krzywoliniowe
czworoką tne  elementy  dowolnych  rozmiarów,  zawierają ce  wę zły  na  brzegu  i  wewną trz
swego obszaru  (rys. 2). Zastosujmy  przekształcenie, które dowolnemu punktowi P(xS X2)

Rys.  2 Rys. 3

na  płaszczyź nie  Ox1x2  przyporzą dkowuje  punkt  Pt  płaszczyzny  O l1!2  w  ten  sposób,
aby  obrazem przekształconego elementu z  rys. 2  stał  się   regularny  kwadrat  o boku  2x2,
w którym wę zły rozmieszczone są  równomiernie (rys. 3).
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Rozpatrzymy  jeden  z elementów z rys. 2. Na rys.  4 i 5 element ten jest  przedstawiony
na pł aszczyź nie  Ox1x2  oraz  Ol1^ 2.  Liczbę  wę zł ów  dla  elementu przyjmiemy  jako  równą
(m+ l) (n+ l),  gdzie w + 1 oraz  n+l  są  liczbami  wę zł ów  na  liniach  równoległ ych  do  bo-

mn
on

- 1

mo

oo
j _

- 10  - 1

mn

+1

oma

Rys. 4 Rys.  5

ków  elementu. Funkcje  transformują ce  zapisać  moż na  symbolicznie  wzorem

Zaż ą dajmy,  aby  funkcje  opisane  wzorem  (3.1)  speł niały  we  wszystkich  wę zł ach  tarczy
warunki;

(3.2)
r^ifti   £2\i  . _4
[x  {Cj,  c/ j;j,fi|2  — JC/ it , .̂

Symbol  po przecinku  oznacza  tu  róż niczkowanie  wzglę dem  odpowiedniej  zmiennej.
Aby  speł nić powyż sze warunki,  funkcje  transformują ce  przyjąć  należy  w postaci

(3.3)

gdzie

k,q

z = 0,  1, ...,m,  k = 0 , 1, ...,»,  p,q  =0,1,

x{kpą • —•  uogólnione  współ rzę dne  wę zł owe,  czyli  wartoś ci  współ rzę dnych
oraz odpowiednich  pochodnych wzglę dem  I 1 i | 2 w  danym wę ź le
tarczy,

1) oraz HqkH2)  — wielomiany Hermite'a.
Wystę pują ce  we wzorze  (3.3)  uogólnione  współ rzę dne  wę zł owe  wyznacza  się  wedł ug

schematu opisanego  poniż ej.
1, Dzieląc tarczę  na  elementy  wyznacza  się  współ rzę dne  wę zł ów,  leż ą cych  na  bokach

i wewną trz  obszaru  elementów.
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2. Dla każ dego  elementu wprowadza się funkcje  transformują ce  w postaci

(3.4.1)  **(£», I 2)  -

gdzie
Z, — wielomiany  Lagrange'a,

*/ * — współ rzę dne wę zł ów.
Poprzez  funkcje  (3.4.1) każ dy  element oryginalny  tarczy przekształ ca się  również  na

regularny kwadrat  o boku 2 x 2 w ukł adzie  O^i2.
3. D la wszystkich  wę zł ów każ dego  elementu oblicza się pochodne funkcji  transformu-

ją cych  (3.4.1) wzglę dem  f1  oraz f2,  zgodnie ze wzorem

(3.4.2)
Ł2 « '  xik >

i.k

r,q  = 0 , 1 ,  f, JP = 0 , 1 ,  . . . . m,  fc,  / = 0 , 1 ,  . . . , «,  / = 1 , 2 .

x1 x2

x1

to

Ł i  Ł

Rys. 6

Ł z  Ł

4. D la wę zł ów  leż ą cych na bokach elementów, jako  należ ą cych równocześ nie do  kilku
elementów, wartoś ci odpowiednich pochodnych uś rednia się.
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Dzię ki  takiemu  postę powaniu  w  wę zł ach  tarczy  znane  są  współ rzę dne  wę zł owe  oraz
ich pochodne wzglę dem  I 1  oraz  £ 2. Tak więc okreś lone  są  w zupeł noś ci funkcje  transfor-
mują ce  (3.3).

Zaproponowany powyż ej sposób wyznaczania pochodnych podyktowany  jest dą ż eniem
do uzyskania  jak  najmniejszej  deformacji  siatki  narzuconej  na  tarczę przy  transformacji
ukł adu współ rzę dnych.

Zał óż my,  dla  uproszczenia,  że  funkcje  transformują ce  są  funkcjami  jednej  zmiennej
[postaci x  = x(f)]  i rozpatrzmy dwa liniowe elementy poł oż one wzdł uż osi x, które okreś lo-
ne  są  poprzez  współ rzę dne  swoich  koń ców  (rys.  6a).  Elementy  te  chcemy  przekształ cić
na  elementy jednakowej  dł ugoś ci, poł oż one wzdł uż  osi  £. Ustalając  począ tkowo  liniową
zależ ność mię dzy xa f,  przedstawioną  na rys.  6b, widzimy,  że w punkcie wspólnym  dwóch
są siednich elementów róż ne są pochodne X wzglę dem  f. Tak wię c, dla są siednich  elementów
przekształ cenie  takie  nie  zapewnia  cią gł oś ci  pochodnej  x^.  Dą ż ąc  do  zapewnienia  tej
cią gł oś ci  zał oż ymy  w  punkcie  wspólnym  elementów  wartość  tej  pochodnej, na  przykł ad
zero.  Funkcja  transformują ca  musi mieć wtedy  przebieg  pokazany  na rys.  6c. Przekształ-
cenie takie znacznie róż ni się  od poprzedniego przekształ cenia  liniowego.  Moż na  również
zał oż yć przekształ cenie, w którym  we wszystkich  wę zł ach wspólnych  pochodne xi(  równe
bę dą ś rednim arytmetycznym pochodnych wynikają cych  z liniowego przekształ cenia każ de-

Rys. 7

go elementu. Przebieg  funkcji  transformują cej  w tym przypadku  pokazany jest na  rys.  6d.
Jak widać,  to ostatnie przekształ cenie zapewnia  dla  są siednich  elementów  cią gł ość współ-
rzę dnej  x  oraz jej  pochodnej  xiS  przy  stosunkowo  mał ej  deformacji  w stosunku  do prze-
kształ cenia  z  rys.  6b.  Deformacja  ta  może  mieć  znaczenie  w  przypadku  numerycznego
cał kowania funkcji  f(x)  metodą  Gaussa.  Gdy charakter przebiegu  x  w funkcji  £ róż ni  się
znacznie  od  przebiegu  liniowego,  wartość  cał ki  liczona  metodą  Gaussa  (przy  zamianie
zmiennej  x  na  f  w  wyraż eniu  podcał kowym) może  odbiegać  od  wartoś ci  dokł adnej.  Im
bardziej  funkcja  transformują ca  zbliż ona  jest  do  funkcji  liniowej,  tym  wartość  cał ki  jest
dokł adniejsza.

Rozpatrzmy  teraz cią gł ość funkcji  transformują cych  (3.3) oraz  ich pochodnych wzglę-
dem I 1  i  | 2  dla  dwóch  są siednich  elementów  tarczy  z  rys.  3 wzdł uż ich wspólnego  boku.
Dla  elementów  przedstawionych  na  rys.  7,  dla  których  na  boku  wspólnym  zmienia  się
edynie  f2,  mamy
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l,P  k,q

vJ  —  V  V  d.£F"(f  )  rrqk(t2\  x]
J—J  J—l  ÓC
>.p  k,q

(3.5.1)

'̂—w
'. *   k,q

_  V  V

Dla elementu lewego na boku wspólnym współ rzę dna I 1  =  1, Tak więc dla tego boku
wzory  (3.5.1) przyjmą  postać

k,ą

(3.5.2)  _^  Y 1  <•

k.q

k,q

Dla  elementu prawego  na  boku  wspólnym  jest  £* = — 1  i  wzory  (3.5.1)  przyjmują
postać

k.q

2
k,q

(3.5.3)
A,f2  —  ^

Wzdł uż wspólnego boku zachodzą oczywiste  zwią zki

c = = 0 1

Uwzglę dniając  powyż sze widzimy,  że wzory  (3.5.2)  i  (3.5.3) mają  identyczną postać.
Tak  więc  przekształ cenie  okreś lone  wzorem  (3.3)  dla  są siednich  elementów  zachowuje
cią gł ość współ rzę dnych oraz ich pierwszych  pochodnych i pochodnej mieszanej  wzglę dem
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I 1  i  f2.  Analogicznie  moż na wykazać,  że pozostałe pochodne rzę du  drugiego  zachowują
cią gł ość jedynie  w kierunku  wspólnego  boku. Brak jest natomiast cią gł oś ci  tych pochod-
nych w kierunku prostopadł ym do wspólnego  boku dwóch elementów.

4. Funkcje jednostkowe  przemieszczeń  elementu  tarczy

Rozpatrzmy kwadratowy  element tarczy w ukł adzie £\  P  (rys.  5). Wprowadź my  jako
uogólnione przemieszczenia w wę ź le tarczy  wielkoś ci:

W*oo —U}(J;I,  ii)   — przemieszczenie wę zła w kierunku osi  xJ,

( 4 J )

. 8)

Przemieszczenie w dowolnym punkcie elementu tarczy wyrazimy  w postaci

(4.2)  u*tf\  e)
i.k  p,ą

gdzie Q'kpq są  to wielomiany  speł niają ce warunek

(4.3)  •   ^ T T g p i —  — Otj oki órp  ósq.

Moż na więc  funkcje  te przyjąć  w postaci

(4.4)  Qikpq{ź \  I 2) =   Hpi(.ix)H«k(C2).

Uwzglę dniając  (4.4) w (4.2), przemieszczenie w dowolnym pnnkcie elementu tarczy okreś li-
my jako

(4- 5)  ul(£\ f2)  - ^  2  Hpi(e)H*K?)u{kpq.
i.P  k,q

Powyż szy  wzór  wyraża  przemieszczenia  dowolnego  punktu elementu tarczy we współ-
rzę dnych £ l, i2.  Znajdź my  zwią zki,  jakie bę dą  zachodziły mię dzy przemieszczeniami i ich
pochodnymi w  tym ukł adzie i w ukł adzie x1,  xz.  Ponieważ z zał oż enia przemieszczenie uJ

w dowolnym punkcie tarczy jest to przemieszczenie w kierunku osi xJ, przeto przemieszcze-
nia  w  obu  ukł adach bę dą  takie  same.  Inaczej  natomiast przedstawia  się  sprawa  z  po-
chodnymi przemieszczeń w obu ukł adach. W oparciu o toż samoś ci
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otrzymamy  zwią zek  mię dzy  pierwszymi  pochodnymi  przemieszczeń  w  obu  ukł adach.
Zwią zek  mię dzy  pochodnymi mieszanymi  w  obu  ukł adach wyznaczymy  z  ukł adu  toż sa-
moś ci

( 4- 6- 2)

Pochodne  przemieszczeń  wzglę dem  f1  i  f2  uzyskamy  przez  odpowiednie  zróż niczko-
wanie  wzoru  (4.5). N astę pnie z  dwóch  pierwszych  równań  (4.6.2)  wyznacza  się pochodne
w/jixi  i u- js,X2. Z  równania trzeciego i czwartego  wyznaczymy  pochodne u^pxi  i  M/JI^S, a z os-
tatnich  dwóch  równań  (4.6.2) wyznaczyć  bę dzie moż na wtedy  pochodną  uJ

x,xZ.

Wynika  więc  z powyż szego,  że  w  dowolnym  punkcie krzywoliniowego  elementu tarczy
z  rys.  4  wyznaczyć  moż na  przemieszczenie  oraz  jego  pochodne wzglę dem  X1  i  x2,  jeż eli
tylko  znane są  przemieszczenia  wę zł owe  (4.1).

Zbadajmy  z  kolei  cią gł ość przemieszczeń  i  ich pochodnych wzdł uż boku  są siadują cych
elementów.  W  ukł adzie  I 1,  £2  dla  elementów  z  rys.  7,  róż niczkując  kolejno  wzglę dem  I 1

i  £ 2  wzór  (4.5)  i  uwzglę dniają c,  że  dla  elementu  lewego  f1  — 1,  a  dla  elementu  prawego
f1  = — 1 , okaże  się,  że  wzory  okreś lają ce  przemieszczenia,  ich  pierwsze  pochodne  i  po-
chodna  mieszana  dla  boku  wspólnego  mają  identyczną  postać.  Tak  więc  dla  są siednich
elementów  zachowana  jest  wzdł uż  wspólnego  boku,  cią gł ość  przemieszczeń,  pierwszych
pochodnych  i pochodnej mieszanej  wzglę dem  I 1  i  i2.  Pozostałe pochodne rzę du  drugiego
zachowują  cią gł ość jedynie  w  kierunku wspólnego  boku.

Przechodząc do współ rzę dnych X1,  x2,  przemieszczenie dla dwóch  są siednich elementów
zachowa cią gł ość wzdł uż wspólnego  boku, gdyż jest ono identyczne w obu ukł adach współ-
rzę dnych  i zachowuje  cią gł ość w  ukł adzie I 1 ,  f2.  Wystę pują ce  we  wzorze  (4.6.1) pochodne
w/ ji,  u{P,  x*ci, x2

St,  Xjz,  X2

S2 zachowują,  jak  wykazano,  cią gł ość wzdł uż wspólnego  boku,
a  więc  i  pochodne uJ

tXt  i  uJ

iXZ  zachowują  też cią gł oś ć.  Inaczej  przedstawia  się  cią gł ość po-
chodnej  mieszanej  u{xiX2.  Ponieważ  brak  jest  cią gł oś ci drugich  pochodnych przemieszczeń
i  współ rzę dnych  w  kierunku  prostopadł ym do  wspólnego  boku  (w  ukł adzie  £ ',  i2),  brak
więc  bę dzie  również  cią gł oś ci  pochodnej  u{x,x2  dla  są siednich  elementów.  Wskutek  tego
model  tarczy  ulega  pewnemu  skaż eniu.

D la  przemieszczeń jednorodnych

(4.7)  uJ  <*>  Aj  X1+Bj  x2+C}

przemieszczenia  wę zł ów  elementu  wynoszą

iki o  —  '
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Wstawiając  te wartoś ci do wzoru  (4.5) otrzymamy, że przemieszczenie wyraża się  ponownie
wzorem  (4.7). Tak wię c omawiane przekształcenie oddaje w sposób  ś cisły przemieszczenia
jednorodne,  co  w  pracy  [1] uznano za  kryterium  przydatnoś ci  proponowanych  funkcji
jednostkowych.

5. Macierz sztywnoś ci  elementu tarczy

Energię  sprę ż ystą   elementu tarczy przedstawić moż na w postaci

E

Zakładają c,  że grubość elementu tarczy jest stała oraz uwzglę dniając  zwią zki

1  1  2
s*i  =  - ^  (ff^t- vcr^),  eX2 = - g  (ffsj—vaxl),  exlx2.  = —  ( 1+ r )ax S

energię  sprę ż ystą   elementu tarczy przedstawimy  w postaci

(5.1)  E, - i-  f JDUl+^+2vexlsxl+j   (1- *)̂  J  dx'dx2,

Eh

(5.2)  gdzie D =  j  — sztywność  tarczy.

W  przypadku małych odkształceń słuszne są   zwią zki

8uJ

1 2

_ 8xJ'

Sxix2  ~ dx2  +  dx1  *

Uwzglę dniają c,  że przemieszczenia  uJ  wyraż one  są   wzorem  (4.5), odkształcenia wzglę dne

przedstawimy  w postaci

B*>  =Ę   E  lHpX?)H«k(]; 2)\ xJu{kpq,  7 = 1 , 2

(5.3)

i,P  k,q

Uwzglę dniając  (5.3) w (5.1), energię  sprę ż ystą   elementu tarczy przedstawić moż na w postaci

* =4
k,q

s ulm  u)lrs

Zapisując powyż szy wzór krócej otrzymamy

2 2 m l n l m l n l

S~T  / ;  /   i  /   ;  / /   / i  / i  / :  / i  / :  / i  ^"P 9^  Uikpqujlrs-
(= 0  p=0  k= 0  g~0  j = 0  r- =0  / -O
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Korzystając  ze wzoru  (4.4) oznaczymy

Q '**«= *  IP1

Wtedy  współ czynniki  C!$"lJlrl '  okreś lone są wzorami

(5 5)  c* ią JIr°  - JfJ)yQ%fQ%!+ j

^ s + -   }
gdzie / jest  jakobianem przekształ cenia.

Wystę pują ce  we wzorach  (5.5)  pochodne  QikJ  wyznaczyć  moż na  z  ukł adu  równań

(  }

Stosując  zasadę  prac  przygotowanych  do elementu  tarczy  bę dą cego  w stanie  równo-
wagi pod dział aniem sił  zewnę trznych  (dla tego elementu) moż na wykazać,  że jeż eli energia
odkształ cenia  wyraż ona  jest  jako  funkcja  przemieszczeń  uogólnionych,  odpowiadają cych
tym  sił om, to

(5.7)  £ . * .
Zróż niczkujmy  więc  wyraż enie  (5.4)  wzglę dem  uogólnionego  przemieszczenia  wę zł owego

„   2  m  1  n  1
E  ySu  ZJ ZJ ZJ ZJ  ZJ

u"tkpq  ^- l/ -0  r- 0  /=0  s=0

Uwzglę dniając  poprzednie i  (5.7) moż na napisać

2  m  1  n  1

~  y_j ZJ  ZJ  ZJ  ZJ  "̂   • "'*»
^=   1 j = 0  r = 0  1=0  j = 0

gdzie  Pftp(( — uogólniona  siła  wę zł owa,  odpowiadają ca  uogólnionemu  przemieszczeniu
wę zł owemu ufkpq>

Porównując  (5.8)  z  (1.1)  widzimy,  że współ czynniki CikfiJlrs  okreś lone  wzorami  (5.5)
są  poszukiwanymi  współ czynnikami macierzy  sztywnoś ci  elementu tarczy.

6. Sieć dział ań dla wyznaczenia macierzy sztywnoś ci

Obliczenie  współ czynników  sztywnoś ci  elementu  tarczy  wymaga  wykonania  bardzo
duż ej  iloś ci  rachunków.  D latego  też  jedyną  praktyczną  drogą  ich  wyznaczenia  jest wy-
korzystanie  do obliczeń  elektronowej  maszyny  cyfrowej.  Poniż ej  omówiona  została  sieć
dział ań  dla  obliczenia  tych  współ czynników.
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Obliczenia  współ czynników  macierzy  sztywnoś ci  podzielić  moż na na  dwa  zasadnicze
etapy. W  etapie pierwszym,  po  wczytaniu  danych  dla  cał ej  tarczy,  wyznacza  się  uogól-
nione współ rzę dne wę zł owe dla wszystkich  wę zł ów  tarczy. W etapie drugim wyznacza  się
macierz sztywnoś ci  dla danego elementu.

Jako  dane  wejś ciowe  wprowadzamy  współ czynnik  Poissona  v,  moduł   sprę ż ystoś ci
podł uż nej  E, grubość  tarczy  h, liczbę  elementów, na które podzielono  tarczę oraz współ-
rzę dne x1,  x2  wę zł ów  tarczy. Wyznaczenie  uogólnionych współ rzę dnych wę zł owych prze-
prowadza się w oparciu o rozważ ania p. 3. Po pierwsze wyznaczyć należy pochodne współ-
rzę dnych wę zł owych na podstawie  wzoru  (3.4.2). W tym celu wczytujemy  numery wę zł ów
należ ą cych do kolejnego  elementu i na ich podstawie zapamię tuje  się współ rzę dne wę zł ów
w blokach X1  [0:m, 0:«]  i  x2[0:m,  0:«]. W  blokach  ^[0:m]  i  £2[0:w] zapisujemy  współ-
rzę dne wę zł ów w ukł adzie I 1, £2. Współ rzę dne te wyznacza  się ze  wzorów:

(6.1)

2
m

2_
n

2 = 0 , 1,

f- 0,1,

Jak  wynika  ze  wzoru  (3.4.2), przy  obliczaniu  pochodnych  zachodzi  konieczność  wielo-
rotnego wyznaczania  wartoś ci  wielomianu Lagrange'a  L l{z)  i jego  pierwszej  pochodnej.

L:

t

J
=1 ;

: - z-
1

L'- .-a

• *[]]   1

b=o?

tak
. i

nie
*

•  L'- a+L/b

Rys. 8

Obliczenia  te wykonywane  są  przez  podprogram  = WIELOMIAN   ~  z  rys.  8.  Wartość
wielomianu i jego pochodnej wyznacza  się ze wzorów  rekurencyjnych

L**- L'-
(6.2)

1

Zt—Zj
j=0,   1, ...,/— i.t+l,   ...,©.

Obliczenia pochodnych w wę zł ach elementu przeprowadza  się wedł ug schematu z  rys.  9.
W opisany  sposób  oblicza  się pochodne współ rzę dnych w wę zł ach kolejnych  elementów,
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zapamię tując  równocześ nie  ile  razy  powtórzył   się   dany  wę zeł.  Po  przeprowadzeniu  obli-
czeń  dla  wszystkich  elementów,  w  wę złach,  które  powtórzyły  się   wię cej  niż  jeden  raz
oblicza  się   ś rednie  arytmetyczne  odpowiednich  pochodnych.  W  wyniku  tego  postę powa-
nia mamy okreś lony  dla  każ dego  wę zła tarczy  zespół  uogólnionych  współ rzę dnych  x1,  x2,

xftu  x%,  x)p,  x%2, Xjip,  x%ą z.  Całość  obliczeń  uogólnionych  współ rzę dnych  wę zło-
wych  przebiegać  bę dzie według programu  z rys.  10.

J ; = I

Podprogram =  WIELOMIAN  =  z  rys. 8

Podprogram =  WIELOMIAN  -   z  rys. 8

xlji0  :

Rys. 9

Po  zakoń czeniu  etapu pierwszego  przechodzi  się   do  właś ciwego  obliczenia  współczyn-
ników  macierzy  sztywnoś ci.  W  etapie  tym  zachodzić  bę dzie  konieczność  wielokrotnego
wyznaczania  wartoś ci  wielomianów  Hermite'a  i  ich  pierwszych  pochodnych.  Obliczenia
te wykonuje  podprogram  =  H ERM IT  =  z rys.  11. Korzystając  z podprogramu  = WIELO-
MIA N  =» oblicza  się   L'(ź ),  [L'(z)]'   oraz  [L'(z,)]',  a  nastę pnie  korzystając  z  wzorów  (2.2)
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wyznaczamy  wartość  wielomianów  Hermite'a  rzę du  zerowego  i  pierwszego  oraz  ich  po-
chodnych. Wynik  obliczeń  zapamię tany  jest  w  pomocniczych  blokach  H  i H'.  Obliczenia
wartoś ci  wielomianów  H ermite'a  i  ich  pochodnych  dla  wszystkich  wę zł ów  elementu  prze-

czytanie  danych  d la  cafej  tarczy

Wczytanie  numerów  wę zfów  kolejnego  elementu

i  utworzenie  bloko'w  x"1,  x2,  £ 1 ,  £ z

Obliczenie  pochodnych  wspótrzą dnych

wę zł ów  elementów w/g  rys. 9

Czy  policzono pochodne dla  wszystkich

elementów?

me tak

Uś rednienie  wartoś ci  pochodnych  dla

wę zł ów  powtarzają cych  się

Rys.  10

Podpragram = WIELOMIAN =  z  rys.  8

Podprogram = WI£LOMIAN =  z  rys.8

= 0(1)m  w

Podprogram = HERMlT=z  rys. 11

k- .- o(<l)1  $

HK[ i,k] :=H[k]  ;  HK'[t,kJ:- H'[ >

I

L:=o(1)n \

rs- fc1;  zr .=i 2 [ i ]

Podprogram = HERMIT=z  rys. 11

|

1

]

Rys.  11 Rys.  12



Podprogram =DOD=  dla  ZK =  HK' [o:m,o- - ij ,  ZE=HE[ o;n,  o : i ]

„ 1  .  _ 7 * 1  •   v ^  7 9
* »h 1   • - * - "  ,   x , t 1 • ml- i.

o(i)m
k: = o(1)n \

ą :=o(D'l

1
Podprograrn=DOD=  dla ZK = HK [o:m, o- .i],  ZE=  HE'[o:n,

ł

- 0

k:
•Dm  ^
= o(i)n
p- .=a(1)1

q:=o(1l-1

Q,[ ',

: = Z1

ł

k,p,a

i

i

i [i

I

l

k

, :  =Z2

,P,a]
j

ł
Podprogram  = D 0 D = :  i

: = o(i)m
k:=o(i)n

q.:=  0(1)1

1: = Z1 + P- x1[ i,k,p,q.]   ;

I

Rys. 13

[368 ]
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prowadza  się  wedł ug  rys.  12.  Wyniki  obliczeń  zapamię tane  są  w  blokach  HK,
HE,  HE^i.  Uprzednio  wyznaczyć  należy  współ rzę dne  wę zł ów  w  ukł adzie  £J,  i2  wedł ug
wzorów  (6.1).  N astę pnym  krokiem  obliczeń  jest  wyznaczenie  pochodnych  wzglę dem  I 1

i  f2  funkcji  transformują cych  (3.3) oraz funkcji  Qikpn  okreś lonych wzorem  (4.4). Obliczenia
te prowadzi  się wedł ug programu z rys.  13. Wystę pują cy  tu podprogram =  D OD =  oblicza
odpowiednie  pochodne  wzglę dem  jednej  ze  zmiennych  I 1  lub  |2 .  W  podprogramie  tym
wykorzystane  są  bloki  X1  i  X2  zawierają ce  uogólnione  współ rzę dne  wę zł ów  elementu.

i :  = o (1)m

A:  =

Q ) X 1

Q ł X Z

[ i,k,
[ i,k,

,k

P,f

P.c

*

I  *   —  [ A ,   v " > '   £*  Y u ^ l  / I, J >  —  \ r\   A ,   f   U  A  j  t   / /   U

,  J  •   '   *   D"   X  ,   fc1   rn "   X ,   t   Z / /   ŁJ

I

Rys.  14

Transformację  funkcji  Q"̂ q  i  g;|'2'
a  na  funkcje  Q%q  oraz  g1'^9  przeprowadza  się  wedł ug

rys.  14  w  oparciu  o  ukł ad  równań  (5.6).  Wystę pują cy  tu  jakobian  przekształ cenia  (6.3)
został  wyliczony  w  kroku  poprzednim

(6.3)  /  =  x% xfti—xfaxfti.

Cał kowanie wzorów  (5.5) przeprowadzamy  numerycznie wedł ug wzoru  kubatur  Gaussa

[2]

(6.4)

gdzie  Fffiqjlrs  są  to  wyraż enia  podcał kowe  wzorów  (5.5),  q>j —  współ czynniki  wzoru
kwadratur  Gaussa,  tj — pierwiastki  wielomianu  Legendre'a,  nazywane  wę zł ami  wzoru
kwadratur  G aussa.  Liczbę  wę zł ów  należy  przyjmować  taką,  aby  bł ąd  cał kowania nume-
rycznego  funkcji  podcał kowej  (5.5), bę dą cej  wielomianem  algebraicznym,  był  równy  zeru.
D la  funkcji  podcał kowej  typu  £ l p £ 2«  liczba  wę zł ów  musi  być  taka,  aby  speł niony  był
warunek

(6.5) p+q  ^  2w—2.

Należy  zwrócić  uwagę,  że  gdy  jakobian  przekształ cenia  7  =  0,  to  funkcje  podcał kowe
wzorów  (5.5)  stają  się  zerem.  Moż emy  dzię ki  temu  pominąć  sumowanie  (6.4)  i  unikamy



u; =  o(1)w

jf: = <S- cp[e]  ;  i  : =  z[ej

Obliczenie  pochodnych  x ^ i , x f ^  , x
„ ikpą  „ ikpą.

3 =  0?

tak

Obliczenie  Funkcji  Q! w/g  rys.14

j _

p- .-  0(1)1

j :  = o(1jm

: =  o(1)n

±s:= o(1)1

^Ą M  *  r^ Q  i  l<  n rj  *  T ' l   < ; = : 0  n\  i  k  o n i

T2:= Q,x1[j, l,r,s]  ;  W2:- Q,xZ[j,l,r,s]

C [ i, 1, i , k, p , q , j, l , r , s]:  = (',*/1-  T2+f  (1- v)- T1- W2)-D

C [i, 2, i, k,p, ą , j, l, r , s] -.  = (vW1- WZ+ |- (1- v)- T1- T2)-3

C [2,1, i, k, p , ą , j, l, r , s]:  = (vT'1- T2+ |- - ('l- v)- VV1- WZ)-a

C [2,Z , i, k,p,q, j, l, r , s]:  = (T1- y/2 + |- (- 1- v)- W1'T2)-D

Rys. 15

[370]



ZASTOSOWANIE  WIELOMIANÓ W  H ERM ITE'A 371

dział ania, w którym  wystę puje  dzielenie przez  zero.  Obliczenie  wartoś ci  powyż szych  całek
przedstawia  program  z  rys.  15.  Oczywiś cie  przed  wykonaniem  tego  programu  należy
wstę pnie  wyzerować  macierz  C'JpmJlrs.  Zatem  ostatecznie  obliczenie  macierzy  sztywnoś ci
elementów  tarczy  przebiegać  bę dzie  według programu  z  rys.  16.

±
Obliczenie  uogólnionych  współ rzę d-

nych wę złowych w/q rys.10

T
Ustalenie  danych dla  kolejnego elementu
i  wykrawanie  macierzy  wspótczynnikdw

sztywnoś ci

Obliczenie  współczynników  macierzy
sztywnoś ci  w/g rys. 15

Wydawnictwa  macierzy sztywnoś ci

Czy policzono macierz  sztywnoś ci
dla  wszystkich  elementów!

tak

IT
STOP

Rys.  16

N a  podstawie  omówionej  powyż ej  sieci  dział ań  opracowano  program  obliczeń  ma-
cierzy  sztywnoś ci  na  elektronowej  maszynie  cyfrowej  ZAM   2- beta.

7. Uwagi koń cowe

O  dokł adnoś ci metody  elementów  skoń czonych  decyduje  mię dzy  innymi  trafne  przy-
ję cie  postaci  funkcji  przedstawiają cej  przemieszczenia  punktów  tarczy.  Zastosowanie
w tych funkcjach,  jak  również w  funkcjach  transformują cych  ukł ad Ox1x2  na ukł ad  O l 1 ! 2 ,
wielomianów  H ermite'a  ma  tę   zaletę,  że  zapewniamy  w  ten  sposób  w  całym  obszarze
tarczy  cią głość  przemieszczeń  oraz  ich  pierwszych  pochodnych  wzglę dem  x1  i  x2.  Dzię kj
temu uzyskujemy  w  cał ym obszarze  tarczy  cią głość odkształ ceń.

Korzystając  z  zaproponowanej  metody  wyznaczania  macierzy  sztywnoś ci  przeprowa-
dzono przykł adowo  obliczenia  przemieszczeń  prostoką tnej  tarczy  obcią ż onej  siłą   styczną
wzdł uż jednego  boku  (rys. 17). Tarczę  podzielono na dwa  elementy zawierają ce  po 4 wę zły
każ dy.  Macierz  sztywnoś ci  dla  każ dego  elementu  obliczono  według  toku  postę powania
opisanego  w p.  6.
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Rozwią zanie  ś cisłe dla omawianej  tarczy, przy  zał oż eniu, że siła P jest rozł oż ona wzdł uż

przekroju  koń cowego  x1  — I wedł ug paraboli, wynosi  [5]:

ul  - 48,0
Eh'

= :0,  ul  =  - 48, 0 - ^ -,

=*«i=* i/ f -  267,0 — .

1=1,0

Rys. 17

I

H  o"

Wartoś ci  przemieszczeń, uzyskane przy wykorzystaniu  omawianej  macierzy  sztywność
wynoszą:

ul  - 52,78 —,  i4 = - 0,127- 4 —5 2 , 7 8 ,̂

= M | =   w2= 300,30 £7z "

Bł ąd wzglę dny  uzyskanych wyników  nie przekracza  13%. Należy przypuszczać,  że przy
zwię kszeniu  liczby  elementów,  na  które  dzieli  się  tarczę,  otrzymane  wyniki  bę dą  jeszcze
bliż sze  rozwią zaniu dokł adnemu.

i
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P  e 3 w  M e

nP H M EH EH HE  nOJIH H OM OB 3P M H TA  RJIX  OnPEUEJTEHELH  MATPHU.ŁI  HCECTKOCTH
3JI EM EH T0B  flllCKA  B   M ETOPE  KOH E^H BIX  3JIEM EH T0B

i x  anemeiiTOB  COCTOHT  B  aaiweHe  c n u o m n oH  cpeflbi  AH C KP C TH OH  MOflentiOj,

eH<fly  coG oii KOHetiH i.ni  ^H C J I OM  y3JiOB.  B  MeTOfle  onpe^ejiH eTCH  «iwaTpim;a

Wj  C nOMOIHHO KOTOpOH M0>KH0 IIpeflCTaBHTb  BHyTpeHHHe o6o6meH He  CHJIbl B  y3JiaX  3UeMeHTa

KaK  jiM ieH H bie  cbyH Kinui  nepeiwem eim fi  y3JiOB.

B  pa6oTe  npeflCTaBJien  MeTOfl  nptiMeHeHHH  noroiHOMOB 3pMH Ta  fljia   onpefleneH Ha  mrpwjfii  H<ecTi<o-

CTH  sjieiweHTa  p,aa<a,  n axo fln m ero cH  B  nnocKOM   HanpH>i<eHHOM   C OC TOH H H H.  I IpeflCTaBjieHa  TaK>Ke  cxema

>i<ecTKOCTH  na  sneKTpoHHOH  BwiiHCJiHTenbHOK

S u m m a ry

APPLICATION OF HERMITE POLYNOMIALS  TO THE DETERMINATION OF THE STIFFNESS
MATRI X  OF  PLATE  ELEMENTS METHOD

The  finite element method is based on replacing the continuum by a discrete model composed of elements
connected in a finite number of  nodes. The method consists  in determining the so- called  «stiffness  matrix»
which  serves  to express  the generalized  internal  forces  in  nodes  of  the element  as  linear  functions  of  the
nodes  displacement.

The  present  paper  applies  Hermite's  polynomials  for  determining  the stiffness  matrix  of  the elemen
subjected  to  plane  stress.  The  flow  diagram  for  preparing  the  computation programme  of  the  stiffnest
matrix by means of  a digital  computer has also been given.
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