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1. Wstęp

Podczas  zderzenia  dwóch  ciał   stałych powstaje  siła wzajemnego  oddział ywania,  zwana
siłą   uderzenia.  Jest  ona  wypadkową   lokalnych  naprę ż eń  normalnych, jakie  powstają   na
powierzchni  styku  ciał.  Obszary  otaczają ce  te powierzchnie  stają   się   ź ródłem  intensywne
fali  naprę ż eń, która  rozprzestrzenia  się   po  całej  obję toś ci  ciał.  Gdy  fala  ta  dotrze  do  po-
wierzchni  granicznych  ulega  wielokrotnym  odbiciom.  Procesom  tym  towarzyszy  dysy-
pacja  energii  i  «rozmywanie»  czoła fali naprę ż eń.

Dlatego w teoretycznym uję ciu  procesu zderzenia wyodrę bniamy  odkształ cenia  lokalne,
które  powstają   w  obszarze  bliskim  miejsca  styku,  oraz  odkształcenia  ogólne,  które  są
zwią zane  z drganiami własnymi ciał   sprę ż ystych.

W klasycznej  teorii uderzenia nie operuje  się  zasadniczo  poję ciem  siły uderzenia, a jedy-
nie jej  impulsem.  Wykorzystując  zasady  zmiennoś ci  oraz  zachowania  pę du, uzupełnione
dodatkowo  hipotezą   odnoś nie  restytucji  impulsu  w  fazie  odcią ż ania,  moż emy  tą   drogą
okreś lić jedynie prę dkoś ci  ciał  po zderzeniu  oraz wartość  impulsu  uderzenia.

Jednakże klasyczna  teoria uderzenia nie daje  ż adnej  informacji  odnoś nie siły uderzenia.
Tymczasem  ta właś nie wielkość z  oczywistych  powodów  stanowi  punkt wyjś cia  we  wszel-
kich  obliczeniach  wytrzymałoś ciowych  elementów,  które  poddane  są   obcią ż eniom  uda-
rowym.

Wprowadzony  przez Newtona do teorii uderzenia współczynnik  restytucji  R(0  Ś :R  <  1)
charakteryzuje  stopień  sprę ż ystoś ci  zderzenia;  gdy  i?  = 0  mówimy,  że uderzenie jest  pla-
styczne, dla R  — 1 — sprę ż yste, zaś przy wartoś ciach  poś rednich wystę puje  uderzenie  sprę-
ż ysto- plastyczne  lub  niesprę ż yste.  Należy  jednak  stwierdzić,  iż  są   to  okreś lenia  tylko
umowne.

Aby  wyjaś nić  tę  kwestię  zauważ ymy,  że zgodnie  z twierdzeniem  Carnota, współczynnik
restytucji  jest  miarą   straty  energii  kinetycznej  (AT)  ciał   biorą cych  udział   w  zderzeniu.
Mianowicie, jeż eli  dwa  ciała  o  masach  m ,̂  in2  zderzają   się   z  prę dkoś cią   wzglę dną   vr  =
=   Vi—v2,  to wówczas

(1.1)  AT=*T- T'  =  ^Q.- R2)mTv
2

r,

gdzie

m.ffl,

m  —  .

ml+m2

T, T' — energia  kinetyczna  ciał  przed  i po  zderzeniu.
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Ale  energia  AT  zostaje  zamieniona w  sposób  nieodwracalny  zarówno  na pracę   lokal-
nych  odkształceń plastycznych  (Lp), jak  i w energię   drgań  sprę ż ystych  (Ed), czyli  energię
odkształceń ogólnych.

W  zależ noś ci  od ukształ towania powierzchni  ciał  w miejscu  zderzenia, jak  i  w zależ-
noś ci  od ogólnej  konfiguracji  ciał   (prę t, belka, płyta, ciało kuliste  itd.), wielkoś ci  Lp  i Ed

mogą   mieć  rozmaity  udział  w ubytku  energii  AT.  Wiadomo  np., że przy  zderzeniu  ciał
0  budowie  zwartej  znikomo  mała  czę ść  energii  zderzenia  zostaje  zwią zana  w  postaci
energii  drgań. W  tym przypadku  wartość  R x  0 bę dzie  ś wiadczyć  o tym, że prawie  cała
energia  AT  została  zamieniona  na  pracę   odkształceń plastycznych,  a  wię c  okreś lenie
«uderzenie plastyczne»  odzwierciedla  tu  faktyczny  stan rzeczy.

Nieco  odmienna sytuacja  wystę puje  przy  kolinearnym  zderzeniu  dwóch  prę tów pro-
stych.  W  tym  przypadku  stosunek  energii  Ed/ AT  może  przyjmować  dowolne  wartoś ci
z przedziału  (0;  1) i  to  samo moż na powiedzieć  o współczynniku  restytucji.  W  szczegól-
noś ci oznacza to, iż może być R  <ś  1 mimo iż ż aden prę t nie doznał  w ogóle odkształceń
plastycznych.

Współczynnik  restytucji,  jako  wielkość  wyznaczona  doś wiadczalnie,  ujmuje  ł ą cznie
obie wspomniane straty. Wyznaczanie  tego współczynnika nie nastrę cza na ogół  trudnoś ci
pomiarowych,  dzię ki  czemu dysponujemy  dziś w  tym zakresie  dość bogatym materiałem
doś wiadczalnym.  Jednakże  wspomniany  brak  klasycznej  teorii  uderzenia, polegają cy  na
niemoż noś ci  obliczenia  siły  uderzenia  sprawia,  iż  znajomość  współczynnika  restytucji
nie  zaspokaja  jeszcze  w  pełni  potrzeb  projektanta  w  przedmiocie  danych  wyjś ciowych,
niezbę dnych  do  obliczeń  wytrzymałoś ciowych.  Bezpoś redni  zaś  pomiar  siły  uderzenia
jest wprawdzie  moż liwy,  jednakże wią że  się  z koniecznoś cią  uż ycia specjalnych  czujników
1 skomplikowanej  aparatury  elektronicznej, a poza tym moż liwy jest do przeprowadzenia
na już  istnieją cym  obiekcie  lub modelu.

Z  tych  wzglę dów  niewą tpliwie  celowa  wydaje  się   próba  powią zania  współczynnika
restytucji  z maksymalną   siłą  uderzenia Pm.  Ustalenie takiego  zwią zku  dałoby projektan-
tom  wygodne  narzę dzie do obliczenia  tak waż nej  wielkoś ci  wyjś ciowej,' jaką  jest  siła  P,„.

Celem niniejszej  pracy jest wyprowadzenie  wzorów  umoż liwiają cych  obliczenie maksy-
malnej  siły uderzenia, gdy znany jest współczynnik restytucji  oraz niektóre inne wielkoś ci
dają ce  się   łatwo zmierzyć, jak  prę dkoś ci  odbicia i  trwałe odkształcenie lokalne.

Wyprowadzimy  także  wzór  na  długotrwałość uderzenia  sprę ż ysto- plastycznego.  Cel
ten  osią gniemy  na drodze elementarnych rozważ ań matematycznych w oparciu o niektóre
wyniki  lokalnej  teorii uderzenia sprę ż ysto- plastycznego  [1, 2].

W  toku  dalszych  rozważ ać  bę dziemy  posługiwać  się  m.in. modelem tzw.  ciała  quasi-
sztywnego. Jest  to  ciało,  które pod  działaniem zewnę trznych  sił  skupionych  doznaje  wy-
ł ą cznie  odkształceń lokalnych. Poza tym  okreś lenie  to nie precyzuje  charakteru  tych od-
kształceń,  które  mogą   być  wyłą cznie  sprę ż yste  lub  sprę ż ysto- plastyczne.  Modelem ciała
quasi- sztywnego  posługiwał  się   Hertz proponując  teorię  zderzenia, w  której  wykorzystał
wyniki  swej  statycznej  teorii  zagadnień  stykowych.  Wiadomo  bowiem,  że  w  quasi- sta-
tycznej,  lokalnej  teorii  uderzenia  (zwanej  dalej  krótko  teorią   Hertza) nie bierze  się  pod
uwagę   odkształceń ogólnych  ciał   biorą cych  udział  w  zderzeniu,  a jedynie  ich odkształ-
cenia  lokalne.  Takie  podejś cie  pozwala  jednak  okreś lić  zarówno  maksymalną   siłę   (Pm),
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jak  i długotrwałość  (T)  uderzenia  sprę ż ystego.  Rzecz w  tym, iż  uderzenie  sprę ż yste  jest
tylko  wyidealizowanym  przypadkiem,  zaś  każ de  zderzenie  ciał   rzeczywistych  jest  nie-
sprę ż yste, w sensie nierównoś ci R < 1.

2.  Charakterystyka  metody postę powania

Przyjmujemy  nastę pują cy  schemat  rozumowania,  które  doprowadzi  do ustawienia
zależ noś ci Pm  = / ( # ).

Całkowita strata energii  kinetycznej  przy zderzeniu dwóch ciał  rzeczywistych  o  dowol-
nej konfiguracji  zwią zana  jest  z pojawieniem,  się   odkształceń plastycznych  oraz  ze wzbu-
dzeniem drgań sprę ż ystych. Zatem

(2.1)  AT  =  LP+Ed.

Weź my  najpierw  pod  uwagę  zderzenie niesprę ż yste  ciał   quasi- sztywnych.  W  tym  wy-
idealizowanym  przypadku  cała  strata  energii  uderzenia  zwią zana  jest  wył ą cznie z pracą
lokalnych odkształceń plastycznych. Jeż eli stopień sprę ż ystoś ci  takiego zderzenia  scharak-
teryzujemy  za  pomocą   współczynnika  restytucji  Rp(0 < Rp < 1),  to  zgodnie z twierdze-
niem Carnota

(2.2)  L
p

Z kolei weź my pod uwagę  drugi przypadek, mianowicie zderzenie ciał  Hooke'a. Strata
energii  kinetycznej  zwią zana  jest wówczas wyłą cznie ze wzbudzeniem  drgań  sprę ż ystych.
Moż na przeto mówić tutaj  o niesprę ż ystym  zderzeniu ciał   idealnie sprę ż ystych. Charakte-
ryzując  stopień sprę ż ystoś ci  takiego zderzenia za pomocą  współczynnika  Rd(0 < Rd < 1)
napiszemy podobnie, jak poprzednio

(2.3)  Ei^- d- RDmrf,

Podstawienie wzorów  (1.1),  (2.2) i  (2.3) do równoś ci  (2.1)  daje

skąd

(2.4)  R*=*

Jeż eli potrafimy współczynniki restytucji Rp  i Rd powią zać z maksymalną   siłą  uderzenia,
to ze wzoru  (2.4) znajdziemy  poszukiwany zwią zek Pm  —f(R).  Zagadnienie to  rozwią ż emy
w nastę pnych paragrafach.  W  tym  celu  musimy  rozpatrzyć  oddzielnie  oba  wspomniane
przypadki, tzn. zderzenie ciał  quasi- sztywnych,  a nastę pnie zderzenie ciał  Hooke'a.

Przedtem jednak  celowe bę dzie przypomnieć niektóre wyniki teorii Hertza.

3.  Sprę ż yste zderzenie ciał   quasi- sztywnych

U podstaw  teorii Hertza leży założ enie, iż przy  zderzeniu ciał  quasi- sztywnych  rozkład
(lecz nie wartoś ć !) naprę ż eń stykowych jest identyczny, jak  przy  statycznym nacisku  wza-
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jemnym  ciał.  Konsekwencją   tego  założ enia jest  przyję cie  zależ noś ci  pomię dzy  siłą   sty-
kową  P(in  i zbliż eniem a w postaci znanego wzoru

(3.1)  Pm  =   kBa
3'2,

który  wyprowadza  się  w oparciu o założ enia statycznej  teorii zagadnień stykowych.  Stała
kH  zależy  od geometrii powierzchni w otoczeniu punktu  (linii ) styku  i od stałych sprę ż y-
stoś ci materiału.

a.

Rys.  1

Wykresem  funkcji  (3.1) jest  krzywa  Oh na  rys.  1. Pole  Ohn pod tą  krzywą   obrazuje
energię   sprę ż ystoś ci  Ui odkształceń lokalnych,  która  równa się  energii  kinetycznej  stra-
conej w pierwszej  fazie uderzenia.
Wykorzystując  ten fakt  oblicza się  maksymalną   siłę  zderzenia

v 3/5

(3.2)

oraz maksymalne zbliż enie

(3.3)  aLH >
/ 5  mrv

2

r

~ \ 4  kH

2/ 5

W  drugiej  fazie  uderzenia  nastę puje  sprę ż yste  odcią ż enie,  a wię c  obowią zuje  nadal
zależ ność  (3.1), zaś krzywa  hO jest zarazem krzywą   odcią ż enia. Jak z tego  wynika  teoria
Hertza  opisuje  zderzenie  sprę ż yste  (R =  1)  ciał   quasi- sztywnych,  jako  że  odkształcenia
ogólne są  tu pomijane.

4.  Niesprę ż yste zderzenie ciał   quasi- sztywnych

W  tym  przypadku  strata  energii  uderzenia  zwią zana  jest  wyłą cznie  z  wystą pieniem
trwałych odkształceń lokalnych,  czyli

(4.1)  LB =
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Proces  uderzenia  ma  nastę pują cy  przebieg.  Począ tkowo  odkształ cenia  są   wył ą cznie
sprę ż yste,  a  wię c  zwią zek  pomię dzy  siłą   stykową   i  zbliż eniem  ma  postać  (3.1).  W  miarę
jak  siła  ta zwię ksza  się ,  wzrasta  wytę ż enie  materiał u, aż przy  wartoś ci  P  =   Pp  osią ga  ono
wartość  graniczną.  G dy  P  >  Pp,  zaczynają  się   rozwijać  lokalne  odkształ cenia plastyczne.

Doś wiadczenia polegają ce  na dynamicznym wgniataniu  kulki  w próbkę   stalową,  a  także
teoretyczne  rozwią zanie  pewnego  pokrewnego  zagadnienia  statycznego  wykazują,  że
istnieje  liniowa  zależ ność pomię dzy  siłą   stykową   a  lokalnym  odkształ ceniem plastycznym.
Wobec  tego  w zakresie  posprę ż ystym  bę dzie

(4.2) a  = s
P—P

dla  P  >  P„

kp  —  stał a.  Obrazem  tej  zależ noś ci  na  rys.  2 jest  odcinek  krzywoliniowy  pm,  który  otrzy-
muje  się   przez  dodanie  do  krzywej  H ertza odcię tych  wykresu  PPQ.  Wykres  ten  obrazuje
zależ ność mię dzy  siłą  stykową   i plastyczną   skł adową   zbliż enia  ciał.

Po  osią gnię ciu  przez  sił ę  stykową   wartoś ci  maksymalnej  (P  =   P,„)  nastę puje  faza  sprę-
ż ystego  odcią ż ania,  podczas  której  siła  maleje  do  zera.  Jednakże  dzię ki  odkształ ceniom
plastycznym  rozwinię tym  w  fazie  obcią ż ania  pozostaje  trwałe zbliż enie  cc =   ak.

m

oc

Rys. 2

N a  skutek  tych  odkształ ceń zmienia  się   także  w  sposób  istotny  geometria  powierzchni
styku,  którą   charakteryzuje  się   za  pomocą   stopnia  szczelnoś ci  przylegania  powierzchn
(por.  [1] p.  19). W  zwią zku  z  tym  proces  zaniku  lokalnych  odkształ ceń sprę ż ystych  w  fa-
zie  odcią ż ania  przebiega  odmiennie, niż  ich  wzrost  w  fazie  obcią ż ania.  Uwzglę dnimy  to
pisząc

(4.3) =   kn(jx—ak)
ą   d la  cefc

gdzie  kn,  q — stałe  dodatnie róż ne  odpowiednio  od  kH  i  3/ 2;
odcią ż ania.

siła  stykowa  w  fazie
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Pole  Opmk  reprezentuje  stratę  energii  kinetycznej  przy  niesprę ż ystym  zderzeniu  ciał
quasi- sztywnych,  a zarazem pracę formowania  odkształ ceń plastycznych. Zatem

(4.4)   LP=J  P( H )(a)^a+J  P(*)da-   f  Pu(u)da.

Podstawiamy  tu  wzory  (3.1), (4.2), (4.3) i cał kujemy. Po przekształ ceniach

(4.5)  Lp  =
1  2  2  1  —'-

p =  £
Skojarzenie  wzorów  (4,1)  i  (4.5)  daje  poszukiwaną  zależ ność  Pm  =f(Rp)  w  postaci

uwikł anej

P2—P2  2  F  2  1  - —1
p  kpmrv?  mrv?l5k]j3  (l+ ?)^Ji*  J

Gdyby  odcią ż anie przebiegało zgodnie z teorią  Hertza, to ze wzoru  (4.5) dla  f  = 3/2,
fc/ z  =  fcff  otrzymalibyś my

r  —  L- fP2— P2"\
p  2/fc

i odpowiednio uproszczony wzór  (4.6).
Jednakże pojawienie  się  lokalnych  odkształ ceń plastycznych  powoduje  wzrost  stopnia

szczelnoś ci  przylegania  powierzchni,  tak  że  wykł adnik  potę gowy  q  ma  wartość  <  3/2
i raczej  staje  się bliski  1. Zagadnieniem tym zajmiemy  się szerzej  w p. 9 i 10.

Tymczasem poś wię cimy  nieco uwagi wielkoś ciom  kpi  Pp.  Stała kp,  zwana  sztywnoś cią
przy  odkształ ceniach  plastycznych,  zależy  od  konfiguracji  powierzchni  styku  oraz  od
plastycznych wł asnoś ci materiał ów. Jeś li np. ciało mają ce kuliś cie  zaokrą gloną  powierzch-
nię (promień zaokrą glenia  wynosi  r) styka  się z ciał em o powierzchni pł askiej, to  wówczas
przyjmuje  się

kp  —  2n,rxp.

Współ czynnik xp  zależy  tylko od twardoś ci Brinella  (HB), przy czym zależ ność tę wyznacza
się doś wiadczalnie.  Jeś li  materiał em obu stykają cych  się ciał  jest stal, to moż na korzystać
ze  wzoru

xp  = 2 •   104+ 0,45(# # )2  dla  80 <  HB <  300.

Siła  Pp  na  granicy  plastycznoś ci  zależy  zarówno  od  konfiguracji  powierzchni  styku,
jak  i  od  mechanicznych wł asnoś ci  materiał u.  Gdy powierzchnie  styku  są  regularnie  za-
krzywione  (kula, walec), moż na tę siłę obliczyć przy pomocy wzorów  Hertza (por. przyk-
ł ad I w p. 10).

Jednakże  w  przypadku  dowolnie,  nieregularnie  uformowanych  powierzchni  styku,
lub  przy  podwyż szonej  temperaturze ciał   (np. podczas  kucia)  okreś lenie  stał ych kp  i  Pp

napotyka  trudnoś ci wynikają ce  bą dź  to  z braku  dokł adnych, teoretycznie uzasadnionych
wzorów,  bą dź  też z  braku  odpowiednich danych pomiarowych.  W  równej  mierze uwagi
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te dotyczą   stał ych kji i q.  Stąd  wynikają   ograniczone moż liwoś ci efektywnego  korzystania
ze wzoru  (4.6).

W  dalszej  czę ś ci pracy  (p. 7 i nastę pne) zaproponowano uproszczoną   metodę  obliczania
maksymalnej  siły  uderzenia, w której  to metodzie  omija  się   wspomniane  trudnoś ci za
pomocą   pomiaru pewnych  ł atwo uchwytnych  wielkoś ci kinematycznych i geometrycznych.

5.  Niesprę ż yste zderzenie ciał  Hooke'a

Niesprę ż ysty  charakter  zderzenia  (w  sensie  nierównoś ci  Rd <  1) wynika w tym  przy-
padku  z faktu,  iż czę ść  energii  zderzenia  zostaje  nieodwracalnie  zuż yta  na  wzbudzenie
drgań  sprę ż ystych  obu  zderzają cych  się   ciał.  Jeż eli  stopień  sprę ż ystoś ci  takiego  zderzenia
scharakteryzujemy  za  pomocą   współ czynnika  i?rf  (0 < Rj < 1),  to  moż na  napisać

(5.1)  Ą - (l- .Rf)- 2Ł

Przebieg  procesu  uderzenia w ukł adzie współ rzę dnych P, a przedstawiony  jest  na  rys. 3.
Krzywa  obcią ż ania  Olm  opisana jest przez  funkcję

Rys. 3

(5.2)  P,= »fc/ <x',
gdzie:  kItp  —  stałe dodatnie.

Z  pomocą   tego  wzoru  wyrazimy  maksymalną   sił ę   uderzenia  P,„  oraz  maksymalne
zbliż enie  am,  przez energię   kinetyczną   mrvfj2.  W  tym celu  należy  scał kować  róż niczkowe
równanie  ruchu  ś rodka  masy  ukł adu z uwzglę dnieniem  warunków  począ tkowych  a(0) —
= ^0,  oe(0) —vr.  Pomijając  ł atwe  rachunki  (które  moż na  znaleźć  n p. w  [1]  p.  20  i  22)
otrzymujemy

(5.3)

(5.4)

Pm  - i

a„, =
m/ i
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Oczywiś cie  wzory  (3.2)  i  (3.3)  są  szczególnym  przypadkiem  wzorów  powyż szych  dla

j- 3/ 2.
Krzywa  odcią ż ania  mllO  koń czy  się  przy  oc = 0  (wg  zał oż enia odkształ ceń plastycz-

nych nie ma), więc równaniem tej krzywej bę dzie

(5.5)  PII=k na",

kii  >  ll —  stałe dodatnie róż ne od kj, p.  Z równoś ci

(5.6)  Ą .- *fr«Ł = fc„<i£
wynika  nastę pują cy  zwią zek  mię dzy  sztywnosciami  lokalnymi  w  obu  fazach  uderzenia

(5.7)  fc,- *„«£- "•

Pole  OlmllO,  ograniczone  krzywymi  obcią ż ania  i  odcią ż ania,  reprezentuje  energię
drgań wzbudzonych uderzeniem. W  takim razie

(5.8)  Ed  =  /   kj a'doc-  f  k

lub po wyeliminowaniu  kn  z pomocą wzoru  (5.7)

f  n  a"da  -

Oczywiś cie  musi być Ed  >  0, skąd  wynika  że p  <  q. Wykorzystując  jeszcze  (5.4) otrzy-
mujemy  nastę pują cy  wzór na energię drgań

Porównując  prawe  strony  wzorów  (5.1)  i  (5.10)  otrzymujemy  waż ny  zwią zek  mię dzy
współ czynnikiem restytucji  oraz parametrami p  i q

( 5. „ )
W  poszukiwaniu  dalszych  równań, wią ż ą cych  niewiadome p,  q, kr  i  kn  przeanalizu-

jemy  ruch  ukł adu  podczas  odcią ż ania. W  tej  fazie  uderzenia, czyli  dla  t ^  TJ  {r1  — dł u-
gotrwał ość pierwszej  fazy) obowią zuje  nastę pują ce  równanie ruchu

(5.12)  !»*$- *««•

oraz warunki  począ tkowe

Po pierwszym  cał kowaniu otrzymujemy  wzór na prę dkość zaniku zbliż enia

!+ £  1 + 1\   1
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Stąd  obliczymy  wzglę dną   prę dkość v'r  odbicia  ciał.  Mianowicie dla t  =  x  (T  =
dł ugotrwał ość uderzenia) jest Pu  — 0 oraz du/ dt  — v'r.  Zatem

[(5.15)

Ponieważ zaś współ czynnik  restytucji  Rd  «  \v'r/ vr\ , przeto

Stąd

(5.17)

Jeż eli wyeliminujemy  w tym wzorze  Rd z pomocą   równoś ci  (5.11)  i wynik  ten  porów-
namy  z prawą   stroną   wzoru  (5.3),  to otrzymamy  nastę pują cy  zwią zek  mię dzy  niewiado-
mymi

(5.18)

6. Długotrwałość uderzenia i jej zwią zek  ze współczynnikiem restytucji

Całkowanie  równania  typu  (5.12), jednakże napisanego  dla  pierwszej  fazy  uderzenia,
prowadzi do nastę pują cego  wzoru na długotrwałość tej  fazy

(6.1)  Tj =   v  r  ry(p),

gdzie

rl
(6.2)  ^

U
3 + p \

r—funkcja  gamma. W przedziale 0 < p  <  2  funkcja  y(p) jest prawie  liniowa  i moż na
ją   aproksymować wzorem

(6.3)  y(p)x  1,150+0,622/7.

Błą d tego przybliż enia nie przekracza  + 1%.
Chcąc  wyznaczyć  długotrwałość xn  drugiej  fazy  uderzenia  skorzystamy  z  równania

(5.14). Całkując je  wzglę dem  t  otrzymujemy  całkowy zwią zek  mię dzy czasem  i  aktualną
wartoś cią   siły uderzenia PH  w fazie odcią ż ania

1 / 2  "1/ 1- i- tf  m  \ 1 / 2  r"
t  %I  \ 2<?  W)  J
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Tcm.

Jeż eli  jako  dolną   granicę   cał kowania przyjmiemy  Pu  — 0,  co  ma  miejsce  w  chwili
koń cowej  uderzenia (t  =* T),  to otrzymamy wzór na  rn

(6.4)  rn  —  x—  %i  —  I

Wzór  ten przekształ camy do postaci

2

I 1/ 2  izŁ

# « J
1/2

2P
* 1  m

a gdy podstawić tu formuły  (5.16) i (6.1) to okazuje  się , że

(6.5)  r„   -

Ten  nowy,  interesują cy  zwią zek  mię dzy  długotrwałoś cią  obu faz  uderzenia niesprę ż ystego
jest  uogólnieniem wcześ niej  wyprowadzonego  wzoru  xn  — Rdr,   (por.  [1] p.  25),  który
jest słuszny w przypadku liniowej charakterystyki podatnoś ci lokalnej  [wówczas p  =* q =s i,
czyli y(p)  ~  y(g)]. Wzór  (6.5) wykorzystamy  w toku dalszych rozważ ań.

Tymczasem  napiszemy jeszcze  wzór na długotrwałość uderzenia niesprę ż ystego

(6.6) T =  T7+  T„  =  fe^

Wystę pują cą   tu wielkość Pm  obliczamy ze wzoru (5.3).

7. Uproszczona teoria niesprę ż ystego zderzenia ciał  elasto- plastycznych

Dotychczas  rozpatrywaliś my  jedynie  wyidealizowane  przypadki  zderzenia  ciał  stałych
pomijając  bą dź  to  drgania  wzbudzone  uderzeniem, bą dź  też  odkształcenia plastyczne.
Odpowiednio  do  tego  proces  uderzenia  przedstawiony  w  płaszczyź nie  miał   przebieg,

am  a
Rys. 4

jak  na  rys.  2  lub  rys.  3. Tymczasem proces niesprę ż ystego  zderzenia  ciał   rzeczywistych,
a wię c  elasto- plastycznych, ma przebieg jak  na  rys. 4. Jest to niejako  «superpozycja»  wy-
kresów  z rys. 2 i 3.



ZALEŻ NOŚĆ  SIŁY  UDERZENIA  OD WSPÓŁCZYNNIKA  RESTYTUCJI   273

Pole Opmk reprezentuje  stratę   energii  kinetycznej, na którą   składa się   zarówno  praca
odkształceń  plastycznych,  jak  i  energia  drgań  sprę ż ystych.  Stopień  sprę ż ystoś ci  takiego
zderzenia charakteryzujemy  za pomocą  współczynnika restytucji  R. Daje się   on stosunko-
wo  łatwo wyznaczyć  za pomocą  pomiaru wzglę dnej  prę dkoś ci  odbicia  ciał, W  literaturze
(np.  [1]  [2])  znajdujemy  wiele  danych  empirycznych  dotyczą cych  współczynnika  resty-
tucji, zarejestrowanych  przy  rozmaitych warunkach uderzenia.

W oparciu  o wzory  wyprowadzone  w poprzednich paragrafach  moż emy  ustalić zwią -
zek  mię dzy  współczynnikiem  R  i  siłą  Pm.  Mianowicie na podstawie  wzorów  (2.4),  (4.6)
i  (5.11) znajdujemy  po przekształceniach

2  i  i

5Wrm  (TR)W  m

i± i1
m  V2kp

Wyraz pierwszy  z prawej  strony  tego wzoru  zwią zany  jest z  energią   drgań  (Ed)  wzbu-
dzonych  uderzeniem, pozostałe wyrazy  okreś lają   wpływ  pracy  odkształceń  plastycznych
(L p)  na  wartość  współczynnika  restytucji.  Udział   tych  składników  w  całkowitej  stracie
energii  kinetycznej  (AT)  układu  jest  rozmaity  w  zależ noś ci  od  dwóch  czynników,  które
bę dziemy  dalej  zwali  krótko  warunkami  uderzenia.  Chodzi tu  o  geometrię   powierzchni
zetknię cia, okreś laną   za  pomocą   stopnia  szczelnoś ci  przylegania  oraz  energię   uderzenia,
rozumianą   jako  energia  kinetyczna  ciał  bezpoś rednio przed zderzeniem.

Tak np., gdy  ciała o budowie zwartej  uderzają   się  powierzchniami płaskimi, przy czym
energia  uderzenia  jest  stosunkowo  niewielka,  to  odkształcenia plastyczne  na  ogół   nie
wystą pią   (Lp  = 0),  a  wtedy  A T — Ed.  Zresztą   w  tym przypadku  energia  drgań  stanowi
w ogóle bardzo małą   czę ść  energii  uderzenia, w zwią zku  z czym  współczynnik  restytucji
osią ga  wartoś ci  bliskie  jednoś ci.  Do wniosku  tego  prowadzą   zarówno  obliczenia  teore-
tyczne  [4],  jak  i  bezpoś rednie  pomiary  wykonane  przy  zderzaniu  dwóch  kul  z umiarko-
wanymi prę dkoś ciami [5].

Natomiast  gdy  dwa  prę ty  proste  zderzają   się   współosiowo  płaskimi powierzchniami
czołowymi, przy  czym również nie ma odkształceń plastycznych,  to jednak  energia  drgań
podłuż nych  może zaabsorbować  dowolnie  dużą   czę ść  energii  uderzenia,  wskutek  czego
współczynnik restytucji  przyjmie  dowolną  wartość z przedziału (0; 1).

Odmienna  sytuacja  wystę puje  przy  kuciu  metali. Tutaj  dominują ca  czę ść  energii  ude-
rzenia zostaje  zuż yta na pracę  plastycznego  formowania  odkuwki  (AT  x  Lp), choć pewna
jej  czę ść przekształca się  również w energię  drgań kowadła, szaboty  i fundamentu.

Jak wspomniano poprzednio praktyczne wykorzystanie  ską dinąd  prostego  wzoru  (7.1)
jest utrudnione z uwagi na trudność okreś lenia parametrów kp,  Pp,  ku  i q. Z tego powodu
w dalszym cią gu  artykułu podamy pewną  uproszczoną  metodę  opisu zderzenia ciał  elasto-
plastycznych,  które  doprowadzi  do  wykrycia  prostych  zależ noś ci  mię dzy  współczynni-
kiem  restytucji  i  parametrami charakteryzują cymi  proces  uderzenia,  co  w  konsekwencji
umoż liwi nam obliczenie maksymalnej  siły zderzenia.

Weź my  najpierw  pod  uwagę   pierwszą   fazę   uderzenia,  czyli  obcią ż anie.  Zaniedbując
szczegóły  przejś cia  od  stanu  sprę ż ystego  do  sprę ż ysto- plastycznego  przyjmiemy,  iż  w  tej
fazie  obowią zuje  zależ ność  (5.2), czyli

(7.2)  px  ^kTvP  dla  0 <  a <  am.

4  Mechanika Teoretyczna
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Tym  samym wzory  (5.3) i  (5.4) zachowują   waż noś ć.
Co  się   tyczy  fazy  drugiej,  w której  nastę puje  sprę ż yste  odcią ż enie, to  siła  stykowa ma-

leje  tu  wraz  ze  sprę ż ystą   składową   zbliż enia  od  wartoś ci  maksymalnej  do  zera  według
równania

(7.3)  Pn  w kn(x- ock)"  dla  ak  <  a <  am,

albowiem zbliż enie sprę ż yste  stanowi róż nicę  zbliż enia całkowitego (a) i plastycznego  (a,k).
A  zatem  w  proponowanym  tu  uję ciu  przybliż onym  wykres  przebiegu  uderzenia  na

Pi

Pm

yvv \  /

#

n

<x
Rys. 5

płaszczyź nie  układu  P,  a.  aproksymujemy  dwoma  łukami  krzywych,  jak  na  rys.  5. Strata
energii uderzenia wynosi

m

(7.4)  AT = kr  J *'

Po wyeliminowaniu  kn  z pomocą  równoś ci

(7.5)  P,„  =  kj ag  =  kt j («„ , -  akf

otrzymujemy

Arr_kl<*m+P  I  Q- P  ,  «

Podstawienie do  tej formuły wzorów  (1.1) i  (5.4) prowadzi do nastę pują cej  zależ noś ci

1- i?2  =
l + g \ l + / >  «

która  jest  uogólnieniem  wzoru  (5.11) na  przypadek  zderzenia wywołują cego  odkształce-
nia plastyczne. Stąd  wynika

(7.6)
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Obrazem  tej  zależ noś ci  są   krzywe  na  rys.  6,  gdzie  linie  cią głe  odnoszą   się   do  q  —  1,  zaś
przerywane  do  q  =  3/2  (te  ostatnie pokrywają   się   z  liniami  cią gł ymi  w  przedziale  [0,1]).
Liczby  nad  liniami  oznaczają   wartość  stosunku  zbliż enia  trwał ego  do  maksymalnego
(«*/ O-   Wykres  na  rys.  6 jest pomocny przy  wyznaczaniu  niewiadomej  p  lub  q.

W  dalszym  cią gu  ze  wzoru  (7.6)  obliczamy  «,„   i  porównujemy  z  prawą   stroną   rów-
noś ci  (5.4).  Po  wykonaniu  ł atwych  przekształ ceń  otrzymujemy  wzór  na  współ czynnik

R
1,0

0,8

0,6

0,4

o,z

-  o ^
- —~ą Ś5

Otk
am

I   .1  I  I

.  "

. —  •   '

i i i i

20— -

- 4 -1
-   q=3/2

i i i i
0,5  - 1,0

Rys. 6

sztywnoś ci  w fazie  obcią ż ania

Wreszcie  podstawienie  (7.7) do wzoru  (5.3) daje po przekształ ceniach

(7.8) l+p- (l+q)R2  mrv?

Ta  stosunkowo  prosta  formuła  umoż liwia  obliczenie  maksymalnej  siły  uderzenia  sprę-
ż ysto- plastycznego,  gdy  znane są :  współ czynnik restytucji,  stałe/? i  q,  trwałe zbliż enie  oraz
energia uderzenia.

W  dalszym  cią gu  moż na  analizować  fazę   odcią ż enia biorą c  za punkt wyjś cia  równanie
róż niczkowe  (5.12), w  którym jedynie  zamiast  a trzeba podstawić  (a—ak) .  Ale cał kowanie
tego  równania prowadzi  do wzorów  (5.16) i  (5.17), które w  takim  razie są   sł uszne  również
w przypadku  zderzenia  sprę ż ysto- plastycznego.  To  samo  moż na powiedzieć  o  wzorach  na
dł ugotrwał ość uderzenia; w  szczególnoś ci  bę dziemy  dalej  korzystać  ze wzoru  (6.5).

Tym ntemniej  ilość wyprowadzonych  dotychczas  równań okazuje  się  jeszcze  niewystar-
czają ca  do  okreś lenia  wszystkich  niewiadomych,  w  szczególnoś ci  wykł adników  potę go-
wych p  i  q.

4*
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8. Aproksymacja czasowego przebiegu siły stykowej i równanie zasady pę du

W  dą ż eniu  do  wyprowadzenia  nowych,  niezależ nych  zwią zków  pomię dzy p,  q, k:  i  ku

zanalizujemy  proces  uderzenia  w  aspekcie  czasowego  przebiegu  siły  stykowej  P(t).  Roz-
waż ania  ograniczymy  do przypadku,  kiedy  funkcja  P(t)  posiada jedno maksimum w prze-
dziale  [0, r]  (rys.  7).  Pola  zakreskowane  pod  krzywymi  Pj(t)  i  Pn(t)  obrazują   impulsy
odpowiednio pierwszej  i drugiej  fazy  uderzenia.

Rys. 7

Analiza  wykresów  tego  typu, uzyskanych  przy  zderzaniu ciał  z  rozmaitych metali i sto-
pów,  nasunę ła autorom pracy  [2] myśl  aproksymowania  tej  zależ noś ci  za pomocą   funkcji

7lt
• Pm\sinj~

dla 0 <  t  <  T 7 ,

gdzie p  jest  tą   samą   stał ą, która  wystę puje  we  wzorze  (7.2). W  oparciu  o  tę   zależ ność mo-

ż emy  okreś lić  impuls  pierwszej  fazy  uderzenia

Wprowadzamy  nową   zmienną   cał kowania  jtt\2xi  ~x  oraz  stałą   b  ~ 2(10—nV

9
tego 10— p

• 26+1  oraz

nli

j  = z- ł - PmZl f si

Ponieważ

.- r/2h
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przeto  ostatecznie piszemy

(8.1)  Sj  =:~PmrMp).

Wiadomo  ([1] p. 24), że przy  liniowej  charakterystyce podatnoś ci lokalnej  (tzn. A\ap =* 1)
wystę puje  sinusoidalny  impuls  uderzenia,  który  ma wartość  Q.ln)Pmx,.  M noż n ik  <t(j>)
we  wzorze  (8.1) stanowi  przeto  «poprawkę»  uwzglę dniają cą   nieliniowość  zagadnienia;
oczywiś cie  a(l) =  1.

Funkcja  a(p), podobnie jak y(p), jest prawie  liniowa, mianowicie

(8.2)  a(p) «  1,03- 0,03/)  dla 0 <p  < 2.

W  dalszym  cią gu,  podobnie jak przy  wyprowadzaniu  wzoru  (8.1), postę pujemy  w  od-
niesieniu do fazy  odcią ż ania.  Przyjmując

PII  W -   i*-  (cos —i- J  dla 0 < t <  rn

otrzymujemy  wzór na impuls drugiej  fazy

(8.3)  Su=~PmTn0(q).

Dysponując wzorami na Sj i Sn  moż emy obliczyć cał kowity impuls uderzenia 5"  =St- {- Sjr,
który  niezależ nie od tego, równa  się  m i(»i - v[ )  lub m2(v'2—v2),  zgodnie z zasadą   zmien-
noś ci pę du; tutaj v[, v'2 oznaczają   prę dkoś ci  ciał  bezpoś rednio po uderzeniu.

Tak wię c otrzymujemy  równanie

2
(8.4)  —Pm[rMp)+?iMq)]   - m1(vl—v'1)  =m2(v'2- v2)

lub po wykorzystaniu  (6.1),  (6.5) i po przekształ ceniach

(8.5)  mrvr[(p(p)- \ - R(p(q)]  ^m^j,—vi)  ^m2(v'2—v2),

gdzie

<p(x)  =—=y(x)a(x).

Gdy  zastosujemy  tu aproksymacje  (6.3) i  (8.2) oraz  pominiemy  mały  wyraz  zawierają cy
x2

t  to otrzymamy wyraż enie  liniowe

(8.6)  <p(x)  fu  0,668H- 0,332x.

Wzór  (8.5) jest nowym, niezależ nym od (5.11) lub (7.6), zwią zkiem  mię dzy parametra-
mi p i q. Należy jednak pamię tać o tym, że zakres jego waż noś ci jest ograniczony do klasy
funkcji  P(t) posiadają cych  jedno maksimum w przedziale  [0,  %].

9. Uwagi koń cowe

Zastanówmy się  pokrótce nad kwestią   rozwią zalnoś ci zagadnienia polegają cego  na wy-
znaczeniu  maksymalnej  siły uderzenia. Wyprowadziliś my  bowiem  dla tej wielkoś ci  cztery
wzory,  mianowicie  (5.3),  (5.17),  (7.1) i  (7.8), wobec  czego  powstaje  pytanie,  który  z nich
zastosować w konkretnym przypadku?
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Sposób  postę powania  zależy  w  pewnej  mierze  od  warunków  uderzenia  oraz  od  tego,
jakimi  danymi  dysponujemy.  W  każ dym  przypadku  muszą   być  znane  masy  i  prę dkoś ci
ciał  przed i po zderzeniu  (a tym samym i współ czynnik restytucji)  oraz geometria powierzch-
ni  styku.  Najogólniejszy  spoś ród  wymienionych  jest  niewą tpliwie  wzór  (7.1),  ponieważ
moż na  go  stosować  zarówno  wówczas,  gdy  wystę pują   odkształ cenia plastyczne, jak  i przy
ich  braku.  Jednak wspomniane już  trudnoś ci w  okreś leniu  niektórych  parametrów zmniej-
szają   nieco przydatność  tego  wzoru.

G dy warunki uderzenia są   tego  rodzaju, że odkształ cenia trwałe nie wystą pią, to obowią-
zują   wzory  (5.3) i  (5.17), przy  czym  pierwszy  wymaga  uprzedniego  okreś lenia parametrów
k}  i p,  drugi  —  ku  i q. W  tym wzglę dzie mamy do dyspozycji  wzory  (5.11) i  (5.18)  i  ewen-
tualn ie  (8.5). Poza  tym  gdy  wykł adnik  potę gowy  q  okaże  się   bliski  3/2,  to współczynnik
sztywnoś ci  kir  moż na w  przybliż eniu  obliczyć  z odpowiedniego  wzoru Hertza.

Wreszcie  gdy  warunki  uderzenia  sprzyjają   wystą pieniu  odkształ ceń plastycznych,  to
zadowalając  się   teorią   przybliż oną   moż na  również  korzystać  ze  wzorów  (5.11)  i  (5.18).
N atomiast  gdy  znamy  wartość  trwałego  zbliż enia  a ,̂  to moż na  skorzystać  ze  wzoru  (7.8)
i  wówczas  odpada  konieczność  obliczania  sztywnoś ci  kj  lub  kn.  Poza  tym  wyniki  po-
miarów  przeprowadzonych  przy  kuciu  metali  sugerują,  że  w  przypadku  silnie  rozwinię -
tych  odkształ ceń  plastycznych  moż na  przyjmować  q  =   1,  lub  wartość  nieco  mniejszą.

10. Przykłady obliczeń

D la  ilustracji  toku  postę powania  i  sposobu  wykorzystania  wyprowadzonych  wzorów
rozpatrzymy  szczegół owo  dwa  przypadki  uderzenia,  róż nią ce  się   mię dzy  sobą   skrajnie
warunkami  zderzenia.  Mianowicie  obliczymy  najpierw  graniczną   prę dkość  kolinearnego
zderzenia  dwóch prę tów prostych, przy  której  pojawią   się  pierwsze  odkształ cenia plastycz-
ne,  a  w  przykł adzie  drugim  wyznaczymy  maksymalną   wartość  siły  kucia  pewnego  ele-
mentu  stalowego  i nastę pnie porównamy ją   z danymi pomiarowymi.

Przykład  pierwszy.  D wa  prę ty  proste,  stalowe  o  przekroju  koł owym  i  jednakowych
ś rednicach  doprowadzamy  do  zderzenia  kolinearnego.  Uderzają cy  koniec  jednego  prę ta

kys.  8

zaokrą glony  jest  pół kuliś cie  (promieniem rL  — 5 cm), zaś  koniec drugiego  ma  wydrą ż enie
pół kuliste  o  promieniu  r2  —10  cm  (rys.  8).  Masa  pierwszego  prę ta  m1  —0,3  kg,  zaś
drugiego  m2  = 3  mx.  Masa  zredukowana  mr  =  m1m2/ (m1+m2)  — 0,225  kg.  Należy
obliczyć  graniczną   prę dkość  zderzenia  (vp),  po  przekroczeniu  której  w  prę tach  pojawią
się   lokalne  odkształ cenia plastyczne.
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Bę dziemy  korzystać  ze wzorów  p. 5, albowiem  przedmiotem rozważ ań jest  zasadniczo
zderzenie nie powodują ce  odkształ ceń plastycznych  (Lp  ~  0).

Przechodząc do wyznaczenia współ czynnika restytucji  skorzystamy  w tym przedmiocie
z wyników badań  [6], przeprowadzonych w warunkach uderzenia analogicznych  do tych,
jakie  sformuł owaliś my  w  temacie.  Otóż  okazało  się,  że  zależ ność  Ji  od  stosunku  mas
m2[ml  są  M jest w  tym przypadku  prawie  liniowa  i niezależ na od prę dkoś ci  zderzenia1'.

Autorzy pracy  [6] proponują wzór R = 0,905—0,040M,  który dla M  — 3 daje  R  = 0,78.
Oprócz tego w czasie badań mierzono współ czynnik przekazywania  energii

który  jest  stosunkiem  energii  kinetycznej  ciała  uderzonego  (spoczywają cego  przed ude-
rzeniem  nieruchomo) do  energii  kinetycznej  ciała  uderzają cego.  Dla  M  =  3 zmierzono
s  =s 0,60, zatem

i- Vi - v '̂ ^
Ze wzoru  definicyjnego  dla współ czynnika  restytucji

R _  v'f  _v'2- v[

wynika

—  = — — R  = 0,447- 0,780  »- 0, 333.

Z kolei obliczamy stałe p  i q.

Przypuś ć my,  że  przebieg  czasowy  siły  uderzenia  upoważ nia  do  stosowania  wzoru

(8.5)

który  dla v2  =  0 oraz po uwzglę dnieniu  (8.6) przyjmuje  postać

Jf  [(0)668+ 0,332p)+ i?(0,668+ 0,332c)]  = » l - y-

Stąd wynika  równanie

(10.1)  £+ 0,780^= 1,718.

Drugie równanie otrzymamy z przekształ cenia wzoru  (5.11)

p- R2"  =R2- 1
lub

(10.2)  £- O,6O8g= ^- 0,392.

Rozwią zanie ukł adu równań  (10.1) i  (10.2) daje

£ = r 0,417,  g =   1,330.

1:1 Ten ostatni wniosek  jest tylko potwierdzeniem wyników rozważ ań  teoretycznych  (por. np.  [1] p. 30).
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Jak widać wykładnik potę gowy  we wzorze Pn  — fcJza« ma wartość bliską  3/2, dzię ki czemu
współczynnik  sztywnoś ci  ku  moż emy  w  przybliż eniu  obliczyć  za  pomocą   zmodyfikowa-
nej  formuły  Hertza. W  przypadku  zetknię cia  kuli  z  wydrą ż eniem  kulistym  przy jednako-
wych  stał ych sprę ż ystoś ci  E, v oraz dla q  =   3/2  wspomniany wzór Hertza ma postać

2E
L  = 3(1 - r2)  \ r2- r,

W  naszym  przypadku  dla  uzyskania  zgodnoś ci  wymiarów  zamiast  wykładnika potę-

gowego  1/2  —2—3/ 2  przyjmiemy  2—  q ~  0,67. Zatem

i  0,67

=  6,86- 106  kG c m - 1 ' 3 3,

gdzie przyję to  E  = 2 •   106 kG / cm2, v  «=* 0,3.
W  dalszym  cią gu  korzystamy  z  niektórych  wzorów  teorii  zagadnień  kontaktowych.

Teoria  ta  prowadzi  do  wniosku,  że najwię ksze  ciś nienie powstają ce  w  ś rodku  koła  styku
równa  się

[ /   \2~\

Ale  najwię ksze  wytę ż enie  materiału  na  powierzchni  styku  okreś lone  jest  przez  naprę ż e-
nie  redukowane  ar  «  O,22amax.  Wobec  tego  siłę  uderzenia  Pm  — Pp,  wywołują cą   grani-
czne  wytę ż enie  materiału prę tów  na powierzchni styku  obliczymy  z  warunku  0,22tTmax  =
=   0P  (ap  — dynamiczna granica plastycznoś ci), czyli

Pp r ™/   \ r2- rx  E

N p.  dla  stali  o  zawartoś ci  0,24%  C,  odpuszczonej  w  temperaturze  900°C  przyjmując
< T P = 7 , 3 - 1 03  kG / cm2  otrzymujemy  i >

J, = 15 800  kG.  Ostatecznie  z  przekształconego
wzoru  (5.17) znajdujemy  graniczną  prę dkość zderzenia prę tów

=   10,1 m/s.

Jednakże  pierwsze  odkształ cenia plastyczne  pojawiają   się   nie na powierzchni  styku,  lecz
nieco gł ę biej  (w  tzw. punktach Bielajewa)  i to już przy prę dkoś ci  około  12 razy  mniejszej.

D la  porównania zauważ my  jeszcze, że zgodnie z teorią   de Saint- Venanta w przypadku
zderzenia  stalowych  prę tów  idealnie płaskimi  i  równoległymi powierzchniami czołowymi
prę dkość  graniczna wynosiłaby  apl\ / QE  =  18,3 m/s  (Q —  gę stoś ć ).

Przykład  drugi. Obliczymy  maksymalną   wartość  siły  kucia  elementu  stalowego  i po-
równamy wynik  z danymi pomiarowymi. Znajomość tej siły jest niezbę dna w obliczeniach
wytrzymałoś ciowych  najbardziej  obcią ż onych elementów młota  kuź niczego.

Podczas  badań,  których  wyniki  opublikowano  w  pracy  [7],  rejestrowane  były  m.in.
przebiegi czasowe siły kucia. Jeden z typowych oscylogramów  przedstawiony jest na rys. 9a.

Ponieważ  okres  drgań  własnych  uderzają cych  czę ś ci  młota  w  rozważ anym  przypadku
był   wielokrotnie  wię kszy  od  długotrwałoś ci uderzenia, przeto krzywa  P(t) jest proporcjo-
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nalna  do  krzywej  przyspieszeń  bijaka  («baby»).  Wobec  tego  całkowanie  krzywej  P(t)
daje  wykres  prę dkoś ci  v^it)  bijaka  (rys.  9b).  Jeś li  od  rzę dnych  tej  krzywej  odejmiemy
rzę dne  wykresu  prę dkoś ci  szaboty  v2(t),  to  otrzymamy  krzywą   prę dkoś ci  odkształcenia
odkuwki  (linia przerywana). Całkując nastę pnie krzywą  vl(t)—v2(t)  otrzymujemy  przebieg
czasowy  skrócenia  a(t) próbki  (krzywa  c). Na wykresie tym widoczne jest  zarówno  naj-
wię ksze zbliż enie  bijaka  i szaboty  (am), jak  i  trwałe skrócenie  (a4) próbki, czyli przekucie.

- to

a
d   20 r

5

'

/

1  cl

o  s  io  <5 Zbliż enie <x [mm]

Rys. 9

Wreszcie  kojarząc wykresy P(t)  i  a(t) otrzymujemy  wykres zależ noś ci P(a) (krzywa  d).
Z  wykresu  tego  widać  wyraź nie  fazę   plastycznego  płynię cia  podczas  obcią ż ania,  przy
koń cu którego wystę puje  nieznaczne wzmocnienie, tzn. wzrostowi  odkształceń  towarzyszy
wzrost  siły uderzenia. Natomiast w  fazie  odcią ż ania widać prawie  liniowy  charakter za-
leż noś ci .P(a), co upoważ nia do przyję cia  w obliczeniach q  =  1.

Do  badań uż yto  gorą cej  próbki  ze  stali  45, uformowanej  w  postaci walca  o  ś rednicy
50 mm, wysokoś ci  86 mm. Uderzenie nastę powało w kierunku  poosiowym.  Cię ż ar  bijaka
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mig  s  450  kG. Przy  prę dkoś ci  uderzenia  z\  =  4,7  m/s  zmierzono  bezpoś rednio  lub  od-
czytano  z  wykresów:  trwałe  skrócenie  próbki  ak  — 13  mm,  prę dkość  odskoku  bijaka
v'x  ==  — 1,2  m/ s,  współczynnik  restytucji  (rys.  9b)

A  «i  CU  4,7

Ponieważ  w  uż ytym  do  badań  cię ż kim  młocie  kuź niczym  masa  szaboty  wraz  z  kowa-
dł em  jest  wielokrotnie  wię ksza  od  masy  bijaka,  przeto  moż na  przyją ć  mi/ m2  «  0,  czyli
mr  «  / ł ij . Wobec  tego  energia  uderzenia

mrv?/ 2  «  WiOj/ 2  =  5,06  •   104 kG cm.

Aby  wyznaczyć  niewiadomą /)  posł uż ymy się   równaniem  (8.5)2).
D la  mr  = ; « !,  v2  —0,  q  —  I, cp(q) =» ] ,  równanie  to przyjmuje  postać

skąd

cj(p)  =  i _ i ? _w ; / W l  = 1 - 0 , 45 + 1,2/4,7 = 0, 805.

Z  drugiej  strony  na podstawie  (8.6)  ę (p)  =  0,668+ 0,332/ ?. Zatem

Znają c  j?,  r̂,  i?,  afc  oraz  energię   uderzenia  moż emy  ostatecznie  obliczyć  maksymalną   siłę
kucia  przy  pomocy  wzoru  (7.8)

Pm  =  1.412-2 •  0,452

  1 5 f i 6 . 1 0 4  =  3 ) 9 .  1 Q 4  k G

Jest  to  wartość  dostatecznie  zgodna  z  zarejestrowaną   na  oscylogramie  (por.  rys.  9a).
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P  e  3 io  M  e

3ABHCHMOCTŁ  MAKCHMAJIBHOf t  CHJILI   YflAP A  OT  K030<X>HLI,HEHTA

BOCCTAHOBJIEHHH

OnpeflejieHHe  MaKCHAia^BHofi  BCJIH ^H HW KOinaKTHoro ycmiKH n pn CTOJiiaioBeHini  BO3.IIO>KHO B o6meM

cnynae  JIHUIL onbiTHHH nyTeivi; npii  STOM Heo6xofl;HMo  iiiweeTb flocTaTo^HO CJIO>KHBIH flaT^HK I I   annapaTypy,

perHCTpi- ipyiomyio  3aBHcHM0CTB  H3MepjieMoro  ycaraw  OT BpeMemi.

B  npeflJiaraeMoii  CTaTte, Ha ocHcme TeopeTimecKoro  anajin3a  npoiiecca  ynpyro- njiacTiniecKoro  yflapa,

DbiBeaeiiBi  aare6paul iecKiie  3aBHcnMocTii MaKciunam>Hofi  C IM BI  yflapa  OT  BC JIH ^H H, jierno  noflflaioinHxcji

H3MepeHKio B xofle  nponccca, Tai<HX Kaic:  CKOPOCTŁ  OTCKOIO  Teji,  KosebcpimneHT  BoccTaiioBJiennn  u  ocTa-

c6jin>i<eHHe.  CnocoS  McnojiŁ3OBannH  BbiBe^,eiiHŁix  tbopMyn

npiiMepaMH.

S um  m  a r  y

DEPENDENCE  OF  THE  MAXIMU M   IMPACT  FORCE  ON  THE  RESTITUTION  COEFFICIENT

The  determination  of  the  maximum  contact  force  during  an  inelastic  impact  can  be  done  only  exper-

imentally and  a complicated  gauge as  well as  a  device registering the  variation  of  the  force  in  time  is  need-

ed.  The  theoretical  analysis presented  in  this paper  leads  to  algebraic  relations  between  the  impact  force

and  the  magnitudes  which  can  easily  be  measured  during  the  impact,  such  as  the  after- impact  velocity,

the  restitution coefficient  and  the  impact  duration.  The  application  of  the  derived formulae  is  shown  on

two  numerical examples.
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