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1. Uwagi  wstę pne

Problemowi  sprę ż ystego  skrę cania  prę tów  o  zmiennej  ś rednicy  poś wię cono  bardzo
wiele  prac.  Rozwią zanie  problemu sprowadza  się   do znalezienia dwu  składowych stanu
naprę ż enia  rOr  i  rOz,  jeż eli  problem  rozwią zywany  jest  w  układzie  walcowym  (r, 6, z).
Rozwią zano  szereg  przypadków  sprę ż ystego  skrę cania  takich  prę tów,  głównie  metodą
odwrotną   oraz  metodami  przybliż onymi.  Podstawowymi  pracami  w  tej  dziedzinie  są
prace  MICHELLA  [4],  FÓPPLA  [2],  NEUBERA  [5].

Znalezieniem rozkładu naprę ż eń w strefie  plastycznej  przy  sprę ż ysto- plastycznym  skrę-
caniu  takich  prę tów  wykonanych  z  materiałów  sprę ż yś cie  i  plastycznie  jednorodnych
zajmował   się   głównie  SOKOLOWSKI   [6],  [8], który  rozwią zał   szereg  przypadków,  jednak
w postaci dość  trudnej  do  bezpoś redniego  zastosowania  (np. do  rozwią zywania  zadania
o  sprę ż ysto- plastycznym  skrę caniu), ponieważ autor znalazł  uwikłane równanie charakte-
rystyk.

Problemem rozkłada naprę ż eń w strefie  plastycznej  przy  skrę caniu prę tów plastycznie
niejednorodnych  dotychczas  nie  zajmowano  się .

Bardzo trudne do  rozwią zania jest zadanie o sprę ż ysto- plastycznym  skrę caniu prę tów
o  zmiennej  ś rednicy  i  dowolnym  kształcie  powierzchni  bocznej.  Istotna  trudność  tego
zadania  polega  na  tym,  że  jednocześ nie  szukamy  rozwią zania  w  strefie  sprę ż ystej  oraz
granicy  mię dzy  strefą   sprę ż ystą   i  plastyczną.  Wobec  tego  dla  znalezienia  rozwią zania
w zakresie  sprę ż ystym  nie znamy  bezpoś rednio granicy  tej  strefy  (co za  tym  idzie  i  wa-
runków brzegowych).  Jakkolwiek  w tej  dziedzinie rozwią zano szereg p rzypadków  (EDDY,

SHAW  [1]), to  do rozwią zania  wykorzystano  metody przybliż one  (wykreś lno- analityczne,
energetyczne),  których  zastosowanie  jest  bardzo  ucią ż liwe.  W  rozpatrywanych  przez
powyż szych  autorów  przykładach przyję to,  że  prę ty  wykonane  są   z materiałów jedno-
rodnych.

W  obecnej  pracy  zaję to  się   głównie  rozwią zaniem  problemu  plastycznego  skrę cania
prę tów  o  zmiennej  ś rednicy,  wykonanych  z  materiałów  o  dowolnej  niejednorodnoś ci
plastycznej  (zależ nej  od  zmiennych  r, z  w  układzie walcowym  r, 0, z). Stwierdzono mia-
nowicie  analogię  matematyczną, jaka  zachodzi pomię dzy  tym  problemem a problemem
plastycznego  skrę cania  prę tów  pryzmatycznych  wykonanych  z  materiałów  o  dowolnej
niejednorodnoś ci  poprzecznej, który  to  problem  był  rozpatrywany  w pracy  GALOSA  [3].
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Jeż eli mianowicie do rozważ ań wprowadzimy  funkcję  naprę ż eń 0  speł niają cą  toż samoś cio-
we  warunki  równowagi,  to  rozwią zanie  obydwu  problemów  moż na sprowadzić  do iden-
tycznego  równania

(1.1)  |grad0| =   k(xu  x2) ,

gdzie  przez  xt,  x2  oznaczono w  sposób  ogólny  zmienne w przekroju  poprzecznym nie-
jednorodnego prę ta pryzmatycznego  o dowolnym przekroju  lub  w przekroju  podł uż nym
prę ta  o zmiennej  ś rednicy. Podobnie, jak  w pracy  [3], zaję to  się szczegół owo  okreś leniem
lini i najwię kszego  spadku funkcji  naprę ż eń (tak w dalszym cią gu nazywać  bę dziemy  rzuty
tych linii na pł aszczyznę  r, z  przekroju  prę ta).  Warto  podkreś lić,  że  linie  najwię kszego
spadku  funkcji  naprę ż eń  są  identyczne  z  charakterystykami  problemu,  a  zarazem
z  liniami poś lizgu. Na podstawie znalezionych  linii  najwię kszego  spadku  moż na  okreś lić
samą  funkcję  naprę ż eń  0,  a  nastę pnie  rozkł ad naprę ż eń.

W  pracy  podano  również  metodę projektowania  prę tów  rurowych,  które  wykazują
cał kowite  uplastycznienie  oraz  metodę  odwrotną  rozwią zywania  problemu  sprę ż ysto-
plastycznego  skrę cania  prę tów  o  zmiennej  ś rednicy,  która  to  metoda jest  podobna  do
zastosowanej  przez  SOKOLOWSKIEGO  [7]   przy  rozwią zywaniu  zagadnienia  sprę ż ysto-
plastycznego  skrę cania  prę tów  pryzmatycznych.

W  niniejszej  pracy  zaję to  się  również  okreś leniem  deformacji strefy plastycznej  skrę-
canego  prę ta  oraz przedstawiono  szereg przykł adów  ilustrują cych  metody przedstawione
w pracy.

2.  Podstawowe  równania  problemu

Problem znalezienia rozkł adu naprę ż eń w strefie  plastycznej  skrę canego prę ta o zmien-
nej  ś rednicy jest problemem wewnę trznie  statycznie wyznaczalnym,  zatem rozkł ad naprę-
ż eń nie jest zależ ny  od tego, czy przyjmiemy  do rozwią zywania  teorię mał ych odkształ ceń
sprę ż ysto- plastycznych,  czy  też  teorię pł ynię cia plastycznego.

Jeż eli  oś  z  jest  osią  prę ta  (rys.  1),  to  róż ne od  zera  skł adowe  stanu  naprę ż enia  xir.
i  T82. są  okreś lone  równaniem  równowagi  wewnę trznej

(2.1)  l ^  +  i g l +  ^ ^ 0

oraz  warunkiem  plastycznoś ci

(2- 2)  T0

2

z+Tfl

2, =   k\ r,  z),

(gdzie  k(j;  z)  jest  granicą  plastycznoś ci  na  ś cinanie  bę dą cą  pewną  funkcją  zmiennych
/•   i  z),  przy  odpowiednim  warunku  brzegowym.

Ukł ad równań (2.1) i  (2.2) moż na sprowadzić do jednego  równania przez wprowadze-
nie  funkcji  naprę ż eń  0(r,  z), speł niają cej  toż samoś ciowo  warunek  równowagi  (2.1), mia-
nowicie

r£  oz  r2  dr
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Podstawiając  zależ noś ci  (2.3)  do  równania  (2.2),  otrzymujemy

~dr

|gradd>|  = *(> • , 2),

(2.4)

lub  zapisane w  innej  postaci

(2.5)

gdzie k(r,  z) =   r2k(r,  z).
Rozpatrywany  problem, jak  ł atwo zauważ yć,  daje  się   zapisać  analogicznym  równaniem

róż niczkowym,  do problemu  plastycznego  skrę cania  prę tów  pryzmatycznych  o  dowolnej
niejednorodnoś ci  poprzecznej  [3].  Wobec  tego,  podobnie  jak  w  pracy  [3],  zajmiemy  się
okreś laniem lini i najwię kszego  spadku  funkcji  0  (lini i poś lizgu),  a dopiero na  tej  podstawie
okreś leniem  samej  funkcji  <P  oraz  rozkł adu naprę ż eń.

z ,

Rys. 1

Równanie  róż niczkowe  lini i najwię kszego  spadku  z  — z(r)  funkcji  <Ż> moż na w  oparciu

o  wyniki  pracy  [3] napisać  w  postaci

(2.6)
,dk  8k  _

dr  dz

z"k{y,  z)

1+ z'2  '

Jeż eli  funkcja  niejednorodnoś ci  "kir,  z) jest  zależ na  tylko  od  zmiennej  r  lub  stalą,  to
równanie  (2.6) ulega  znacznemu uproszczeniu  do  postaci

(2.7) ,dk z"k
Z  ~~z—

dr '2  '
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Znalezienie  rozwią zania  równania  (2.7)  w  kwadraturach  jest  stosunkowo  proste,
mianowicie

(2.8)
r

z_z  „   .   f   ±^
z  z0  —  r t  i  __  ,

i  Vck2- igdzie r0,  z0  są   współrzę dnymi znanego punktu, przez który przechodzi linia  najwię kszego
spadku,  zaś  C —  stała  całkowania wynikła  z  warunku  brzegowego.

3.  Analiza  warunków  brzegowych

Przy  prę tach  wykonanych  z  materiałów jednorodnych  uplastycznienie  prę ta  zaczyna
się  na powierzchni zewnę trznej, a nastę pnie propaguje  do wnę trza prę ta. Zakładamy dalej,
że  rozpatrywać  bę dziemy  prę ty  wykonane  z materiałów o  takiej  niejednorodnoś ci, która
nie  zmieni  kolejnoś ci  uplastyczniania.  Wobec  tego,  jeż eli  moment skrę cają cy  prę t prze-
kroczy  wartość  noś noś ci sprę ż ystej  na całej  długoś ci prę ta,  to bę dziemy  mieć do czynie-
nia  z  dwiema  strefami  w  prę cie:  zewnę trzną  — plastyczną   i  wewnę trzną '—sprę ż ystą.

dr

Do wyznaczenia  rozkładu naprę ż eń w  strefie  plastycznej  wystarczają ca  jest znajomość
sposobu  obcią ż enia  powierzchni  bocznej.  Najczę ś ciej  powierzchnia  ta  jest  nieobcią ż ona.
Zakładamy  dalej, że denka prę ta  są   obcią ż one w taki  sposób, jak  to wynika z warunków
brzegowych  danych  na  powierzchni bocznej prę ta  oraz  rozwią zania uzyskanego  przy po-
suwaniu  się   wzdłuż  linii  najwię kszego  spadku.

Jak  już  poprzednio  zaznaczono, najczę ś ciej  spotykanym  przypadkiem  jest  skrę canie
prę tów  o  nieobcią ż onej  powierzchni  bocznej.  Dla  tych  przypadków  moż na  wykazać,
że funkcja  naprę ż eń 0  na  konturze AB  (rys.  2) jest  wielkoś cią   stał ą. Z warunków  brze-
gowych wynika

Pne  = Tteffn ,  =  0 ,
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gdzie

.  .  dz
a„   = cos(«, r) =  —.,

(3- 2)
.  .  ar

anz  =   cos(n, z )=   - - ^ -,

(A — elementarna długość łuku konturu).
Po podstawieniu  (3.2) i  (2.3) do  (3.1) oraz po przekształceniach otrzymujemy

80  dz  30  dr  _  d0
( 1 3 )  15F  dt  +  dr  dt  ~  dt  ~  '

co dowodzi twierdzenia.
Mogą   zachodzić także  i przypadki,  gdy  funkcja  naprę ż eń 0  nie jest  stała  wzdłuż pe-

wnego  odcinka, mianowicie  wtedy,  gdy  powierzchnia  boczna  prę ta jest  obcią ż ona  lub
w przypadku analizy warunków cią głoś ci na granicy pomię dzy strefą   sprę ż ystą   i plastyczną,
przy  rozwią zywaniu  problemu metodą  odwrotną   (która to metoda zostanie przedstawiona
w nastę pnych  rozdziałach niniejszej  pracy).

Dlatego  w  dalszym  cią gu  rozpatrywać  bę dziemy  przypadek  ogólny,  gdy  funkcja  na-
prę ż eń  0  na pewnym  odcinku  AB  jest  zmienna. Zakładamy, że  dla  danej  funkcji  nieje-
dnorodnoś ci  znane jest  rozwią zanie  równania  róż niczkowego  linii  najwię kszego  spadku
w  postaci  ogólnej  (całka  ogólna  równania  róż niczkowego  (2.6),  zawierają ca  dwie  stałe
całkowania). Niechaj dalej  na pewnym  odcinku AB  o równaniu z =   zx(t),  r =   r^{t) jest
dana  wartość  funkcji  naprę ż eń  ^(0-   Dla  każ dego  punktu  M  leż ą cego  na  odcinku  AB

d0
i  okreś lonego parametrem t — tM,  moż na okreś lić pochodną  kierunkową —,-   (o  ile oczy-

dt
wiś cie funkcja  0{t)  jest  róż niczkowalna). Musi  być  przy  tym  spełniony warunek

(3.4)
d0

dt

Z analizy wektorowej  wynika, że

|grade?|.

dt u

gdzie ką t yM  jest ką tem zawartym  pomię dzy styczną   do konturu w punkcie M,  a styczną
do  linii najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń 0  w  tym punkcie.

Ponieważ  współczynnik  kierunkowy  stycznej  do  linii  najwię kszego  spadku  przecho-
dzą cej przez punkt M jest (jak to wynika z rys. 2) równy

wię c po uwzglę dnieniu  (2.5) oraz

(3.7)  t g f  =  *«
dt  dt
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i  wykonaniu  prostych  przekształceń,  otrzymujemy  ostatecznie

(3.8)

d&  dzt  dr i

di  dt
tg«M = 4 =   —

dt

dt u
Z  powyż szych  rozważ ań  wynika,  że  warunki  brzegowe  dla  linii najwię kszego  spadku

przechodzą cej  przez  punkt  M  bę dą   nastę pują ce:

(3.9)  d]&t   =   tM:  r  =   rM\   z  =   zM\   z'  =   z'M.

Warunki  te  pozwalają   na  okreś lenie  obydwu  stałych całkowania.
Jeż eli  rozpatrywać  bę dziemy  kontur  nieobcią ż ony,  dla  którego  t =   const,  to  warunki

brzegowe  ulegną   uproszczeniu  do  postaci

drx  I   dzx

~ZM~  '  di  dt(3.10) dla  t =   tM\   r =   rM;  z  =   zM;
M

co  jest  równoznaczne  z  warunkiem  prostopadłosci  linii  najwię kszego  spadku  do  rozpa-
trywanego  konturu  AB.

4.  Okreś lanie funkcji  naprę ż eń

W  dalszych  rozważ aniach  korzystać  bę dziemy  z  krzywoliniowego  układu współ rzę d-
nych s, 1.  Ukł ad jest  tak  dobrany, że jedna  rodzina krzywych  współ rzę dnych s jest rodziną
lini i najwię kszego  spadku, zaś druga  rodzina współ rzę dnych  /  — pewną   rodziną   krzywych

Rys. 3

przecinają cych  krzywe  s.  Współ rzę dna  /  zmienia  się   wraz  ze  zmianą   punktu  M  leż ą cego
na  rozpatrywanym  odcinku  konturu AB  (rys.  3). Układ  współ rzę dnych  s, I  może być na
ogół   dowolnym,  ukoś noką tnym  układem współ rzę dnych  krzywoliniowych  okreś lają cych
jednak  w  sposób  jednoznaczny  cały  rozpatrywany  podobszar  przekroju  prę ta.  Układ
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s, I jest  dobierany  dla  każ dego  zadania  w  ten  sposób,  aby  obliczenia  były  moż liwie  naj-
prostsze.

Funkcję   naprę ż eń  0  okreś limy  znając  linie najwię kszego  spadku  w postaci  całek  ogól-
nych  (okreś lonych  dla  danej  niejednorodnoś ci  materiał u) oraz warunki  brzegowe.

Przedstawmy  linie  najwię kszego  spadku  w  postaci  parametrycznej  (już  po  uwzglę d-
nieniu  warunków  brzegowych),  jako  rodzinę   krzywych

(4.1)  r=r{s,l),   z = 2(3,1),

gdzie  s  jest  parametrem  wyznaczają cym  punkt  krzywej,  natomiast  /   —  parametrem
wyznaczają cym  krzywą   (stał ym  dla  danej  krzywej).

W  dalszym cią gu  szukać bę dziemy funkcji  naprę ż eń  0  zależ nej od  parametrów  s i l .
Dla  okreś lenia funkcji  0  wykorzystana zostanie  zależ ność  (2.5) w  nieco  zmienionej  po-
staci

dm
-   Kr, z),

która stwierdza,  że przyrost  funkcji  naprę ż eń na  linii najwię kszego  spadku jest proporcjo-
nalny  do  |grad$|  =   k(r,z)  oraz  do  przyrostu  długoś ci  linii  najwię kszego  spadku  dm,

(4.2)  d0  =  k(r,z)dm.

Po  przedstawieniu  niejednorodnoś ci  w  postaci  k  =  lc(s, 1),  wyraż enie  na  przyrost
funkcji  0  wzdłuż lini i najwię kszego  spadku  moż na zapisać  nastę pują co

(4.3)  0(sP,  lM)- 0(sM>  lM)  =  /   k(s, 1M) dm.
M

Dla przypadku konturu nieobcią ż onego przyjmujemy,  że na konturze 0K  =  C =   const
i otrzymujemy

p

(4.4)  0(sP,  lM)-   C  =  /   k(s, lM)  dm.
M

5.  Okreś lenie  rozkładu  naprę ż eń

W  rozdziale  poprzednim  okreś liliś my  funkcję   naprę ż eń  0.  Obecnie  wykorzystując
wyniki  poprzedniego  rozdziału  okreś limy  rozkład  naprę ż eń  z  zależ noś ci  (2.3)

T " r  ~  r2  d z ''  r e x  ~  r2  dr'

Ponieważ  poprzednio  szukaliś my  0  jako  funkcji  współ rzę dnych  krzywoliniowych
s, I,  dlatego  także i naprę ż enia r6r  i rBz  łatwiej bę dzie  okreś lić  jako  funkcję   współ rzę dnych
s, 1. W  tym  celu  należy  wykonać  transformację   zależ noś ci  (2.3)  ze  współ rzę dnych  r, z
na współ rzę dne s, 1.

Równanie  rodziny  linii  najwię kszego  spadku  przedstawione  było  wzorami  (4.1)

r=r(s;[),   z=- z(s;l),



96 M .  GALOS

80
8s

80

dl

80
dr

d0
dr

dr
ds

dr
dl

+ 80
dz

80
dz

dz
ds'

dz
dl'

80  d0
zatem  pochodne  funkcji  naprę ż eń - *— i ~rr  moż na zapisać

(5.1)

Ponieważ  w  naszym przypadku  dana jest  funkcja  0  =   0(s,  1)  oraz wzory  (4.1), wię c
80  d0

w równaniach (5.1) niewiadomymi są  - 5— i - 5—. Wartoś ci tych pochodnych moż na okreś lić
or  ć z

80  80
rozwią zując  układ równań  (5.1). Po wstawieniu  obliczonych wartoś ci- ^-  i - —̂ orazr(s; 1)

do  (2.3) otrzymujemy

30  dr Ć r

(5.2)

1
r'\s,

1
r z(s,

1)

1)

dl
dr
ds

d0
ds
dr
ds

ds
dz
dl

dz
81
dz
dl

ds
dz
8s

dl
dz
ds

81
dr
81

'  8z
ds

dr
dl.

Rys. 4

Analogiczne wyniki  dla naprę ż eń rBr  i  rez  moż emy  otrzymać na innej  drodze, miano-
wicie3  jeż eli  z rys.  4 okreś limy  zależ ność

(5.3)  r0r  =   k(s, / )sina,  r(x  =  — k(s, / )cosa,

gdzie  ką t  a jest ką tem zawartym  pomię dzy osią   r a styczną   do  linii najwię kszego  spadku
w danym punkcie.
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Jeż eli  udałoby się   znaleźć  zależ ność  odwrotną   do  (4.1)

(5.4)  s =   s(r;z),  l=l(r;z),

to  moż na byłoby okreś lić  funkcję   naprę ż eń jako  <?>(/•, z), a dalej, korzystając  z  (2.3), okre-
ś lić naprę ż enia  rOr  i  rgz  w funkcji  współ rzę dnych  r, z, co jest bardziej  korzystne  od  (5.2),
ze  wzglę du  na  czę sto  spotykane  ograniczenia  prę tów  powierzchniami  z  — const;  ł atwo
jest wtedy,  dla powierzchni z  =  const okreś lić interesują cy  nas rozkład naprę ż eń.

6.  Dsformacja  prę tów

Przy rozpatrywaniu zadania skrę cania prę tów o zmiennej ś rednicy korzysta  się  z metody
półodwrotnej,  która  zakłada, że  przemieszczenia  u  i  w  w  kierunkach  osi  ;* i  z  są   równe
zeru,  natomiast przemieszczenie  v  w kierunku  6 jest  róż ne od zera. Przy  takim założ eniu,
róż ne od zera składowe stanu  odkształ cenia moż na przedstawić  wzorami

\   8  lv

Jeż eli  dalej  przyjmować  bę dziemy,  że prę t  wykonany  jest  z materiału idealnie  sprę ż y-
sto- plastycznego,  to  z prawa  zmiany  postaci  Prandtla- Reussa  oraz  z warunków  cią głoś ci
pomię dzy strefą   sprę ż ystą   i plastyczną   wynika,  że dla strefy  plastycznej  zachodzi zależ ność

8

(6.2)
(T)

Jeż eli  dalej  uwzglę dnimy,  że  z  rys.  4  wynikają   zwią zki  (5.3)

rBr  =  k{s,  Z) sin ot,  tei  =   — k(s,  l)cos<x,

to  otrzymamy  zależ noś ć,  okreś lają cą   funkcję—  na  lini i  najwię kszego  spadku,  mianowicie

(6.3)  4
J  8

M
funkcja  I —I  jest  wię c  stała  na  linii  najwię kszego  spadku.

Dla  strefy  sprę ż ystej  obowią zuje
, - .,  1  1
(6- 4)  Yor =   - Q *er»  ?e*  =- jj*ez-

Jeż eli rozpatruje się  zmianę  funkcji  — na granicy F mię dzy strefą   sprę ż ystą, a  plastyczną,

to  przy  oznaczeniu  elementu  długoś ci  tej  granicy  przez  dx,  moż na  napisać

(6  M  M±+M
y  }  da  ~  dr  dx  ^  8z

7  Mechanika  teoretyczna
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a po uwzglę dnieniu  (6.4)

Ą j)  1 /  dr

Gdy dana jest wartość funkcji — w pewnym punkcie RQ na linii granicznej F, to wartość

— dla punktu R leż ą cego  na tej samej  linii granicznej moż emy obliczyć  cał kując wyraż enie

(6.6) wzdł uż linii  r

Wzór  powyż szy  wykorzystany  zostanie w dalszej  czę ś ci  pracy  przy  rozwią zywaniu
konkretnych przykł adów.

7.  Przykł ad  plastycznego  skrę cania  niejednorodnego  prę ta o zmiennej  ś rednicy

Rozpatrzymy  obecnie  przykł ad  skrę cania  prę ta  wykonanego  z materiału niejedno-
rodnego  o  niejednorodnoś ci  liniowej

(7.1)   t f r , * ) -

gdzie  ko,zo,rQ  są pewnymi  wielkoś ciami  stał ymi.
Niejednorodność zastę pczą  dla tego materiału moż na wyrazić  wzorem

(7.2)  £ ( , ) Z )  =  £ 0 ( I ! ^
\   2 z 0  2   z0

Rozwią zywanie  problemu  okreś lania  naprę ż eń w strefie  plastycznej  rozpoczniemy od
okreś lania  linii  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  <£. Po  wstawieniu  do  równania
(2.6)  funkcji  niejednorodnoś ci  (7.2),  równanie  róż niczkowe  linii  najwię kszego  spadku
ma postać

(7.3)  (l+ z'2)\ z'L- 2-  3—) + —] / • =   - z "( 2-  —  r-
L  \   0̂  roj  ro\   \  z0  ro

Równanie  rodziny  linii  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  okreś lone w postaci
z =  Z (J; /) przedstawimy  w postaci szeregu  potę gowego. Z uwagi na osobliwość  równania
dla r = 0 oraz z uwagi na  to, że  warunki  brzegowe  dane są na  konturze, wygodnie  jest
wprowadzić  zmienną  s

(7.4)  s=r(l)- e(l),

gdzie  Q =  Q(J) jest promieniem konturu prę ta. Parametr /  bę dzie okreś lał  poł oż enie punktu
na konturze.
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Rozwią zania  poszukiwać  bę dziemy  w  postaci  szeregu

(7.5)  z -   ao(l)+ ai(l)s+a2(l)s
2+   . . ..

Po  podstawieniu  (7.4)  i  (7.5)  do  (7.3), wykonaniu  dział ań  i porównaniu  współ czynników
przy  jednakowych  potę gach  s  po obu stronach  równania  otrzymujemy  ukł ad  równań
liniowych,  z których  moż na  wyrazić  współ czynniki  a2, a3,cu,  . . .,  przez  a0  i  al  (które
wynikają  z  warunków  brzegowych).

W  dalszych  rozważ aniach  ograniczymy  się do okreś lenia  współ czynników  «2  i «3>

fl,   =  —

(7.6)

_6+5i+ 3«Ł -BlX+ ^Li2+ 6*L+ 9
\   r0=  a2

Zał óż my, że powierzchnia  boczna  prę ta  (rys. 4) dana jest  równaniem

(7.7)  Z*°*KQ)1

wobec  tego warunki  brzegowe  dla  tej nieobcią ż onej  powierzchni moż emy zapisać w postaci

(7.8)  dla,y  = 0:  z=l,  z ' =  77
(e)

Jeż eli  wstawimy  powyż sze  warunki  do  szeregu  (7.5), to natychmiast  okreś limy  współ-
czynniki  szeregu  a0  i  cii

(7.9)  a0 =  1,  «i =
/ '(e) '

a  przy  znajomoś ci  tych  współ czynników  moż na z  (7.6)  okreś lić  dalsze  współ czynniki  sze-
regu  a2  i ci3.

Przykł adowo przyję to,  że kształt powierzchni  bocznej jest  stoż kiem o równaniu

(7.10)  / = 2 zo ( l - - ? - );

wtedy

(7.11)  aQ = l,   fll= l£.  =  const.

7*
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Przeprowadzono  numeryczne  obliczenia  dla  r0  =   5  [cm], z0  = 20  [cm], przy  czym
prę t  ograniczono płaszczyznami z  =  0, z  =  10  [cm]. W  tablicy  1 podano wartoś ci  obli-
czonych współczynników a2  i a3 dla szeregu wartoś ci parametru /. Na rys. 5 przedstawiono
orientacyjny  przebieg  linii  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  0  (ograniczono  się
do wyrazów  przy  trzeciej  potę dze s).

Z  analizy  wzoru  (7.5)  i  obliczonych współczynników wynika,  że zadowalają ca  zbież-
ność przy  przyję tej  iloś ci wyrazów  szeregu  istnieje  w  rozważ anym przykładzie w zakresie

0 7^: — sj  l ;  natomiast przy mniejszym stosunku — zbież ność  szeregu pogarsza  się   i  od

pewnej wartoś ci jest on rozbież ny. Wynika  to z faktu, że linie najwię kszego  spadku w pew-

0,4k,

0,2k0

naprę ż enia  dla z=10[cm]
naprę ż enia  dla  z- 0

5  6  r[cmj

(9)

r[cmj

Rys.  5

nym  miejscu  ulegają   zagię ciu  i  istnieje  punkt  na  linii  najwię kszego  spadku,  w  którym
wartość  z  - »•  oo. Dla prę tów  wykonanych  z materiałów jednorodnych, zostało to przed-
stawione  przez  SOKOŁOWSKIEGO  [8]. W  naszym  przypadku,  gdy  znajdujemy  rozwią zanie
równania  (7.3) w postaci szeregu potę gowego, uchwycenie tego zjawiska wydaje  się  utru-
dnione; jednakże  w warunkach  rzeczywistych  strefa  plastyczna  znajduje  się   w  dość du-
ż ym  oddaleniu od punktów zagię cia  linii najwię kszego  spadku, wobec czego  rozwią zanie
równania  (7.3) przedstawione  w postaci  szeregu  (7.5) jest  wystarczają co  dokładne  i do-
godne  przy  rozpatrywaniu  problemu  sprę ż ysto- plastycznego  skrę cania  prę tów niejedno-
rodnych.

W  wyniku  przeprowadzonych  obliczeń  numerycznych  przedstawiono  na  rys.  5 roz-
kłady  naprę ż eń  rSr  i  r6z  w  strefie  plastycznej  na  denkach prę ta.  Granicę  mię dzy  strefą
sprę ż ystą   i  plastyczną   (orientacyjnie  przedstawioną   linią   przerywaną   na  rys.  5a)  oraz
rozkład naprę ż eń w strefie  sprę ż ystej  moglibyś my  okreś lić rozwią zując  problem sprę ż ysto-
plastycznego  skrę cania  prę ta — co  jest  jednak  zadaniem bardzo  trudnym.
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8. Projektowanie prę tów rurowych o zmiennej ś rednicy, Wykazują cych całkowite uplastycznienie

W  rozdziale  obecnym  zajmiemy  się   projektowaniem  prę tów  rurowych  o  zmiennej
ś rednicy,  wykonanych  z  materiału niejednorodnego,  z uwagi  na stałą   na całej  długoś ci
noś ność  graniczną   przekroju  (całkowite  uplastycznienie  przekroju).

Załóż my,  że  z  materiału o  dowolnej  niejednorodnoś ci  typu  k(r, z),  wykonany  jest
prę t o przekroju  rurowym  i  danej  powierzchni  wewnę trznej  (np. ze wzglę dów  konstruk-
cyjnych),  którą   moż na  przedstawić  wzorem

(8.1)  *- J ( fi ),

gdzie  / jest  parametrem konturu.
Należy  tak dobrać  kształt powierzchni  zewnę trznej, aby przy  danym  momencie skrę-

cają cym  nastą piło cał kowite uplastycznienie  prę ta. Prę t taki jest  zaprojektowany  najbar-
dziej  ekonomicznie,  bowiem  cały  jego  materiał   jest  wykorzystany.

Jeż eli wprowadzimy  do rozważ ań  funkcję   naprę ż eń 0  (2.3), to zwią zek  mię dzy  funkcją

naprę ż eń  a  momentem  granicznym  skrę cają cym  prę t  M  moż na zapisać  jako

(8.1)  JW —  2nC4>.—d>v)f

gdzie  <2>z jest  wartoś cią   funkcji  naprę ż eń, odpowiadają cą   powierzchni  zewnę trznej  prę ta,
a  <PW  jest  wartoś cią   funkcji  naprę ż eń,  odpowiadają cą   powierzchni  wewnę trznej  prę ta.

Jeż eli  powierzchnia  zewnę trzna  i  wewnę trzna  są   nieobcią ż one,  to  zgodnie  z  (3.3) 0Z

i 0W  są  stałe na odpowiednich konturach. Ponieważ prę t jest  optymalnie  zaprojektowany
z uwagi na noś ność graniczną,  wię c po obcią ż eniu  prę ta momentem granicznym  M, cały
materiał   ulegnie  uplastycznieniu.  Wychodząc  wobec  tego  od danej  np. powierzchni we-
wnę trznej  moż emy, wykorzystując  równanie  lini i najwię kszego  spadku  funkcji  0, znaleźć
rozkł ad  naprę ż eń  oraz  funkcję   0  w  prę cie.  Jeż eli  mamy  do  czynienia  z  nieobcią ż oną
powierzchnią   wewnę trzną,  to moż emy  przyjąć  0W  = 0. Wobec  takiego  przyję cia,  funkcja
naprę ż eń  0  bę dzie  okreś lona  zgodnie  z  (4.4)  wzorem

p

0=  J kdm,
M

gdzie  dm  jest  elementarnym przyrostem  linii  najwię kszego  spadku

Gdy  powierzchnia  zewnę trzna  jest  nieobcią ż oną,  to  & z =  C =  const,  wobec  czego
moż emy  dla  danej  powierzchni  wewnę trznej  oraz  dla  danej  funkcji  niejednorodnoś ci
k =   k(r, z)  okreś lić  rodzinę   poszukiwanych  nieobcią ż onych  powierzchni  zewnę trznych
rozwią zując  równanie

(8.3)  0  =   0(s, I) =  C,

a równanie powierzchni zewnę trznej  moż na wyrazić w postaci  parametrycznej

(8.4)  r =  r(l,C),  z =  z(l,C).



PLASTYCZNE  SKRĘ CANIE NIEJEDNORODNYCH  PRĘ TÓW  103

Analogicznie  moż emy  postą pić,  gdy  problem  zostanie  postawiony  odwrotnie,  czyli
przy  danym  kształcie  powierzchni  zewnę trznej  poszukuje  się   kształ tu  powierzchni
wewnę trznej.  Jednakże w  tym  przypadku  problem  może  okazać  się   nie do  rozwią zania:
gdy  założ ony moment skrę cają cy  M  bę dzie za duż y, to linie najwię kszego  spadku  funkcji
naprę ż eń dojdą  do punktu w którym wystę puje  osobliwoś ć,  mianowicie linie  najwię kszego
spadku zaginają   się   (patrz rozdział  poprzedni). Gdy mamy do czynienia z prę tem o  obcią-
ż onej powierzchni bocznej, to ulegną  zmianie jedynie warunki brzegowe na tej powierzchni.

P r z y k ł a d.  Rozpatrzono najprostszy  fizycznie  przypadek,  gdy  prę t  jest  wykonany
z  materiału jednorodnego. Jeż eli  bę dziemy  mieli  do  czynienia  z materiałem o innej, do-
wolnej  niejednorodnoś ci plastycznej,  to może to jedynie  komplikować obliczenia, a  sama
zasada  projektowania  nie ulegnie  zmianie.

Dla  naszego  materiału  niejednorodność  zastę pcza  ma  postać

(8.5)  /

Równanie róż niczkowe linii najwię kszego  spadku  (2.6) przybierze  postać

(8.6)  ( l+ z '2) z ' - -r  =   —z"k,

a po obniż eniu rzę du równania

(8.7)  z  =   :

gdzie  C jest  stałą  całkowania.
Rozwią zanie  równania  (8.7) moż na wyrazić przez całki eliptyczne. Jednakże  wygodniej

szukać  jest  rozwią zania  w  postaci  szeregu  potę gowego,  rozwijając  rozwią zanie  wokót
punktów położ onych na  danym  konturze  np. wewnę trznym.  Wprowadź my  w  tym  celu
nową   zmienną  (7.4)

gdzie  Q jest promieniem danego konturu prę ta.
Rozwią zania  równania  (8.7) szukać bę dziemy w postaci

(8.8)  z=  ao+a1s- \ - a2s
2+a3s

2j

r  ....

Jeż eli  szereg  (8.8)  podstawimy  do  równania  (8.7),  to  przez  przyrównanie  wyrazów
przy jednakowych  potę gach s, moż emy okreś lić współczynniki

(8.9)  '

3  e2

Dla  rozważ anego  przypadku,  warunki  brzegowe  moż na  ogólnie  przedstawić  w  po-
staci  (7.8)

1
dla  s  — 0  [Q =  e(l)]:  z  =  ł ,  z  =  —? /  .



104 M .  GALOS

Dla  takich warunków,  współczynniki a0  i ax  szeregu  (8.8) są   odpowiednio równe

(8.10) a o  = Cli  =  —
I'is)'

Współczynniki powyż sze okreś lają   pozostałe współczynniki: a2fa3,  ..., które ponadto są
na ogół  zależ ne od parametru konturu /.

Jeż eli w dalszych  rozważ aniach  ograniczymy  się  do przypadku, gdy  dana powierzchnia
wewnę trzna  prę ta jest powierzchnią   stoż kową   o równaniu

(8.11)  z- z0  =   l- z0  =  -   i ,

(gdzie z0  i  /*  są  wielkoś ciami  stałymi), to współczynniki szeregu  (8.8) wyniosą

n{\+n2)  «(1H- «2)(1~|~2«2)
ct$  —  I,  ax  =  n,  #2  =  ,  fl3  =  j —  >  a*

Tablica  2

1
[cm]

0

3

6

9

12

15

18

i?

[cm]

5,00

6,50

8,00

9,50

11,00

12,50

14,00

z(I, ś )j<t>  (/, i')  [cm/ kGcm]

s=  0

[cm]

0,00

0,0  Aro

3,00

0,0  A:o

6,00

0,0  k0

9,00

0,00  ko

12,0

0,0  fco

15,00

0,0  ko

18,00

0,0 A-o

x  =  0,5

[cm]

- 0 , 22

15,5 A-o

2,77

25,4 A-o

5,77

37,9  A:o

8,75

52,9  fc0

11,76

70,4  fco

14,76

90,4  fc0

17,76

113,0  fco

S-  1
[cm]

- 0,41

34,0  k0

2,57

54,5  fco

5,56

80,1  ka

8,56

110,7  ko

11,55

146,3  fc0

14,54

187,0 Aro

17,54

232,7  fc0

s=  1,5

[cm]

- 0,60

55,4  fco

2,39

87,2  fc0

5,38

126,5 fco

8,36

173,4  fc0

11,35

227,8  fco

14,34

289,7  fco

17,33

359,2  fc0

s  =  2,0

[cm]

- 0,60

80,0  fco

2,21

123,5  fc0

5,20

177,2 fco

8,18

240,9  fco

11,17

314,7  fc0

14,15

398,6  fc0

17,14

492,5  fco

Funkcję   naprę ż eń  0  okreś limy  wykorzystując  zależ noś ci  (4.4)  i  (8.2). Po  wykonaniu
przekształceń,  otrzymujemy  wzór  okreś lają cy  funkcję   naprę ż eń  0  w  postaci  szeregu po-
tę gowego,  mianowicie

1+ w2 • • ] •
Ponieważ szukamy nieobcią ż onej powierzchni zewnę trznej prę ta przenoszą cego moment M,
wię c  z zależ noś ci  (8.1)  moż na okreś lić  wartość  funkcji  naprę ż eń & z,  a dalej  z zależ noś ci

szukaną   powierzchnię  nieobcią ż oną  w postaci s =  s(l).
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Wyko n ano  obliczen ia  n um eryczne  d la p r ę ta  o  powierzch ni  wewn ę t rzn ej  okreś lon ej

wzo rem  (8.11),  p rzy  czym  72 =   - = -,  z0  =   —20  [cm],  ogran iczon ego  p ł aszc zyzn ami  z  =  0,

z  =  15 [cm].  Wyn iki  obliczeń  z =   z(s,  ł ),  0  =   $>(s, 1) d la  szeregu  war t oś ci  s i l  p r zed-

1,0 k„

- [ Trel

O  2  4  6  8

rozktad  naprę ż eń dla  i- O
rozkład  naprę ż eń d/a  z- 15/ cmJ

Rys.  6

12  W  r[cm]

stawiono  w  tabl.  2.  Na  rys.  6 przedstawiono  linie  najwię kszego  spadku  funkcji  0  oraz
rodzinę   nieobcią ż onych  powierzchni  zewnę trznych  (które  są   oczywiś cie  powierzchniami
0  = const).

D e f o r m a c ja  p r ę t a.  Uplastycznienie  prę ta  rozpocznie  się   od powierzchni  zew-
nę trznej, a nastę pnie bę dzie posuwać się  do wewną trz prę ta. W chwili wyczerpania  noś noś ci
plastycznej  prę ta,  ulega  uplastycznieniu  warstwa  przy  powierzchni  wewnę trznej.  W  tym
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momencie  na  powierzchni  wewnę trznej  prę ta  obowią zywać  bę dzie  wzór  (6.7),  na  pod-

stawie którego  zostanie okreś lona  deformacja  I —I prę ta.

Jeż eli powierzchnia  wewnę trzna jest dana wzorem

e = e(0
[odwrócona zależ ność  (7.7)], to równanie  (6.7) przyjmie  postać,

przy  czym na powierzchni wewnę trznej  przekroju  (rys. 6) obowią zują   zależ noś ci

Tfl, =  fc(/ )sina(/ ),  r t e  =  —/c(/ )cosa(/ ),  dq—  ~dltga(l).

Po  uwzglę dnieniu  tych zależ noś ci  otrzymujemy

lv\   (v\  1  r  k(l)dl

\ r/ R  \ rjj( ô   G  J  g(/ )cos«g(/ )cosa(0 "

W  rozpatrywanym  przykładzie interesują ce  nas dane były  nastę pują ce:

k(l)  =   k0  =  const,  tg«(/) =  »  =  — y ,  z0  =  — 20 [cm].

Jeż eli  przyjmiemy  dalej,  że  punkt  powierzchni  wewnę trznej  okreś lony  parametrem
/  =  0 jest ustalony, to deformacja  powierzchni wewnę trznej  prę ta jest równa

a-
Ponieważ, jak  to wynika ze wzoru  (6.3), linie najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  0

lv\
są   zarazem poziomicami funkcji  i — I,  wię c  deformację   całego  prę ta  (w  chwili  wyczer-

pania  noś noś ci  plastycznej)  moż na już  łatwo  obliczyć  wychodząc  ze  znanych  deformacji

na powierzchni  wewnę trznej.

9. Metoda  odwrotna  rozwią zywania zagadnienia  sprę ż ysto- plastycznego

Ponieważ  ś cisłe  rozwią zanie  problemu  sprę ż ysto- plastycznego  skrę cania  niejednorod-
nych plastycznie prę tów  o zmiennej ś rednicy metodą  wprost jest bardzo trudne, w obecnym
rozdziale  pracy przedstawiono metodę  odwrotną   rozwią zania  tego problemu.

Przyjmijmy  mianowicie,  ż -e znany jest  nam rozkład naprę ż eń w  strefie  sprę ż ystej,  aa
przykł ad przez  funkcję   naprę ż eń

(9.1)  &  = &(r,z),

która  w przypadku  ciał  sprę ż yś cie jednorodnych spełnia równanie

3

czyli tak warunki  równowagi, jak  i warunki nierozdzielnoś ci.
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Jeż eli  dla danego ciała okreś lona jest  funkcja  niejednorodnoś ci plastycznej  k — k(r,  z),
to  moż na okreś lić  granicę mię dzy  strefą  sprę ż ystą  i plastyczną  równaniem

(9.3)  r,  =   rg(z),

które  znajdziemy,  wykorzystując  w  tym  celu  warunek  plastycznoś ci  sł uszny  dla  zakresu
sprę ż ystego  na granicy  mię dzystrefowej

(9.4)

Na  granicy  mię dzystrefowej  muszą  być  speł nione również warunki  cią gł oś ci naprę ż eń

(9.5)  dla  r  =   rt:  x\z  =  T£Z>  rgr  =   x\rs

co jest  równoważ ne  zwią zkom

d&e  _  d<Z>p  <90e  _  d&"
(9- 6)  dr  ~  dr  '  dz  ~  dz  '

Przyjmijmy  dalej, że na granicy  mię dzystrefowej  funkcja  naprę ż eń 0  jest cią gła

(9.7)  @e  =  0"  dla  r  • =  r,.

Przy znajomoś ci granicy mię dzystrefowej  oraz wartoś ci  funkcji  naprę ż eń na tej  granicy,
moż na okreś lić warunki  brzegowe  dla  rodziny  linii  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń
w  obszarze plastycznym  <Z>", a  dalej — przy  znajomoś ci  lini i najwię kszego  spadku  funkcji
naprę ż eń — rozkł ad  naprę ż eń  w  strefie  plastycznej.  Dalszym  zadaniem  przedstawionej
metody  bę dzie  okreś lenie  kształ tu  nieobcią ż onej  powierzchni  zewnę trznej  prę ta  (przy
danym  momencie  skrę cają cym)  lub  też  znalezienie  obcią ż enia  powierzchni  zewnę trznej
(przy  danym jej  kształ cie). Należy jednak  zaznaczyć,  że  jeż eli  pręt  o  okreś lonej  w  ten
sposób  powierzchni  zewnę trznej  obcią ż ać  bę dziemy  danym  momentem  skrę cają cym,
to  rozkł ad  naprę ż eń  w  strefie  sprę ż ystej  oraz  granica  mię dzystrefowa  mogą  się  róż nić
od  obliczonych  powyż szą  metodą.  Obydwa  rozwią zania  bę dą  identyczne  wtedy,  gdy  na
denkach  prę ta  bę dą  speł nione odpowiednie  warunki  brzegowe  mianowicie, jeś li  rozkł ad
naprę ż eń bę dzie  taki, jak  to wynika  z rozwią zania  problemu  metodą  odwrotną,  oraz  gdy
sposób  obcią ż enia bę dzie prosty  lub  też zbliż ony  do prostego.

P r z y k ł a d.  Rozpatrzmy  przykł adowo  pręt  wykonany  z  materiału  jednorodnego
(przyję cie  materiału  niejednorodnego  w  niczym  nie  zmieni metody  rozwią zywania,  a  je-
dynie  może  utrudnić  obliczenia).  Zał óż my  dalej,  że  funkcja  naprę ż eń  obowią zują ca
w zakresie  sprę ż ystym  dana jest wzorem

(9.8)  0e  =  O

Funkcja  ta oczywiś cie  speł nia równanie (9.2).
Zadanie  nasze  polegać  bę dzie  na  «obudowaniu»  strefy  sprę ż ystej,  okreś lonej  wzorem

(9.8),  strefą  plastyczną  oraz  znalezienie — przy  danym  momencie  skrę cają cym  —
kształ tu nieobcią ż onej powierzchni zewnę trznej ograniczają cej  strefę plastyczną. W  dalszych
rozważ aniach  posł ugiwać  się  bę dziemy  metodą  mał ego parametru przyjmują c,  że  mał ym
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parametrem bę dzie  s. Ze znajomoś ci  funkcji  naprę ż eń w strefie  sprę ż ystej  moż emy okreś lić

rozkł ad naprę ż eń

(9-9)
Granicę   mię dzystrefową   okreś limy  z  warunku  plastycznoś ci,  który  obowią zuje  dla

strefy  sprę ż ystej  na tej  granicy

(9.10)  (Tf, ) 2+ (Tj, ) a«= *8.

Jeż eli  przyjmiemy,  że ~  =   K,  to stosując  metodę  małego  parametru  moż na  okreś lić

granicę  mię dzystrefową   w postaci parametrycznej

4
N a  granicy mię dzystrefowej  moż na dalej  okreś lić

Znając  te  wartoś ci,  moż emy  okreś lić  warunki  brzegowe  dla  linii  najwię kszego  spadku
na  granicy  mię dzystrefowej,  mianowicie  warunki  (3.9).  Wartość  z'M  okreś lona  zostanie
ze wzoru  (3.10)

(9.13)  Ą m.-

80]
\   dr / „

gdzie  M jest  dowolnym  punktem leż ą cym na znalezionej granicy.
Równanie  róż niczkowe  linii  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  & p  dla materiału

jednorodnego  moż na sprowadzić  do postaci

(9.14)

a po scał kowaniu

(9.15)
]/ r A- D
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Stałą  cał kowania  D  okreś limy  z  warunku  brzegowego,  wyznaczają cego  kierunek  linii
najwię kszego  spadku na granicy  mię dzystrefowej

i - \ - zM

Po  rozwinię ciu  w szereg i wykonaniu  cał kowania, równanie  linii  najwię kszego  spadku
moż na przedstawić nastę pują co:

(9.17)  z =  l~

2- 44  /-   5- 45

Funkcję  naprę ż eń w zakresie  plastycznym  @p  okreś limy,  wykorzystując  w  tym celu  wzór
(4.3), z którego po przekształ ceniach otrzymujemy

(9.18)  &  =&([)  +CKU~\r3-   - j-   +  - r  / f i +   - hr  T 7 T  +
\ 4 / r \ 4 /   ' [   \ 4 /   2- 42r

/   7

W powyż ej  przedstawionym wzorze  funkcja  naprę ż eń & p  zależ na jest od promienia r oraz
parametru  /. Dla naszych celów  (okreś lenia naprę ż eń i kształ tu powierzchni nieobcią ż onej)
potrzebna  jest  znajomość  <2> =   (p(r, z).  Aby  uzyskać  tę  zależ noś ć,  musimy  odwrócić
szereg z =   z(l, e) na /  =  / (z, e); po przekształ ceniach otrzymujemy

(9.19)  / =  z + _ . - — -_  1  £— —- z  3  e2+  • ...
64  \  4r  /   64  \   r j

Wprowadzając  tę zależ ność  do  wzoru  (9.18)  okreś lają cego  & =   <P(r,l)  otrzymujemy  po
wykonaniu przekształ ceń,

K6z  5Ksz  5K3z3

Jeż eli znana jest już  funkcja  naprę ż eń 0P  w powyż szej postaci, to z zależ noś ci  (2.3) moż na

dla zakresu plastycznego  okreś lić rozkł ad naprę ż eń

• - ~ r̂   i £ 3 +   • • • )>
(9.21)

Kształ tu  powierzchni zewnę trznej poszukiwać bę dziemy w  postaci

(9- 22)  r  =   ro+r 1e+r2E
2+r 3s

3+   ....
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Szukana powierzchnia jest powierzchnią   nieobcią ż oną,  wobec  czego  na  tej  powierzchni
&p(r,  z)  —  &o =  const.  Jeż eli  wprowadzimy  do  tego  warunku  szereg  okreś lają cy  kształt
szukanej  powierzchni,  to  porównując  współczynniki-   przy  jednakowych  potę gach  pa-
rametru  e,  moż emy  okreś lić  współ czynniki  r l s  r2,  r 3  itd.  Ostatecznie, po  wykonaniu  tych
przekształ ceń,  kształt powierzchni  zewnę trznej  moż na zapisać  nastę pują co:

(9.23) ' ' - ' ' o  - 44   r 24s/ - 3,

K5  K3z2

Tf iTif ~T~ "r

K8z
1  M„5   "T"  / I7„ 3

2- 43rl

K6z  .  5K5z  5K3z3

gdzie  r0  =

Zaletą   tego  rozwią zania  jest  ogólna  postać  zapisu  kształ tu  powierzchni  zewnę trznej
k

w zależ noś ci  od  trzech  parametrów  e,  - ~,  0O .  Jeż eli zadanie polegało bę dzie na  rozwią ż ą-

niu  przypadku  skrę cania  sprę ż ysto- plastycznego  prę ta o zmiennej ś rednicy  metodą   wprost,
k

to  moż emy  wykonać  to  w  sposób  przybliż ony,  dobierając  współ czynniki  e,  - ~,$>0  tak,

aby  powierzchnia  okreś lona  wzorem  r  =  r\z,  e,- ~- ,&0\   jak  najmniej  róż niła  się   od
V  C  •   I

danej  powierzchni  rzeczywistej  prę ta.
D okł adniejsza  analiza  wyprowadzonych  zależ noś ci  wykazuje,  że  szereg  okreś lają cy

promień  graniczny  rg  jest  stosunkowo  słabo  zbież ny  dla  wię kszych  parametrów  l i e .

Tablica 3

[cm]

0

3

6

9

12

15

18

rg  [cm]

3,000

2,6342

2,3757

2,1808

2,0271

1,9018

1,7972

0B  [kGcm]

6,73 k0

5,20 k0

4,24 k0

3,57 k0

3,09 ko

2,72 k0

2,43 * 0

D[cm4]

0,4531

0,1605

0,0701

0,0354

0,0196

0,0118

0,0075

[cm]

0,820

0,633

0,514

0,434

0,374

0,330

0,294

z =  cm/fp  [kGcm]

r = 3  [cm]

0,0000
6,73 * 0

0,0019
8,11  *o

0,0232
8,77 * 0

0,0235
9,12*o

0,0224
9,32 * 0

0,0209
9,43 * 0

0,0192
9,50 k0

r — 4  [cm]

0,0517
19,lO*o

0,0519
20,46 * 0

0,0452
21, ll*o

0,0407
21,45 * 0

0,0341
21,65*o

0,0291
21,76*o

0,0266
21,81 * 0

r = 5  [cm]

0,0756
39,43 * 0

0,0720
40,79 ko

0,0584
41,45 * 0

0,0487
41,78*o

0,0410
41,98*o

0,0354
42,10 * 0

0,0308
42,16 * 0

r = 6  [cm]

0,0985
69,77 *„

0,0856
71,13*o

0,0673
71,78*o

0,0548
72,11 * 0

0,0457
72,32*o

0,0337
72,43 * 0

0,0337
72,50 * 0
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Słaba  zbież ność  tego  szeregu  pocią ga  za  sobą   słabą   zbież ność  pozostał ych  szeregów.
Dlatego  w  dalszym  cią gu  rozwią zano  przykład  numerycznie,  bez  stosowania  metody
małego parametru; w tym przypadku  lie  mogą  być  dowolnie duż e.

Rozwią zano  przykł ad, gdy  zakres  sprę ż ysty  jest  okreś lony  funkcją   naprę ż eń  wyraż oną
wzorem  (9.8), przy  czym

8 = 0 , 1 —1  i : =  - ^  =  12,03 [cm].

Dla tych wartoś ci  granicę  mię dzystrefową   moż na przedstawić wzorem

(9.24)  ra- = 50  - 16l  1 + ^ - 1 +y  25611 +   T ~

Okreś lono dalej  dla szeregu  wartoś ci  / promień graniczny  re,  wartoś ci  funkcji  naprę ż eń
0°  =   0e

aQ) na granicy mię dzy strefowej,  wartoś ci  stałej  D  oraz b  =  ]/-D =   b(J). Równanie

z [cm]  i

- 18

- ta  -

- 12  -

• B

-  8-

I .a

r[cm]

Rys.  7

lini i  najwię kszego  spadku  funkcji  naprę ż eń  0  moż na, w  zakresie  plastycznym,  dla  przy-
padku  materiału jednorodnego przedstawić  jako

(9- 25)
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gdzie  F(e,p)  jest  całką  eliptyczną   pierwszego  rodzaju,  natomiast odpowiednie argumenty
są   równe

b  b  \ / 2
ex =  arc cos—,  e2  =  arc cos —,- ,r>  P =   f~-

Wzór  na  funkcję   naprę ż eń 0"  dla  zakresu  plastycznego  moż na natomiast przedstawić
w postaci

y(]   )
(9.26)  0"  =  &,®+Kljj=- [F(8 up)- F(82,p)]+j\ / r*- D   ^ / ^ (Z J - Z)  .

Wyniki  numerycznie obliczonych wartoś ci  Az  =   (z—I),  @p dla  szeregu  wartoś ci / podano
w  tablicy  3.  Na  rys.  7 przedstawiono  rodziny  nieobcią ż onych  powierzchni  zewnę trznych
ograniczają ce  strefę   plastyczną   znalezione  numerycznie.  Z  przedstawionego  rysunku
wynika,  że w miarę  narastania warstwy plastycznej  (przy ustalonym obszarze  sprę ż ystym),
powierzchnia  boczna  zbliża  się   coraz  bardziej  do  powierzchni  walcowej.  Z  przeprowa-
dzonych  badań wynika,  że małe zmiany  ś rednicy  zewnę trznej prę ta skrę canego  pocią gają
za  sobą   duże  zmiany promienia granicznego  mię dzy  strefą   sprę ż ystą   a plastyczną  — tym
wię ksze,  im bardziej  materiał  jest uplastyczniony.
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P  e  3  IO  M e

IIJIACTIMECKOE  KPytJEHHE  HEOflHOPOflHLIX  CTEPKHEKt
HEPEMEHHOrO  JJHAMETPA

pa6oTM   HBnaeTCH  njiacTiwecKoe  Kpynemie  cTep>KHeH nepeMeHuoro  AHaiweTpa na
C npOH3BOJIBHOH nJlaCTiraeCKOH  HeOflHOpOflHOCTBIO  (3aBHCIIM0H OT KOOpflHHaT  r,  Z B npHMeHHejttOH 3flecb

CHcieMe  KoopaimaT  r,  0, z).  3flect  Hcno;ib3yeTCH  MaTeMaTHiecKan  anajiorujr
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pacc.MaTpiiBaeMoii  3afla^ieii  H 3a.fis.HePi.  o  nnacTiwecKOM   KpyieHUH   iipH3MaTHHeci<nx  crepncH eił   H3 ivia-
TepnaJia  c  npon3BOJii>HOH  nonepemioS  iieofliiopofluocTbio  ( ra jitoc  [3]).

PemcHiie  3aji;aqn  nony^eno  nyTeM   BBefleni- ia  cbyHKUKH HanpH>KeHHH3  Cjiaroflapji  ^eiwy  3&p,a*.m  CBe-
jiacb  i< peuieumo  ypasnen iin  ]grad  0\  =  k(r,  z ). H a aro ro  ypaBHeiiiifl  MO>KHO  onpeflenHTb  JIH H HH  n an-
Cojibiuero  HaKJlOHa  cpyni<unH Hanp«>KeHKH  0  a B IIOCJIC^CTBHH  Tai<ji<c  dpyHKunio  <I>   n  HanpjiH- ceiniH   zgr

npoeKTiipoBaHHJi  TpyoqaTLix  ciep>KHefi  nojiHOCTbio  nepexoAHrqiix  B  n jiaciiwecKoe
cocTOHinie H o6paTHbiii  MeTOfl  pemeHHH 3aflaMH  06 ynpyro- nnacTuqecKOM   KpyieH un  ciepwH eft  nepeMen-
iioro  ceMemin  H3 nJiacnmecKH  neoflH opcwioro  MaTcpnana.

PaccMOTpen  TaKH<e Bonpoc  flecpopiwanHH  nnacTH^iecKOH  aoHbi  paccMaxpiiBaeMbix  CTep>i<nefi.
p>ifl  npHMepoB  H jiJiiocTpupyiomnx

S u m m a ry

PLASTIC  TORSION  OF  NON- HOMOGENEOUS  RODS  OF  VARIABL E  THICKN ESS

The  problem  of  plastic  torsion  of  rods  of  variable  thickness  made  of  materials  characterized  by  arbi-
trary  plastic  nonhomogeneity  (depending  on coordinates  /•, z  of  the  cylindrical  system  r, 0, z)  has  been
considered  in  the  paper.  The  mathematical  analogy  between  the  problem  under  consideration  and  the
problem  of  torsion  of  prismatic  transversally  nonhomogeneous  rods  (Galos  [3])  has  been  used.

The  solution  is obtained by  introducing the stress  function  0  what  reduces the problem  to the solution
of  the equation

|grad<Z>| =   k(r,ż ).

This equation enables  us  to  determine  the lines  of  maximum  slope  of  the stress  function  0  and, next, the
function  <f>   itself and the stresses  rgr  and T02.

The  method  of  designing  the  fully  plasticized  pipe  rods  is  presented  as  well  as  the  inverse  method
of  solution  of  the problem  of  elastic- plastic  torsion  of  variable  diameter  rods  made of  plastic non- homo-
geneous  materials. The question  of  deformation  of  the plastic  zone  in  the  rods  under  consideration  has
been also presented. A number of  numerical examples  is given.
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