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1. Wstep

Zagadnienie wyznaczania optymalnej linii brzegu ofrodka odksztalcanego w zakresie
sprezystym jest bardzo wazne w projektowaniu elementéw konstrukeji i ich wzajemnych
polaczen. Do takich elementéw nalezg waly i prety o zmiennej §rednicy, kola zebate,
wezly kratownic, polaczenia belek i shupéw itp. Nieuwzglednianie tych zagadnief prowa-
dzi do konstrukcji narazonych na ujemne efekty karbu, obnizajace ich maksymalna no§-
noéé, co pocigga za soba zmniejszenie bezpieczenstwa projektowanych konstrukcii.
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Rys. 1, Warunki brzegowe naprezen w wezle tréjramiennym

W celu ustalenia rozwazad zagadnienia optymalizacji brzegéw obszaréw plaskich po-
shuzymy si¢ przykladem wezla tréjramiennego (rys. 1). Zatozymy, ze wezel ten zostat wy-

cigty z konstrukcji i jego granice na odcinkach FGG'F’ i EE’ oraz obcigZenia dzialajace
wzdhuz tych granic sg dane.
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Sformutowanie zagadnienia na gruncie plaskiej teorii sprezystosci jest nastgpujgce.

Majac dane granice obszaru {2 na odcinkach FGG'F' i EE’ oraz wartoci naprezen
brzegowych wzdtuz tych granic nalezy znalezé linig ograniczajaca ten obszar na odcin-
ku EF tak, aby byt spelniony warunek ksztattowania odno$nie calego obszaru. Krawedzie
EF i E'F’ 53 nieobcigzone. Jako kryterium optymalnoéci przyjmujemy stato$¢ wielkosci
niezerowego naprezenia gtéwnego nazywanego w elastooptyce naprezeniem brzegowym,
wzdluz ksztaltowanego brzegu o, = const.

W przypadku stosowania funkcji naprezen Airy’ego nalezy znalez¢ taki brzeg obszaru
Q, aby w tym obszarze i na jego brzegach byly spetnione nastgpujace warunki na funk-
cje F:

a) Funkcja F(x,, x,) spelnia w obszarze réwnanie

1) V4F =0,

w ktérym V* oznacza operator biharmoniczny.
b) Na danych brzegach EE’, F'G’, G'G, GF spelnione sg warunki na warto$ci pierw-
szych pochodnych czastkowych F,y i F,,

) F, = G(x1,%2), Foa= Ga(xy, x3).

¢) Na poszukiwanym brzegu EF 1 E'F’ pochodne czgstkowe funkeji F maja stale war-
tosci

(3) F,, = Cy, F,=C,.
d) Na poszukiwanym brzegu EF jest spelniony warunek
@) V3F = C,

w ktérym V2 oznacza operator Laplace’a.

Warunek (1) zastgpuje réwnania réwnowagi i ciagtoéci deformacji w obszarze. Wa-
runki (2) i (3) wynikajg z catkowania naprezen wzdtuz brzegdw obszaru. Prawa strona
réwnania (4) jest niezmiennikiem wyraZajacym sie suma naprezen gtéwnych. Wzdtuz
brzegu wolnego od obciazen niezmiennik ten jest rowny warto$ci naprezenia normalnego
o kierunku stycznym do brzegu. Z kryterium optymalizacji — wyréwnania napreZenia
brzegowego do stalej warto§ci — wynika réwnanie (4).

Z matematycznego punktu widzenia nalezy rozwiazaé zagadnienie brzegowe réwnania
biharmonicznego z warunkami brzegowymi niejednorodnymi, o nieustalonej a priori
czgbel granicy obszaru, oraz wyznaczyé te granice z warunku narzuconego na poszukiwa-
ng funkeje. Sformutowane zagadnienie sprowadza si¢ wiec do okre§lenia wplywu granicy
obszaru na rozwiazanie zagadnienia brzegowego réwnania biharmonicznego, a nastgpnie
wyboru takiego brzegu, ktéry spelniatby postawiony warunek optymalizacji.

Zalezno$¢ rozwiazania zagadnienia brzegowego rownania biharmonicznego od granicy
obszaru byla przedmiotem prac [1], [2]. Prace te dotyczyly jednak szczegdlnych obszaréw
plaskich jakimi sg pélptaszczyzna i obszar kolisty oraz szczegbloych zakreséw zmian
brzegéw. Poniewaz zagadnienie wplywu zmiany obszaru na rozwigzanie problemu brze-
gowego réwnania biharmonicznego dotychczas nie doczekato sie ogblnego rozwigzania,
réwniez rozwigzanie zagadnied optymalizacji obszaréw plaskich byto mozliwe jedynie
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w szcezegbdlnych przypadkach. Uzyskano zadowalajace rozwiazanie teoretyczne powyzej
sfomruowalnego zagadnienia optymalizacji brzegdw jedynie w dwoch przypadkach:

— wyznaczenia ksztaltu otworu w tarczy nieskoficzonej w przypadku rozciagania
dwukierunkowego [3],

— optymalizacji ksztaltéw karbdw i linii przejécia w pretach rozciaganych o duzym
przekroju [4].

Inne problemy z tego zakresu wynikajace z praktyki inzynierskiej byly dotychczas
rozwigzywane za pomoca badai eksperymentalnych.

Spoérod wszystkich metod rozwiazan tego zagadnienia na drodze eksperymentu naj-
czedciej stosowane sa modelowe badania elastooptyczne. W badaniach tych rozwigzanie
zagadnienia uzyskuje si¢ metoda kolejnego poprawiania brzegu na podstawie wynikéw
uzyskanych z badai modelu nie spelniajacego warunku ksztaltowania.

2. Przeglad prac dotyczacych eksperymentainego wyznaczania linii brzegu o stalym napr¢zeniu

Zadanie efektywnego wyznaczenia brzegéw o stalym naprezeniu zostalo postawione
po raz pierwszy przez BAUDA. Zajmowal si¢ on obrzezem o stalym napreZeniu w przy-
padku waléw o zmiennej $rednicy, poddanych rozciaganiu. W pracy [5] stwierdzono,
ze w przypadku duzego stosunku wigkszej ze $rednic walu do mniejszej brzeg o statym
naprezeniu jest identyczny z konturem wolnego strumienia wody wyptywajacego z okra-
glego otworu. Rozwazania BAUDA znalazly potwierdzenie w badaniach elastooptycznych
THUMA i BAUTZA [6]. Rozszerzyli oni badania wykonane przez BAUDA na zginanie i skre-
canie oraz na wiekszy zakres stosunkéw Srednic watu., W pracy tej wykazano, ze przy
jednakowym zamocowaniu czgci walu o wiekszej §rednicy, brzegi o stalym naprgZeniu
odpowiadajgce zginaniu i skrgcaniu sg identyczne, natomiast brzeg walu rozciaganego jest

= >

Zginanie i shrecanie

Rozciggane

Rys. 2. Zalezno$¢ ksztaltu brzegu od wa-
warunkow obcigzenia walu o zmiennej §red-

nicy d
potozony po ich zewnetrznej stronie (rys. 2). Podano réwniez interpretacj¢ warunku wy-
réwnania naprezenia brzegowego w elastooptyce jako réwnolegtosci skrajnej izochromy
do brzegu badanego modelu.

W badaniach elastooptycznych DURELIEGO i MURRAYA [7] poszukiwano zaleznosci
naprezenia na brzegu eliptycznego otworu od stosunku jego pétosi, w tarczy dwukierun-
kowo rozciaganej. Na podstawie obserwacji modeli wykazano, ze naprgZenie dookota
otworu jest stale, jezeli stosunek osi elipsy jest réwny stosunkowi statych naprezed wy-
wieranych na wzajemnie prostopadtych krawedziach.
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Wyznaczaniem linii przejécia pomigdzy dwoma zgbami kota przekladni zajmowalo sig
wielu autorédw. Miedzy innymi Heywoob [8] poréwnat wyniki badan ciaglego polaczenia
pomiedzy dwoma zgbami kofa przekladni z badaniami obrzeza ograniczonego dwoma
tukami kota i linig prosta. Ten sam autor [9] i [10] zajmowal si¢ wyznaczaniem linii facza-
cej dwa boki kolnierza obudowy silnika. Zaproponowat on metodg kolejnego ulepszania
ksztaltu modelu oparta na dodawaniu warstwy materialu w punktach, w ktdrych napre-
Fenia wystepujace w modelu badanym sg wigksze od nominalnego i odejmowaniu w punk-
tach o naprezeniach mniejszych od nominalnego. Grubo$é warstwy dodawanej lub odej-
mowanej okre§lono za pomoca wzoru empirycznego

oy
%) §=ocR( —0';_1)’

w ktérym przyjeto oznaczenia:
przesunigcie brzegu (dodatnie na zewnatrz, ujemne do wewnatrz),
promien krzywizny brzegu,
napreZenie brzegowe,
gy napreZenie nominalne,
o stala réwna okolo 1,5 (wybierana metodg préb).

Nieokre§lonoéé statej o oraz wyznaczanie promienia krzywizny obrzeza R z pomiaru
w kazdym punkcie brzegu sa powodem duZej dowolnoéci rachunku zaproponowanego
przez HEYwooDA. Postugujac si¢ wzorem (5) wyznaczyt on efektywne linie przejécia po-
migdzy bokami katownika zginanymi na koncach czystym momentem (rys. 3). Proces
poprawy brzegu modelu powtarzano siedmiokrotnie, co wskazuje na staba zbieznoéé za-
proponowanego postgpowania.

Z opublikowanych prac widaé, Zze zbiezno$é stosowanych dotychczas eksperymental-
nych metod kolejnego ulepszania ksztaltu brzegu jest bardzo mata., Wynika to z faktu,
Ze oparte sa one na przestankach intuicyjnych, a nie na ogélnym rozwiazaniu zagadnienia
zmiany napreZen przez zmiang funkcji brzegu, przy ustalonych warunkach obcigZenia
badanego modelu.

W dalszym ciagu artykutu przedstawimy metodg iteracyjna wyznaczania optymalnego
ksztattu brzegu modelu plaskiego opracowang przez S. OWCZARKA.

Tok postgpowania w tej metodzie jest nastgpujacy:

a) wyznaczenie przyblizonego ksztaltu optymalizowanego brzegu modelu,

b) wyznaczenie przy pomocy elastooptyki naprezenia brzegowego w tym modelu,

c) wypisanie zaleznoéci napreZenia brzegowego od wspdirzednych brzegu optymalizo-
wanego, w oparciu o przyblizong teorie, na przyklad klasyczng wytrzymalo§é materiatéw,

d) okreSlenie przesuni¢cia & a nastgpnie ksztaltu brzegu modelu do badan w etapie
nastepnym, z warto$ci [punkt b)] i gradientu [(punkt ¢)] naprezenia brzegowego.

Kolejne etapy sa powtarzane az do spelnienia kryterium ksztaltowania, to jest sta-
loéci naprezenia wzdtuz optymalizowanego brzegu.

Czynnosci a) i b) sg identyczne ze stosowanymi przez innych autoréw w rozwiazy-
waniu analogicznych probleméw. Istota opisywanej metody zawarta w punktach ¢} i d)
polega na tym, Ze wielko§é przesuniecia brzegu & jest wyprowadzona z rozwazan nad
zmiang naprgzenia brzegowego przy zmianie jego ksztattu.
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Rys. 3. Ksztalt linii brzegu o stalym naprezeniu katownika obciazonego czystym momentem

Zasadniczg treé¢ metody z wyprowadzeniem wzordw 1 przykladem obliczenia brzegu
ulepszonego w oparciu o wyniki badan modelu wstgpnego podano w punkcie 5. Zastoso-
wanie metody zilustrowano na przykladzie wyznaczen'ia optymalnego ksztaltu polgczenia
stupa z belka przy danym polu statycznym sit zewnetrznych.

3. Schemat, obciaZenia i opis kolejnych etapéw wyznaczania ksztaltéw modeli

Model przyjety do badan i obcigzenia, przy ktérych poszukiwano optymalnego ksztal-
tu przedstawiono schematycznie na rys. 4. Stan obciaZenia modelu jest okreSlony sitami:
dwiema pionowymi P i jedna ukoéng Q dzialajacg po przekatnej pod katem « = 33°

Ksztaltu optymalnego poszukiwano w dwéch przypadkach stanu obciaZenia stupa
zgieciowego oraz bezzgieciowego. W stanie zgieciowym sitami obcigzajacymi byly sity
P i Q, natomiast w stanie bezzgigciowym wystepowaly jedynie sity P.

Jako kryterium wyznaczania optymalnego ksztaltu stupa monolitycznie potgczonego
z belka przyjeto staloéé niezerowego naprezenia gldwnego wzdtuz nieobciazonej krawedzi
EF i E'F' (rys. 4). Wykonano dwa etapy badan. Do badah w pierwszym etapie przyjeto
w obydwu przypadkach stanu obciaZenia po dwa modele.
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W przypadku stanu zgieciowego ksztalt pierwszego modelu byt wyznaczony z kry-
terium minimalnej energii sprezystej od zginania i §ciskania przy stalej objgtosci tworzy-
wa wedlug elementarnych wzoréw wytrzymalosci materialéw przy obcigzeniu P = 75 kG,
Q0 = 30 kG. Ksztalt brzegu drugiego modelu zalozono w postaci elipsy o wyréwnanych
naprezeniach na pélosiach przy tym samym obcigZeniu.

o =P

o
. ! =z
~—efl[e’ S
X2
L 2 L
4 :
T ; s,
1o ! to
L 6Ly |

Rys. 4. Schemat modelu i jego obciazen

W przypadku stanu bezzgigciowego ksztalt brzegu modelu na odcinku EF (rys. 4)
wyznaczono z warunku wyréwnania napreZenia brzegowego wediug elementarnych wzo-
réw wytrzymalo$ci materialéw. Na przykiad model 5 wyznaczono ze wzoru (30). Kladac
we wzorze (30) o, = 190 kG/cm? otrzymano réwnanie uwiktane ksztaltu brzegu modelu 5.

Po wykonaniu badan elastooptycznych w etapie pierwszym w oparciu o uzyskane
z nich wartoéci naprezen brzegowych zaprojektowano nowe modele do badan w etapie
drugim. Wyznaczenia brzegéw modeli do badan w etapie drugim dokonano wedlug me-
tody przedstawionej w punkcie 5 niniejszego artykulu, zawierajacym jako przyktad obli-
czenie wspoirzednych brzegu poprawionego wykonane w oparciu o wyniki badaf mo-
delu 1.

Przed przystapieniem do wyprowadzenia wzordw na przesunigcia brzegu § na podsta-
wie wynikéw badan modelu niespetniajacego warunku optymalizacji, przeprowadzimy

rozwazania wstepne nad zagadnieniem zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funk-
cji brzegu.

4. Wplyw ksztaltu brzegu na naprezenie brzegowe

Rozwazmy zagadnienie zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funkcji brzegu
na odcinku EF i symetrycznym do niego odcinku E'F’ (rys. 5). Zakladamy stato$¢ pozosta-
tych brzegbéw E'E, FG, GG', G'F' i obciaZen na nich dzialajacych.
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W celu wyciagnigcia pewnych wnioskéw jakoSciowych odno$nie zmiany naprezenia
brzegowego przy zmianie brzegu oprzemy si¢ na twierdzeniu o bliskoSci zasiggu zmian
odksztalcen. Twierdzenie to w pracy Heywoopa ([10] s. 122) podano jako Proximity

Rys. 5. Brzeg i jego wariacja

Low: «Pole naprezei zmienia si¢ tylko lokalnie przez lokalne nieregularnoéci w ksztalcie
ciata i lokalny rozklad dziatajacych sil».

Blisko§é zasiegu zmian pola naprezef przez lokalng zmiane ksztaltu ciala zostala
potwierdzona w rozwigzanych przez NEUBORA zagadnieniach koncentracji naprezen [11].
Druga cze§¢ przytoczonego twierdzenia jest odmiang sformutowania twierdzenia St. Ve-
nanta.

Dowdd twierdzenia o bliskoS§ci zasiegu zmian odksztalcen przez wprowadzenie ele-
mentu AV zostal podany przez WASIUTYNSKIEGO w pracy [12].

Opierajac sie na twierdzeniu o bliskoSci zasiggu zmian naprezen przez lokalna zmiang
ksztaltu brzegu wprowadzimy pojecie otoczenia wplywu.

W celu uproszczenia rozwazan wprowadzimy definicje odnoénie zagadnienia plaskie-
go: otoczeniem wplywu danego punktu nalezgcego do brzegu ciala bedziemy nazywac
taki przedzial linii brzegu 4B (rys. 6), w ktérym wprowadzenie zmiany (karbu) danego

a) 5 ' b). N ,
6 6 6 ‘f 6
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Rys. 6. Otoczenie wplywu punktu P(x,, x,)

rzedu wielkoéei o okre§lonej geometrii powoduje w tym punkcie zmiane naprezenia tego
samego rz¢du. W zagadnieniu przestrzennym nic by si¢ nie zmienito w powyzszym sfor-
mutowaniu jedynie, brzeg liniowy nalezatoby zastapi¢ przez powierzchni¢ ograniczajaca,
a stan jednoosiowy przez stan dwuosiowy.

Wielko$§¢ otoczenia wplywu zalezy od geometrii karbu (zmiany). Otoczenie wplywu
danego punktu brzegu zwicksza si¢ wraz z wymiarem karbu. Wymiar karbu okrefla ob-
szar dopuszczalnej zmiennosci brzegu.
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Rozwaimy zagadnienie zmiany napreZenia brzegowego przy zmianie funkcji brzegu
o ustalonych koncach E, F (rys. 5).

W przeprowadzonych rozwazaniach przez x,, x, oznaczono wspélrzedne dowolnego
punktu rozpatrywanego zakresu zmienno$ci brzegu. Zal6zmy, Ze sg to wspélrzedne kar-
tezjanskie. Niech bedzie dany wezel tréjramienny o brzegu opisanym réwnaniem

(6) ;2 = ;Z(XI)'

Rozpatrzmy rodzing brzegéw o postaci

0
N ;2 = X3 () +p(x)),
w kibrej o oznacza parametr, 7(x,) funkcja réwna zero na koncach przedziatu EF. WeZmy
punkt P(x,, x,) (rys. 5) nalezacy do wszystkich krzywych rozpatrywanej rodziny brzegéw.
Warto$é napreZenia brzegowego w tym punkcie bgdzie rézna w zaleznoéei od charakteru
krzywej brzegowej. Zalezno$¢ tego naprezenia od wspdirzednych punktu P(x,, x,) i po-

chodnych funkcji brzegu ;\“’, aZz do rzgdu r wlacznie moZna wyrazi¢ za pomoca wzoru

®) O = (%1, Xa, Xo, X4, ooy X9, L, X9)
w ktérym f jest funkcjg ciggla r+2 zmiennych, a r > k.
Aby okresli¢ blizej liczbe k przeprowadzimy nastgpujace rozumowanie. Rozwazmy

dwie bliskie krzywe 3?2, 3162, odpowiadajace parametrom o = 0, & = 1. Niech linie te
maja wspblny punkt, ktérego wspoirzedne oznaczymy przez xf

., L0 L1 .
Rozwifimy w szereg Taylora obydwa brzegi x, i x, w otoczeniu punktu x7f.

©)  %(x)) = xB(xy)+ X2 (D) (x, — x0) + 2()'6) (x, ~xP)% + x2 (xP)

(o —xDF+ .+

1]
x8(x)
r!

Xy
Goo—xDy+ [ RO (xy—tyat,

<P
1

:, x4 (o)
(10)  x2(x) = A +05(eD) (e =)+ -, (ry —xD? +

Xy

bt 2D oy L[ty oy

X
1

()
kU

Tym dwém brzegom w punkcie x{ beda odpowiadaé naprezenia of i o} wyznaczone
ze wzoru (8)

o [} 0 0 [}
@an oy = f(xf, x5, x5, x5, ..., x¥, ..., x¥),
1 1 1 1 1
(12) of = f(x%, x5, x5, x5, ..., %0, .., xi).
Zaloézmy teraz, Ze istnieje taka liczba k, Ze
[} 1 o 1 0 1 [} 1 0 1
(13)  xa=x5, x5 =x1, .., xP = x, xfr 2 D XD s xiD),

przy ktbrej obydwie krzywe mozna przyjaé za identyczne w otoczeniu wplywu punktu x%.
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Z zalozenia identycznoéci obydwoch brzegdédw w strefie wplywu punktu P o wsp6l-

rzednych x% , x§ wynika réwno$¢ naprezen brzegowych w tym punkcie

(14) o = of.

Jezeli k jest takie, ze obydwie krzywe (9) i (10) moZna przyjaé za identyczne w otocze-
niu wplywu danego punktu, to naprezenia w obydwu przypadkach krzywych brzegowych
beda identyczne. Poniewaz pochodne tych krzywych wzgledem ich wspotrzednych od
rzedu k do r sa rdézne zatem wnioskujemy, Ze napreZenie brzegowe zalezy od pochodnych
tylko od rzedu k& wlacznie

(]5) Op = f[xb Xza x:'l(-xl), xIZ'(xl)a (AR ] X(Zk)(xl)]'

Liczba k zalezy bezposrednio od wielkosci otoczenia wplywu, albo méwigc inaczej
od wielkosci obszaru, w ktérym dopuszczamy zmiany brzegu, k jest tym wieksza liczbg
naturalna, im wieksze dopuszczamy otoczenie krzywej.

Jezeli zalozymy, ze rozpatrujemy zmiang naprgzenia na krzywych gladkich i w bez-
poércdhim otoczeniu danej krzywej — o malych dopuszczalnych zmianach brzegu, to
mozna rozpatrywaé naprezenie brzegowe jako funkcje wspoélrzednych kartezjanskich

(16) op = flx1, X3).

Wynik rozwazan (16) zostanie zastosowany ponizej do wyznaczenia przyblizonej war-
todci gradientu napreZenia brzegowego generowanego przez zmiang funkeji brzegu, z pola
skalarnego zaleznego tylko od wspdirzednych x,, x,.

5. Metoda gradientu korygowania ksztaltu brzegu na podstawie wynikéw badai wst¢pnego modelu

5.1, Wyprowadzenie wzoréw na wspéirzedne brzegu poprawionego. Metoda korygowania ksztat-
tu brzegu jest oparta na nastepujacych wnioskach wynikajacych z wyzej przeprowadzo-
nych rozwazan:

— konstruowanie funkcji naprezenia brzegowego wystepujacego przy zmianach brzegu
w dopuszczalnym obszarze zmiennosci daje sie sprowadzi¢ do pola skalarnego zaleznego
od skoniczonej liczby zmiennych niezaleznych,

—rzad zmiennych niezaleznych przy konstruowaniu pola napre¢zenia brzegowego
w przypadku matych obszaréw dopuszczalnej zmiennoécei i dostatecznie regularnej klasy
brzegbw moze byé tak niski, Ze pole to mozna traktowaé jako zalezne tylko od wspdl-
rz¢dnych kartezjaniskich.

Z teorii pola wiadomo, ze:

(17) ‘ doy, = grad o, * dr,
(18) gradoy, = 0y, i+ 0p,21].

We wzorach (17) i (18 oznaczono:

dr — eds przyrost wektora micjsca,
i wersor kierunku x,.
i wersor kierunku x,.

4 Mechanika Teoretyczna
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Jezeli e jest jednostkowym wektorem gradientu, to przyrost pola naprezenia wzdhuz,
jego linii o diugoéci rézniczkowej ds wyniesie

(19) doy = ||gradoy||ds.

Przy malych zmianach brzegu mozemy zastapi¢ rézniczki wystepujace we wzorze (19)
przez skonczone przyrosty, a wigc:

(20) doy = Gy—of, ds=20.

Przyjeto tu nastepujace oznaczenia:

G, warto§¢, do ktérej wyréwnujemy napreZenia brzegowe,

o) warto§¢ napreZenia brzegowego w modelu badanym,

6 réznica odlegloSci punktéw brzegu poprawionego i badanego mierzona wzdtuz
wektora gradientu. Wielko§¢ & przyjeto nazywal przesunigciem brzegu.

Podstawiajac (20) do (19) otrzymano wzér na przesuniecie brzegu

op—0p

21 d=ds =—"2>—,
@D leradoy]

Wzér (21) mozZe by¢ pordwnywany np. ze wzorem empirycznym (5) na poprawe brze-
gu, zaproponowanym przez Heywooba. Oznaczajac wspolrzedne punktu, w ktérym ksztalt
ma byé skorygowany przez x,, x,, poprawionego przez X, X, znajdujemy:

X, = x,+4x,,
22) X, = x,+4x,.
Przyrosty wspéirzednych kartezjadskich obliczono z zaleznoécei:
(23) Ax, = dcosa, Ax, = dcosf,
w ktorych cosa, cosf cosinusy kierunkowe gradientu pola napreZenia brzegowego
24 Y S — , cosf = Ib.2

Voi i +03 2 Voii+toia
Podstawiajac (23) i (24) do (22) otrzymano ostatecznie wzory na wspdlrzedne brzegu
poprawionego:
Eb—o‘{, Eb—-o‘f,
25 X = —_— X == —_— .
25) 1 =X+ oZ oL Op, 15 2 = X+ Z T, Ob, 2
Wzory (25) odnosza sig do dowolnego modelu i dowolnych obcigzed nafi dzialaja-
cych. Przystosowanie wzoru (25) do danego modelu polega na przyjeciu odpowiedniego

pola skalarnego naprezen brzegowych o,,.

5.2. Przyklad obliczenia wspélrzednych brzegu poprawionego wykonany w oparciu o wyniki ba-
dan modelu 1. Funkcje naprezenia brzegowego o, na odcinku EF (rys. 4) przyjeto
poprzez modyfikacje wzoréw wytrzymatosci materialéw w sposéb nastepujacy: zaklada-
jac, Zze sa znane napreZenia normalne o, i 0, i biorac pod uwagg, Ze napreZenie gléwne
o kierunku normalnym do brzegu jest réwne zeru (brzeg nieobciazony) i wychodzac
z pierwszego niezmiennika naprezen I, okre§lono warto§¢ nmaprezenia brzegowego jako

(26) I, =0,=0,+0,.
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Przyjmujac, Ze:
o _ M(x,) N(x,) o __ M(n) N(n)

(27) o W(XZ) A(XZ) ’ o= W(Xl) A(Xl) ’
otrzymano
(28) oo = M) | NG | M@ NGy

Wix) — Alxs) - Wix) o AGx)

We wzorach (27) i (28) przyjeto nastgpujace oznaczenia:

Xi, X wspéirzedne dowolnego punktu rozpatrywanego brzegu EF (rys. 4),

M(x,), N(x;) moment zginajacy i sita wzdluzna w przekroju poziomym stupa, odnie-
sione do jego §rodka cigzkodci,

M(n), N(n) moment zginajacy i sita wzdluzna w przekroju pionowym belki, odnie-
sione do jej §rodka ciezkosci,

Wi(x,), A(x,) wskaznik wytrzymatodci i pole przekroju poziomego stupa,

Wi(x,), A(x;) wskaznik wytrzymatodci i pole przekroju pionowego belki.

Wz6r przyblizony (28) mégltby by¢ zastosowany do wyznaczenia wspéirzednych brze-
gu poprawionego ze wzoru (25), bowiem w przedstawianej metodzie nie postuluje sie
$cistego okre§lania pola napreZenia brzegowego. Stawiane jest jedynie wymaganie, aby
zaleznoé¢ naprezenia brzegowego od wspéirzednych brzegu byla wyprowadzona z roz-
wazan przyblizonych, jak na przyklad w tym przypadku przy uzyciu wzordéw wytrzyma-
to$ci materiatow. JednakZe jest oczywiste, Zze imn §ci§lejszg postaé funkcji przyjmiemy za
podstawe do obliczenia gradientu naprezenia brzegowego tym wyniki beda lepsze. Dazac
do uécidlenia wzoru (28) wprowadzono wspbiczynniki funkcyjne (29):

(29) g = [’;1‘_“;] A

Wprowadzajac wspolczynniki (29) do wzoru (28) otrzymano

| M(xy) N(xy) li—x, : M(n) N(n) ]( Xy )2

oo o= Fed S | e [ ] e o
Postaé wyrazen (29) zostala zaproponowana po porédwnaniu wynikéw z badafi czte-

rech modeli z pierwszego etapu badaf z warto§ciami wyznaczonymi ze wzoru (30).
Wspblczynnik f jest wspédlczynnikiem koncentracji naprezen w punkcie o wspélrzed-

nej x, =0, x, = b (punkt E na rys. 4), a wspblczynnik B jest wspéiczynnikiem koncen-

tracji w punkcie modelu o wspétrzednych x, = I, x; = /—a (punkt F na rys. 4). Mozna

si¢ o tym fatwo przekonaé podstawiajac wspétrzedne punktéw E i F do wzoru (30).

31 = oh x =0 _ ah Xy = l—a.
R RN IR 7 () R (0)

W) | AGr) |7 W) T AG)

x, =1

We wzorze (31) o} oznacza naprezenie brzegowe otrzymane z badafi.
Wspotczynniki B, B3 wyznaczone po wykonaniu pierwszego etapu badan wynosiy:
By = 1,025, B; = 1,243.
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Momenty i sity podtuzne w przypadku modelu I (rys. 4) sa okreSlone nastepujacym;
funkcjami:

M(xy) = Taxy, N(x1) = Ny,
& M) = My, x3) = TofBh =) - 2202028
N(n) = Np.
Podstawiajgc dane z badafn P = 75 kG, Q@ = 30 kG, sina = 0,5547, cosa = 0,8321 otrzy-
mamy:
N4 = 2P+ Qsina = 150430 0,5547 = 166,4 kG,
T, = Qcosa = 30-0,8321 = 25 kG,
Tp = P+Qsina = 754+30-0,5547 = 91,41 kG,
Np = Qcosa = 30-0,8321 = 25 kG.
Funkcje okre§lajace parametry geometryczne w przypadku modelu 1 maja postaé:

W(x,) = %(xz)z, A(x) = 2gx,,
(33) )
Wy = BI04 = gliva-x),

Podstawiajac (33) i (32) do (30) przy danych/ = 8 cm,/;, = 4cm,a = 3cm, g = 1 cm,
b = 0,81 cm otrzymano:

2
(34) o= [37,52;:1 + i-”ﬁ] [ 4_x2] B+

x3 x> || 3,19
N 548,45(12—x2)—zs(5—x1) L2 EN 2;93.
(11=x,) (11—-x;) 5
Przez rézniczkowanie (34) otrzymano:
315 (4-x, 1096,9(12— x,)— 150(5— x,) 75

Tt = ( 3,19 ) ’3“’[ (IT=x))? (11 —x,)? +

25 x4\ 1096,9(12 — x,) — 150(5 - x,) 50 | x
+ (11—x1)2](T) ’33+[ T=xy  — tiiox |25 P>

39

75x, 8327 [ 4-x,\*
oz = _[ IR ]( 3,19 ) A=

75x, - 1664 [ 4~x, 548,45 T{x, )’
i o (S
Podstawiajac wspdirzedne w dziesigciu punktach brzegu obliczono wartosci nume-
ryczne pochodnych danych wzorem (35). Wyniki zestawiono w tablicy 1, ktéra zawiera
réwniez wartofci naprezen brzegowych otrzymanych z badan modelu 1. W tablicy tej
wykonano obliczenie wspéirzgdnych brzegu poprawionego wedlug wzoru (25) na pod-

stawie wynikéw badan modelu 1. Wykres ksztaltu wykonany w oparciu o obliczone
w tablicy wspdirzgdne brzegu poprawionego przedstawiono na rys. 11a. Wykres ten jest
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jednoczednie ksztaltem brzegu modelu 3 poddawanego badaniom w stanie zgieciowym
w etapie drugim. Analogicznie na podstawie wynikéw badan modelu 5 zaprojektowano
model 6 do badaf w stanie bezzgieciowym w etapie drugim (rys. 11b).

6. Opis badan

Wykonano badania szefciu modeli. W etapie pierwszym wykonano badania czterech
modeli. Numerami 1 i 2 oznaczono modele badane w stanie zgieciowym, a numerami 4 i 5
w stanie bezzgigciowym stupa. W etapie drugim wykonano badania dwéch modeli: sta-
nowi zgigciowemu obcigzefi odpowiada Nr 3, a stanowi bezzgigciowemu Nr 6,

Jak wspomniano wyzej kryterium stalosci naprgZenia brzegowego sprowadza sie
w elastooptyce do latwo sprawdzalnego, wizualnego efektu réownolegtoéei skrajnej izo-
chromy do ksztaltowanego brzegu. Poszukiwano wige takich ksztaltéw modelu, przy
ktoérych skrajna izochroma byla réwnolegta do ksztaltowanej krawegdzi na odcinkach
EF, F'L' w stanie zgigciowym 1 EFL, E'F’L’ w stanie bezzgigciowym stupa (rys. 4).

Modele wykonano z materialu elastooptycznego VP 1527 w stanie wygrzewanym,
Obciazenia w postaci trzech sit skupionych: dwoch pionowych P i jednej ukoénej Q rea-
lizowano bezpo$rednio przez vklad dZzwigni i krazka. Badania wykonano w polarysko-
pie o §rednicy pola widzenia 30 cm w $wistle rozproszonym. W kazdym przypadku ob-
cigzenia rejestrowano obrazy izochrom catkowitych i potdwkowych. Obrazy izochrom
uzyskiwano w monochromatycznym $wietle sodowym. Obrazy te rejestrowano za pomoca
aparatu Exacta Varex na blonie panchromatycznej o czutoéci 10 DIN.

Rys. 7. Obrazy izochrom w modelach przy obciazeniu P = 75 kG, Q = 30 kG; a) model 1, b) mo-
del 2

W badaniach etapu pierwszego na podstawie zdje¢ izochrom wykonano wykresy
naprezen brzegowych. )

Izochromy przy sitach P = 75 kG, Q = 30 kG w modelu 1 przedstawiono na rys. 7a,
a w modelu 2 na rys. 7b.



; a) model 1,

, 0 =30 kG;

Rys. 8. Wykresy naprezen brzegowych przy obciazeniun P =75 kG

b) model 2

{539)
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Wykresy naprezen brzegowych przy tym obcigZeniu wykonano na rysunkach 8a i 8b.

Obraz izochrom w modelu 4 przy sile P = 110 kG i w modelu 5 przy sile P = 112,5 kG
przedstawiono na rys. 9, a wykresy naprezen brzegowych wykonano na rys. 10.

Badania w etapie drugim wykonano przy réznych warto$ciach sit P i Q. W stanie
zgieciowym sily te zmieniono proporcjonalnie tak, Ze ich stosunek wynosit P:Q = 2,5
i byt réwny stosunkowi tych sit w etapie pierwszym. PoniewaZ efekt réwnoleglosci skraj-
nej izochromy do brzegu w badaniach etapu drugiego byl niewatpliwy, zdjecia izochrom

Rys. 9. Obraz izochrom w modelach; a) model 4 pod obciazeniem P = 110 kG, b) model 5 pod
obcigzeniem P = 112,5 kG

wykonywano przy obcigZzeniach odpowiadajacych potozeniom skrajnych izochrom na
brzegu badanego modelu.

Zdjecia odpowiadajace potozeniom na brzegu modelu 3 kolejnych poléwkowych
izochrom od rzgdu 0,5 do 3,5 zestawiono na rys. 12a. Analogiczne zdjecia izochrom na
brzegu modelu 6 zestawiono na rys. 12b.

Na podstawie rys. 12a i 12b stwierdzono, Ze ksztatt brzegu modelu 3 (rys. 11a) moze
by¢ przyjety (rys. 11b) jako rozwiazanie stanu zgieciowego, a ksztalt modelu 6 — stanu
bezzgieciowego stupa.

Uzyskanie zadowalajacego spetnienia warunku ksztaltowania juz w drugim etapie ba-
dan stanowi potwierdzenie opisanej w punkcie 5 metody korekcji brzegéw. Zdaniem
autoréw niniejszego artykutu dalszy postep w rozwiazywaniu zagadnien wyznaczania
ksztaltéw brzegu modelu jest zalezny od udoskonalenia techniki badawczej oraz doklad-
noéci wykonywania badanego modelu.

7. Wnioski ogdlne dotyczace ksztaltu brzegu réwnej wytrzymaloSci

Pierwsze kolejne pochodne funkcji brzegu réwnej wytrzymalosei sa ciagle wzgledem
jego wspdirzednych.
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Rys. 10. Wykresy naprezen brzegowych: a) w modelu 4 pod obciazeniem P = 110 kG, b) w mo-
delu 5 pod obcigzeniem P = 112,5 kG
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Rys. 11. Wyznaczone ksztalty brzegbw réwnej wytrzymatosci: a) stan zgieciowy modelu, b) stan
bezzgieciowy modelu

Rys. 12, Obrazy izochrom poléwkowych w modelach przy obciazeniach odpowiadajacych polo-
Zeniom na brzegu ich kolejnych rzedéw od 0,5 do 3,5.; a) model 3, b) model 6
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Dtugoéé linii laczacej dwie czebci jest wigksza od strony tej czesci, ktdra posiada wigk-
sze nominalne naprezenie. JeZeli nominalne naprezenie wzdluz strony 4 (rys. 13) jest
wieksze w porédwnaniu ze strong B, wtedy linia laczaca punkty G i B o stalym napreze-
niu ma ksztalt, jak pokazano na rysunku. W przypadku, kiedy szerokofci taczonych bo-
kéw a i d sg réwne 1 z obydwu stron wystgpujg réwne napreZzenia nominalne, linia brze-
gu jest symetryczna wzgledem jej §rodka, AEB na rys. 13. Promien krzywizny jest naj-
wiekszy w punkcie 4 i B, a najmniejszy w punkcie §rodkowym. Podobna jest relacja
pomiedzy stosunkiem szerokoéci $cian tgczonych czeéci, a:d. Linia brzegu jest dtuzsza
od strony elementu o mniejszej szerokosci, GCB na rys. 13. Ksztalt linii brzegu zalezy

- d
B
Rys. 13. Zalezno$é¢ ksztaltu brzegu od na- \\ £ 4
prezenia nominalnego i stosunku szeroko$ci S 9
bokéw A } di

od typu obcigZenia, pelniejszy przekrdj jest wymagany dla obciaZenia rozciagajacego
niz dla zginania lub skrecania (rys. 2).

Dotychczas nie zostata opracowana metoda, ktéra pozwolitaby na drodze teoretycz-
nej wyznaczy¢ linie brzegu réwnej wytrzymalosci konstrukcji plaskiej przy dowolnym
obcigzeniu. Dlatego tez przy projektowaniu nowych konstrukcji podlegajacych ztozo-
nym stanom obcigZzenia nadal konieczne jest stosowanie badail eksperymentalnych.
Przedstawiona w punkcie 5 metoda poprawy brzegu stanowi dalszy postgp w rozwia-
zywaniu zagadnienia wyznaczania linii brzegu o stalym naprezeniu poprzez elastooptycz-
ne badania modelowe.
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MIPUMEHEHUE TIOXAPUIAITMOHHO - OTITUYECKUX MOIXEJLHBIX
UCCIETOBAHMN IJIST ONPENEJEHNS OTITHMAJILHBIX OUEPTAHUM
IIOCKUX KOHCTPYKUUN

CopmymipoBana 3agadya of ONpeje/IeHHH OUEPTAHME IUIOCKHX KOHCTPYKIMI, YIOBIETROPSIOUMX
YOIOBUIO ITOCTOTHCTBA HANPSDKeHHA Ha Kpaio, Jan o63op paboT, OTHOCAMWMXCA K 3TOMY BOMNpOCY.
Fbonee oBWMPHO HBNON(EH SKCIEPHMEHTANBHBIH MCTON, COCTOAINUH B KOPPEKIMMH MepBOoHavallbHON
MOJIEJIH, HE YHOBIETBOPSUIOUIEH YC/IOBHIO ONTHMANLHOrO (HOPMHPOBAUHNSI, IYTeM [00ABICHHSA HITH
H3BATHA MaTepnana. Heobxogumoe ngmeHeHHe Kpasl BBIUMCIAETCA 0 JEHHLIM IOJIAPHUIALOHHO-OTH~
YeCKHX HCCef0BanHi, mpuuem NpHOIHYKEHIOE 3HaUeHKe IPajIieHNTa HanpsDKeHUH onpeesser HOBoeE,
MCOpaBJICHHOE OUEpTAHME MOYend, DTa MPOHEAypa IOBTOPAETCS [0 MOJNYUeHHsI BLIPABHEHHOI'O Kpae-
BOr'0 HANpPsHKEHHS,

MeTon HITOCTPHPYETcsl IPUMEPOM ONpENEeNIEHH ST JIMHUH TIEPEX0a OT GAIKH I¢ OIIOPHOMY CTONGY.

Summary

APPLICATION OF PHOTOELASTIC MODEL INVESTIGATIONS FOR DETERMINATION OF
OPTIMUM SHAPES OF TWO-DIMENSIONAL STRUCTURES

The problem of determination of shapes of plane structures satisfying the condition of constant bound-
ary stresses is formulated in the paper. Survey of relevant literature on this subject is given. Moreover,
an experimental method consisting in improving the initial model by adding or substracting some material
is presented in a more detailed manner. The displacement of the boundary calculated on the basis of photo-
elastic investigations and an approximate value of the stress gradient give the new improved shape of the
model. This procedure may be repeated as long as the uniform boundary stress is obtained. The method
described is illustrated on the example of determination of the transition line between a column and
a beam.

NISTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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