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1.  Uwagi  wstę pne

Istnieje  dość bogata  literatura  dotyczą ca  inż ynierskich  metod obliczania  oporów, jakie
stawia  grunt  lub  inny  oś rodek  sypki  przy  urabianiu  go  narzę dziami  mechanicznymi.
Jednakże  wobec  trudnoś ci,  jakie  sprawia  opracowanie  teorii  mechanicznego  urabiania,
opartej  na bardziej  solidnych  podstawach,  metody  te mają   bardzo przybliż ony  charakter,
a  niekiedy  notuje się  nawet  poważ ne  rozbież noś ci  mię dzy  nimi. Z reguły metody  inż ynier̂
skie  ograniczają   się  do wyznaczenia  wielkoś ci wypadkowych  sił  działają cych na narzę dzie.
Ich  najpoważ niejszym  brakiem  jest  pominię cie  kinematyki  ruchu  oś rodka,  ale  również
w  zakresie  statyki  nie moż na na ich podstawie  obliczyć,  na przykł ad, rozkł adu  nacisków
na powierzchni  narzę dzia.

Rozpowszechniony  jest  poglą d,  że mechanika  procesów  urabiania  gruntów  jest  zbyt
zł oż ona,  aby moż na  było do jej  analizy  stosować  metody  matematyczne  analogiczne do
metod stosowanych  w teorii plastycznoś ci.  Jednakże notowany w ostatnich latach  wyraź ny
rozwój  matematycznej  teorii  mechaniki  gruntów  wskazuje  na celowość  podję cia  poważ-
niejszych  prób  zastosowania  jej  metod  do analizy  róż nych  procesów  urabiania  gruntów.
Oczywiś cie  pojawia  się   tu  szereg  poważ nych  trudnoś ci  dotyczą cych  zarówno  przyję cia
odpowiedniego  modelu  opisują cego  zł oż one  fizyczne  własnoś ci  rzeczywistych  gruntów,
jak  i  samego  rozwią zywania  lub nawet  sformułowania  odpowiednich  zagadnień  brzego-
wych  dla  konkretnych  przypadków,  nawet  przy  założ eniu  moż liwie  prostego  modelu
gruntu.  Tym niemniej  dla  niektórych  praktycznie  waż nych  procesów  mechanicznego
urabiania moż na już przedstawić  rozwią zania  uwzglę dniają ce  statykę   i kinematykę   ruchu
oś rodka.  Rozwią zania  te odnoszą ce się  do pł askiego  stanu  odkształ cenia polegają   na zbu-
dowaniu  siatek  charakterystyk  dla naprę ż eń  i  prę dkoś ci,  a nastę pnie na  skonstruowaniu
planu prę dkoś ci.  Moż na również prześ ledzić na drodze teoretycznej znaczny etap przebiegu
tych  procesów  metodą   kolejnych  kroków.  D la niektórych  waż nych  procesów  urabiania
gruntów  rozwią zania  teoretyczne  mają   bardzo  prostą   postać  i  nadają   się   bezpoś rednio
do obliczeń  inż ynierskich. W przypadkach, gdy rozwią zania  teoretyczne są   skomplikowane
mogą   one stanowić  podstawę   do  opracowania  odpowiednich  tablic  lub wykresów dla
obliczeń  praktycznych.

*> Referat  problemowy  przedstawiony  na XIV Polskiej  Konferencji  Mechaniki  Ciała  Stałego, Kroś-
cienko 1971.
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Waż ną   technicznie grupę   procesów  stanowi  manipulowanie  za  pomocą   maszyn  prze-
ł adunkowych  materiał ami sypkimi,  jak  koks,  wę giel,  cement  luzem,  zboż e, ziemiopłody
itp. Własnoś ci fizyczne  tych materiał ów dają   się  w ś cisły sposób  opisać za pomocą  prostych
zwią zków,  a  zatem  nie  ma  tu  potrzeby  wprowadzania  sztucznych  uproszczeń,  które  dla
gruntów  w  stanie  naturalnym  powodują   nastę pnie  powstanie  pewnych  rozbież noś ci
mię dzy  rozwią zaniami  teoretycznymi  a  wynikami  badań  doś wiadczalnych.  W  przypadku
materiał ów  sypkich  rozbież noś ci  te  są   minimalne.

Dla  wielu procesów  o  duż ym  znaczeniu  praktycznym  nie  udaje  się   jeszcze  zbudować
rozwią zań  teoretycznych. W  takich przypadkach duże usługi mogą   oddać badania modelo-
we  tych  procesów  w  małej  skali.  Badania  takie  moż na  również  stosować  dla  weryfikacji
rozwią zań  teoretycznych.  Przy  badaniach  modelowych  podstawowe  znaczenie ma  ustale-
nie  kryteriów  podobień stwa  mię dzy  rzeczywistym  procesem  a  badaniem  tego  procesu  na
modelu.  Zagadnienie  ustalenia  kryteriów  podobień stwa  sprawia  jednak  wiele  trudnoś ci,
specjalnie  wtedy  gdy proces urabiania zachodzi ze znaczną  prę dkoś cią.  Wiadomo  bowiem,
że  grunty  wykazują   wyraź ną   zmianę   oporu  odkształ cenia  przy  zwię kszaniu  prę dkoś ci
odkształ cenia. N iestety brak danych doś wiadczalnych  nie pozwala  na ogólne matematyczne
uję cie  tej  zależ noś ci,  co  z  kolei  uniemoż liwia  ś cisłe  ustalenie  kryteriów  podobień stwa
modelowego.

W  dalszych  punktach pracy  omówiono  pokrótce  wspomniane  wyż ej  problemy  wyła-
niają ce  się   przy  opracowywaniu  matematycznej  teorii  mechanicznego  urabiania  gruntów
oraz perspektywy  jej  rozwoju.

2. Warunek stanu granicznego

Ogólnie przyjmuje  się   (patrz np.  [1]), że  osią gnię cie  stanu  granicznego  w  gruncie  na-
stę puje  w  chwili,  gdy  stan  naprę ż enia  spełnia warunek  Coulomba- Mohra.  Warunek  ten
w  przestrzeni  naprę ż eń  głównych  moż na  przedstawić  w  postaci  nieskoń czenie  długiej
piramidy  o przekroju  sześ ciobocznym.  Może być  on  zapisany  w  znanej  postaci

(2.1)  o1—a2  =  (o-j +a2+2H)sine  (cTj >  a3  >  o2),

Q jest  tu ką tem  tarcia wewnę trznego,  a H  przedstawia  wytrzymał ość  gruntu  przy  trójosio-
wym  izotropowym  rozcią ganiu.

Badania  doś wiadczalne  w  warunkach  quasi- statycznych  na  aparatach  trójosiowych
na  ogół   potwierdzają   słuszność  warunku  Coulomba- Mohra,  chociaż  niejednokrotnie
otrzymana  doś wiadczalnie  obwiednia  granicznych  kół  Mohra  nie jest  prostoliniowa,  jak
to  wynikałoby  z  zależ noś ci  (2.1).  Fakt  ten jest  powodem  wysuwania  innych  propozycji
opisu warunku stanu granicznego i opracowania dla nich teorii pł askich stanów granicznych
(patrz np. [1, 2]). Wydaje  się  jednak,  że dla  analizy  procesów  urabiania  gruntów  warunek
Coulomba- Mohra  pozostanie  warunkiem  podstawowym,  mając  niezłe  potwierdzenie
doś wiadczalne,  a  jednocześ nie  mając  stosunkowo  prostą   postać.

Pewne rodzaje  gruntów  (np. grunty  gliniaste  w stanie naturalnym, zagę szczony  piasek)
wykazują  zjawisko niestatecznoś ci w procesie odkształ cania. Przejawia  się  to przy badaniach
doś wiadczalnych  prowadzonych,  na  przykł ad, w  aparacie  bezpoś redniego  ś cinania  utwo-
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rż eniem się   na  krzywej  odkształ cania charakterystycznego  spadku  oporu  gruntu  od  war-
toś ci  T* do T 0 po  osią gnię ciu  pewnej  wielkoś ci  odkształ cenia (rys.  1).

N iestateczność  charakterystyki  wytrzymałoś ciowej  gruntu  powoduje,  że  proces  od-
kształ cania przy urabianiu nie ma charakteru cią głego, ale przebiega  skokowo. Schematycz-
nie przedstawia  to rys.  2 na przykł adzie naporu płaskiej ś ciany. W położ eniu począ tkowym

Krzywa  niestateczna

Krzywa  stateczna

Odkształcenie

Rys. 1

(rys.  2a)  powstaje  obszar  deformacji  ABC  oddzielony  od  nieruchomego masywu  gruntu
lini ą   niecią głoś ci  prę dkoś ci  CB,  nazywaną   w  praktyce  inż ynierskiej  linią   odł amu. Wzdłuż
niej  powstają   znacznie wię ksze  odkształ cenia, niż w  pozostał ej czę ś ci  obszaru  deformacji.
Po  pewnym  przemieszczeniu  ś ciany  napierają cej  opór  gruntu  wzdłuż  CB  spadnie  do
wielkoś ci  r0,  zachowując  wię ksze  wartoś ci  w  pozostał ym obszarze.  Przy  dalszym  ruchu
ś ciany  nastą pi  poś lizg  trójką ta  ABC  wzdłuż  CB  powodują cy  powstanie  uskoku  BB'  na

Rys. 2

swobodnej  powierzchni  gruntu.  U skok  ten bę dzie  się   powię kszał   do  chwili,  gdy  odcinek
C'E,  na  którym  ś ciana  napiera  na  czę ść  masywu  poniż ej  lini i  odłamu  BC,  bę dzie  dosta-
tecznie duży  dla  utworzenia  się   nowej  lini i  odł amu  ED.  W  cią gu  całego procesu  powstają
kolejno  nowe  linie  odł amu,  wzdłuż których  zachodzą   poś lizgi całych partii gruntu. W  re-
zultacie  na  powierzchni  deformowanego  gruntu  powstaje  szereg  uskoków  (rys.  2b).

Dotychczas,  zarówno  w  teorii  plastycznoś ci,  jak  i  w  teorii  mechaniki  gruntów  brak
jest  metod  obliczeniowych  pozwalają cych  rozwią zywać  konkretne  zagadnienia  deformo-
wania  materiał ów  z  niestateczną   charakterystyką   wytrzymałoś ciową.  N ie  ma  jeszcze
dostatecznej  liczby  danych doś wiadczalnych  z badań zjawiska  niestatecznoś ci w  ogólniej-
szych trójosiowych  stanach naprę ż enia. N ie pozwala  to na opracowanie  iloś ciowe  podstaw
teorii  gruntów  mają cych  niestateczną   charakterystykę.  Opracowanie  takiej  teorii  nie
rozwią zywałoby  jeszcze  sprawy  teoretycznej  analizy  mechaniki  konkretnych  procesów
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urabiania,  ponieważ  skokowy  przebieg  tych  procesów  dla oś rodków  niestatecznych wŷ
magalby  dodatkowego  opracowania metod rozwią zywania  zagadnień brzegowych.  W obec-
nej  fazie  rozwoju  teorii  procesów  urabiania  zjawisko  niestatecznoś ci  musi  być z  koniecz-
noś ci  pominię te. Przyjmując  dla rzeczywistych  gruntów  warunek  stanu  granicznego bez
niestatecznoś ci,  otrzymamy  w wyniku  teoretycznej  analizy  procesów  urabiania  pewne
uś rednienie  ich przebiegu.  W przypadku  pokazanym  na rys. 2b otrzymalibyś my,  zamiast
skokowego  charakteru  zdeformowanej  powierzchni  gruntu,  uś rednioną   pewną  lini ę
zastę pczą.

Innym waż nym, a dotychczas sł abo opracowanym, zagadnieniem jest wpływ  prę dkoś ci
odkształ cenia na opór gruntu przy deformacji. Przede wszystkim brak jest danych doś wiad-
czalnych  pokazują cych  zmianę   oporu  gruntu w zależ noś ci  od prę dkoś ci  odkształ cania dla
złoż onych  stanów  naprę ż enia.  Obszerniejsze  badania w tym zakresie  pozwolił yby  podjąć
próbę   teoretycznego  opisu  wpływu  prę dkoś ci  przy  odkształ caniu  gruntu.  Miał oby to
podstawowe znaczenie dla ustalenia kryteriów  podobień stwa  przy  modelowych  badaniach
procesów  urabiania. Jako najprostszą   moż na by wysunąć sugestię  uzależ nienia obu stał ych Q

i  H w  warunku  Coulomba- Mohra od odpowiednio  obliczonej  zastę pczej  prę dkoś ci od-
kształ cania.  Pewne  próby  opisu  własnoś ci  Teologicznych  gruntów  zawarto  w  monografii
[3].  Rozważ ania  te mają   jednak  raczej  zwią zek  ze zjawiskami  peł zania gruntu  przy  posa-
dowieniu na nim budowli. Zjawiska  te przebiegają   z bardzo mał ymi prę dkoś ciami odkształ-
cania,  znacznie  mniejszymi  od  prę dkoś ci  wystę pują cych  przy  mechanicznej  obróbce
gruntów. Należy tu zwrócić uwagę, że również dla metali brak jest dostatecznej dokumen-
tacji  doś wiadczalnej  dla  róż nych  proponowanych  w  teorii  lepkoplastycznoś ci  opisów
zmiany  własnoś ci  przy  róż nych  prę dkoś ciach  odkształ cania.

3.  Zwią zki mię dzy naprę ż eniami a prę dkoś ciami odkształcenia

Sprawa  wyboru  zwią zków  pomię dzy  naprę ż eniami a  prę dkoś ciami  odkształ cenia ma
podstawowe  znaczenie dla opracowania  teorii urabiania  gruntów.  Istnieje  kilka  koncepcji
budowy  takich  zwią zków.  Ź ródłowy  przegląd  tych  koncepcji  zawierają   prace  [4, 5, 6],
a  sprawie  wyboru  najbardziej  odpowiedniej  z  nich  dla  teorii  procesów  mechanicznego
urabiania  gruntów  poś wię cono  poprzednią   pracę   [7].

Moż liwe są  dwie drogi eksperymentalnego badania przydatnoś ci tej czy innej  koncepcji
zwią zków  fizycznych  do  teoretycznej  analizy  procesów  urabiania.  Pierwsza  droga,  to
badania typu podstawowego  na aparatach trójosiowych  przy zastosowaniu  cylindrycznych,
pełnych lub  rurkowych, próbek gruntu. Badania takie są  pracochł onne i chociaż z nauko-
wego  punktu  widzenia  są   najbardziej  odpowiednie  nie wydaje  się , aby tą   drogą   moż na
było  uzyskać  niezbę dną   ilość  danych  doś wiadczalnych.  D ruga  droga,  to  badania  typu
weryfikacyjnego,  polegają ce  na teoretycznym  opracowaniu  kinematyki  gruntu  dla wybra-
nych procesów odkształ cania przy zastosowaniu  róż nych zwią zków fizycznych,  a nastę pnie
na  porównaniu  tych  rozwią zań  z  rzeczywistą   kinematyką   otrzymaną   na  stanowiskach
modelowych.  Taką   drogę   postę powania  przyję to  w  pracach  [4] i  [5], w zastosowaniu do
zagadnień  wciskania  stempli  o róż nych  kształ tach.  Badania  tego  typu  bliż sze  procesom
urabiania  gruntów  przedstawiono w pracy [7].
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Szczególnie  przydatny  do  badań  modelowych  okazał   się   proces  spię trzania  gruntu,
analogiczny  do  procesu  wystę pują cego  w  pewnej  fazie  pracy  zgarniaka.  Rozwią zanie
teoretyczne  dla  tej  fazy  procesu  jest  bardzo  proste  (rys.  3), co  znacznie ułatwia analizę
wyników  doś wiadczalnych.  Jeż eli  swobodna  powierzchnia  badanego  oś rodka jest prosto-
liniowa,  to  rozwią zanie  da  się  wyrazić  elementarnymi wzorami.

Z  róż nych  teoretycznych  propozycji  praw  płynię cia dla  gruntów  dwie mają   charakter
zwią zków  ogólnych  obejmują cych  dowolne stany naprę ż enia. Pierwsza,  to prawo płynię cia
stowarzyszone  z  warunkiem  stanu  granicznego  Coulomba- Mohra

(3.1)  eu  =  A-   8-

W zwią zkach  tych zaproponowanych przez DRUCKERA  i PRAGERA [8] utoż samiono potencjał
plastyczny  z warunkiem  stanu  granicznego  (2.1). Wynika  z nich efekt  cią głego  przyrostu
obję toś ci  oś rodka  w  procesie  odkształ cania, co  szczególnie  przy  znaczniejszych  odkształ-
ceniach  jest  sprzeczne  z  własnoś ciami  rzeczywistych  gruntów.  W  teorii  płaskiego  stanu
płynię cia zwią zki  (3.1) prowadzą   do pokrywania  się   charakterystyk  dla  naprę ż eń i prę d-
koś ci.

W  drugiej  propozycji  praw  płynię cia dla  gruntów  [9, 4] przyjmuje  się  jako  jedną   z za-
leż noś ci  warunek  nieś ciś liwoś ci.  Drugą   zależ noś cią   jest  pokrywanie  się   kierunków  głę w-
nych  tensora  naprę ż enia  i  tensora  prę dkoś ci  odkształcenia.  Tak  sformułowane  prawo
płynię cia  moż na  ogólnie  zapisać  w  postaci

(3.2)  ćy =  A ( f f y —I  V i -

lest  ono wię c  identyczne ze zwią zkami  Levy'ego- Misesa  dla  oś rodków  idealnie  plastycz-
nych. Wyniki  doś wiadczalne  uzyskane  w pracach [4] i [7] wykazują,  że koncepcja  ta może
być  bardzo przydatna przy  analizie procesów  urabiania  gruntów. W  przypadku  płaskiego
stanu płynię cia charakterystyki  dla prę dkoś ci bę dą   teraz ortogonalne i nie bę dą   pokrywały
się   z  charakterystykami  dla  naprę ż eń.

4.  Równania  pł askiego  stanu  pł ynię cia  gruntów

Wiele  praktycznie  waż nych  procesów  urabiania  gruntów  przebiega  w  warunkach
płaskiego  stanu  płynię cia  i  z  tego  wzglę du  teorii  tego  stanu  poś wię ca  się   wiele  uwagi.
Zwykle przyjmuje  się   taką   orientację   ukł adu  współ rzę dnych x, y,  z,  aby  stan naprę ż enia
i pole prę dkoś ci  były niezależ ne  od współ rzę dnej  z. Oś y  skierowana jest pionowo w dół.
Stan  płaskiego płynię cia opisany jest  układem pię ciu  równań, mianowicie:

a)  warunkiem stanu granicznego

(4.1)  (^- <yy)
2+4rz

xy  =  (<T x+ay+2H)2sm2

Q,

w którym, jak wspomniano w punkcie 2, wielkoś ci H i  Q moż na by uzależ nić od prę dkoś ci
odkształ cenia;
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b) równaniami ruchu

8ax  dxxy  _  y  I  8vx  8v

CX  dy  g  \  et  ex  oy  j

ggy  orxy  _  _y

By  8x  g

c) warunkiem  nieś ciś liwoś ci

(4- 3)  |

d) warunkiem izotropii

(4'4)  ~jr~ + - 5— +

Równania  (4.3) i (4.4) odpowiadają   założ eniu prawa płynię cia (3.2). Wielkość  cp jest ką tem,
jaki  tworzy  kierunek  wię kszego  naprę ż enia głównego  z  osią   x,  a wię c  nie jest  nową   nie-
wiadomą,  gdyż ką t  ten może być  okreś lony przez składowe naprę ż enia.

Perspektywy  uzyskania  rozwią zań  dla  konkretnych  problemów  brzegowych  sformu-
łowanych  dla powyż szego  układu równań  moż na ocenić przez  porównanie z problemem
płaskiego  płynię cia metali  opisanym  analogicznym, ale nieco prostszym  układem równań.
Wiadomo  (patrz  np.  [10]),  że  dotychczas  nie  ma  efektywnej  metody  rozwią zania  dla
płaskiego  płynię cia  metali  z  uwzglę dnieniem  sił   bezwładnoś ci  i  czułoś ci  materiału  na
prę dkość  odkształcania. Moż liwa  jest  jedynie  analiza  quasi- statyczna,  w  której  pomija
się   również efekty  wzrostu  oporu plastycznego  przy  zwię kszaniu  prę dkoś ci odkształ cania.
Wynika  stą d, że również  dla  gruntów  moż liwe  bę dzie  obecnie uzyskanie  rozwią zań  quasi-
statycznych. Wię kszość  procesów  urabiania gruntów  przebiega  z niezbyt  duż ymi  prę dko-
ś ciami  i  pominię cie  sił   bezwładnoś ci  w  równaniach  (4.2)  nie  spowoduje  godnych  uwagi
bł ę dów. Pominię cie wpływu  prę dkoś ci  odkształ cania gruntu na jego opór plastyczny  może
jednak  nawet przy praktycznie  stosowanych  prę dkoś ciach  urabiania  dać  znaczne  odchy-
lenia.  Trudność  tę   moż na  by  czę ś ciowo  ominąć  oceniając  wstę pnie  ś rednią   prę dkość
odkształcania, jaka  wystą pi  w rozpatrywanym  procesie  i przy  takiej  prę dkoś ci  wyznaczyć
doś wiadczalnie  stałe H  i Q.

W  nastę pnych  punktach  zostaną   przedstawione  przykłady  quasi- statycznych  rozwią -
zań dla praktycznych  procesów  urabiania  gruntów.  Bę dą   one polegały na  rozwią zywaniu
zagadnień  brzegowych  dla  wyż ej  podanego  ukł adu  równań,  w  którym  zamiast  równań
ruchu  (4.2)  wystą pią   równania  równowagi

(4.2a)  f ^ L + ^  =  O,  ^L  +  ^ L ^ y .
ex  dy  oy  8x  '

W tym zmodyfikowanym  układzie poła naprę ż eń i prę dkoś ci  są   sprzę ż one  tylko  przez
warunki  brzegowe.  Rozwią zanie  równań  dla  naprę ż eń  przeprowadza  się   w  kfesyczny
sposób  [1]  metodą   charakterystyk.  Równania  róż niczkowe  charakterystyk  mają   znaną
postać

(4.5)  dy =   tg(q>±e)dx,  dff±2atgQdcp =   y(dy±tgQdx).
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Pomocnicze wielkoś ci  a  i  ę   są   okreś lone przez podstawienia

°H =  a(
or,J  <•

Równania  dla  prę dkoś ci  mają   charakterystyki  ortogonalne o współczynnikach  kierun-
kowych

(4.6)

A  zatem  charakterystyki  dla  naprę ż eń  i  prę dkoś ci  nie pokrywają   się .  Przyję ta  proce-
dura  budowania  konkretnych rozwią zań  polega  na wyznaczeniu  najpierw  siatki charakte-
rystyk  dla  naprę ż eń,  a  nastę pnie  na  wykreś lnym  wyznaczeniu  siatki  charakterystyk  dla
prę dkoś ci.  Pole prę dkoś ci  okreś la  się   budując  hodograf  według metod identycznych,  jak
w  teorii  plastycznoś ci  (patrz np.  [10]).  Metodę   tę   zastosowano  w  pracy  [4]  rozwią zując
zagadnienie wciskania  sztywnego klina w  suchy piasek.  Posł uż ono się  nią   również w pracy
[7] do analizy kinematyki  oś rodka  idealnie sypkiego przy naporze pionowej  ś ciany. W obu
powyż szych  pracach  otrzymano  dobrą   zgodność  wyników  z  badaniami  eksperymental-
nymi.

W przypadkach biernego parcia gruntu, jakie zwykle wystę pują   w procesach urabiania,
obszar  odkształ cania ograniczony przez  skrajne  linie siatki  charakterystyk  pola prę dkoś ci
mieś ci się  cał kowicie wewną trz  obszaru  pokrytego  siatką   charakterystyk  dla naprę ż eń.

Poniż ej  podamy  kilka  typowych  przykł adów  zastosowania  teorii  płaskiego  stanu
pł ynię cia do analizy mechaniki gruntu przy urabianiu róż nymi narzę dziami. We wszystkich
przypadkach  zał oż ono wię c,  że  swobodna  powierzchnia  gruntu  jest  walcowa,  ale  profil
jej  może  mieć  dowolną   postać.

Podobnie jak  w teorii obróbki plastycznej  metali [10], róż ne procesy urabiania gruntów
moż na  rozpatrywać  jako  procesy  niestacjonarne  stosując  procedurę   kolejnych  kroków.
Zakł adając  począ tkową   konfigurację   swobodnego  brzegu,  moż na  wyznaczyć  odpowia-
dają ce  jej  pole  prę dkoś ci.  Pole  to  moż na  uważ ać  za  niezmienne  w  okresie  dostatecznie
mał ego  przyrostu  czasu.  Taka  przybliż ona  metoda  umoż liwia  wyznaczenie  deformacji
jakiej  doznała  swobodna  powierzchnia  gruntu w  okresie  tego  przyrostu  czasu. Nastę pnie
dla nowego kształ tu powierzchni buduje się  nowe rozwią zanie i nową  deformację   swobodnej
powierzchni.  Procedurę   tę   moż na  powtarzać  aż  do  momentu, gdy  dla  jakiegoś  stopnia
deformacji  powierzchni  niemoż liwe  już  bę dzie  zbudowanie  rozwią zania  teoretycznego.
Podany  zostanie  również  przykł ad  takiej  sytuacji.

5. Rozwią zanie dla  narzę dzia typu zgarniaka  [U ]

Narzę dzie  zgarniają ce  o  przekroju  pokazanym  schematycznie  na  rys.  3  zamknię te
jest  z  obu  stron  ś cianami  równoległ ymi do płaszczyzny  rysunku.  Ś ciany  te uniemoż liwia-
ją ce.odkształ cenie gruntu w  kierunku  osi z  stwarzają   warunki  zbliż one do płaskiego stanu
odkształ cenia.  Przyjmijmy,  że narzę dzie porusza  się   z prę dkoś cią   v0  o wektorze nachylo-
nym  pod  ką tem  /3 (0 <  /3  <  /?*)  wzglę dem  poziomu.  Zakł adamy, że  kształt  profilu  AB
swobodnej  powierzchni  gruntu  w  rozpatrywanej  chwili  jest  znany.

11  Mechanika  Teoretyczna
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Siatkę   charakterystyk  dla  naprę ż eń pokazaną   na  rys.  3a  otrzymano przez  rozwią zanie
zagadnienia brzegowego Cauchy'ego, okreś lonego przez znane wartoś ci  a i <p na  swobodnej
powierzchni  AB.  Siatka  ta  pokrywa  obszar  krzywoliniowego  trójką ta  ABC.  Poł oż enie
,punktów  A  i  B  okreś la  warunek  przechodzenia  skrajnych  charakterystyk  AC  i  BC  przez
ostrze zgarniaka  C.

0'

Rys.  3

N a  rys.  3b przedstawiono  siatkę   charakterystyk  dla  prę dkoś ci  wyznaczoną   wykreś lnie
na  podstawie  siatki  charakterystyk  dla  naprę ż eń.  Obszar  odkształ cania  gruntu  DEC
ograniczają   linie niecią głoś ci prę dkoś ci EC  i DC.  Czą stki gruntu poł oż one na prawo  od  CE
pozostają   w  spoczynku,  a cały  obszar  na lewo od DC porusza  się   jak  sztywna  cał ość wraz
z  narzę dziem  z  prę dkoś cią   v0.

Konstrukcję   hodografu  (rys.  3c)  rozpoczynamy  od  rozpatrzenia warunków  zwartoś ci
w punkcie C, w którym  prę dkość  od strony  obszaru  odkształ canego musi  być  skierowana
stycznie do CE. Ponadto  skok  prę dkoś ci  na lini i niecią głoś ci CD  mnsi być  do niej  styczny.
Prę dkość  punktu  C  bę dzie  wię c  przedstawiał   na  płaszczyź nie  hodografu  punkt  C,  przy
czym odcinek 0'C  jest równoległy do stycznej do CE w punkcie C, zaś O*C  poprowadzono
równolegle  do stycznej  do CD w punkcie C. Obie linie niecią głoś ci CE  i CD  reprezentowane
są   na  płaszczyź nie  hodografu  odpowiednio  przez  ł uki  kół   CE'  i  CD'.  Prę dkoś ci
wewnę trznych  punktów  trójką ta  ABC  znajdujemy  przez  poprowadzenie  na  hodografie
siatki  lini i  ortogonalnych  do  charakterystyk  prę dkoś ci.  Tę   czę ść  hodografu  pokazano
w  powię kszeniu  na rys.  3d.
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Z  hodografu  wynika, że  kąt  /3  nachylenia prę dkoś ci  v0  do  osi  x  nie może być wię kszy
od  ką ta  /?*, jaki  tworzy  styczna  do  EC  w  punkcie  C  z  poziomem.  D la  fi  >  /S*  wektor
niecią gł oś ci prę dkoś ci wzdł uż CD  miał by taki sam zwrot, jak  naprę ż enie styczne.  Dysypacja
energii  na  lini i  niecią gł oś ci  CD  był aby  więc  ujemna.  Rozwią zanie  tego  typu  dla  / ?> / ?*
był oby niepoprawne. Przykł ad ten wskazuje na konieczność zwrócenia uwagi na zachowanie
warunku,  aby dysypacja  energii  była wszę dzie nieujemna.

Jeż eli  profil  powierzchni  gruntu  tworzy  prosta  nachylona pod  pewnym  ką tem  do po-
ziomu,  to charakterystyki  dla  naprę ż eń i prę dkoś ci  wyznacza  się z prostych  równań para-
metrycznych.  D la  oś rodka  bez  spójnoś ci,  siatki  charakterystyk  dla  naprę ż eń i prę dkoś ci
skł adają  się  z  lini i  prostych.  Rozwią zania  te  o  duż ym  znaczeniu  praktycznym  przedsta-
wiono  w  pracy  [7] wraz  z  weryfikacją  doś wiadczalną.  Otrzymano  dobrą  zgodność  teore-
tycznych  i  doś wiadczalnych  pól  prę dkoś ci  dla  suchego  piasku  i  dla  modelu  oś rodka zł o-
ż onego  ze  szklanych  prę cików.

6. Rozwią zania dla ł yż ki ł adowarki [11]

Charakter  pracy  ł yż ki  ł adowarki  zbliż ony  jest  do  pracy  zgarniaka  omówionej  w  po-
przednim  punkcie.  Rozwią zania  teoretyczne  są  jednak  odmienne.  Maksymalne  obcią-
ż enie  ł yż ki  powstaje  w  koń cowej  fazie  procesu  napeł niania, a  więc dla  tego  etapu  pracy
rozwią zania  bę dą  miały znaczenie techniczne. Ze wzglę du na inne ukształ towanie ł yż ki niż
zgarniaka,  przy  próbach  zbudowania  siatki  charakterystyk  dla  naprę ż eń  takiego  typu,
jak  na rys.  3 przecię libyś my  charakterystyką  CA  ś cianę ł yż ki, co był oby sprzeczne z istnie-
ją cymi  na  niej  warunkami  tarcia. Z kilku  moż liwych  wariantów  rozwią zań  teoretycznych
dla  pracy  ł yż ki  przytoczymy  dwa  najbardziej  typowe.

Pierwszy  przykł ad  przedstawia  rys.  4.  W  siatce  charakterystyk  dla  naprę ż eń  (rys.  4a)
lini a AM,  wynikają ca  z rozwią zania  zagadnienia brzegowego Cauchy'ego w trójką cie  ABM
nie przechodzi przez  krawę dź  ł yż ki  C.  Pozostałą czę ść  siatki  tworzy  wachlarz  CAM.  Kąt
wachlarza  £ wynika  z  warunku  przechodzenia  skrajnej  charakterystyki  przez  punkt  C

Rozwią zanie  statyczne  tego  typu jest  moż liwe, jeż eli  współ czynnik  tarcia  JJ,  pomię dzy
gruntem a wewnę trzną powierzchnią  ł yż ki jest dostatecznie duż y. Warunek lokalnej równo-
wagi w punkcie A  bę dzie speł niony, jeż eli  |T„ , |  <  [AG„,  gdzie a„  i  T„< są  odpowiednio naprę-
ż eniem  normalnym i  stycznym  dział ają cym  na ś cianę.  D la  danego  fi  graniczna  dopusz-
czalna  wartość  ką ta  wachlarza  i*   wynika  z  równoś ci  |T„ , |  =   fxan.  Jeż eli  dla  uzyskania
przechodzenia  skrajnej  charakterystyki  wachlarza  przez  punkt  C  konieczny  był by  kąt  f
wię kszy  od  granicznej  wartoś ci  £*,  to  rozwią zanie  tego  typu  nie  speł niał oby  warunków
statycznych  w  otoczeniu  punktu  A.  Dalej  omówimy  typ  rozwią zania  dotyczą cy  takich
przypadków.

Siatka  charakterystyk  dla  prę dkoś ci  może  mieć  wachlarz  z  biegunem  w  punkcie  A,
albo  ograniczać  się  do  krzywoliniowego  trójką ta  w  zależ noś ci  od  geometrii  ł yż ki  i  swo-
bodnej  powierzchni  oś rodka.  N a  rys.  4b przedstawiono  ten drugi  typ  siatki,  a  na  rys.  4c
zbudowany  na  jej  podstawie  hodograf.  M a  on.podobną  budowę,  jak  hodograf  podany
w  poprzednim punkcie. N ieznaczna zmiana  budowy  wynika  z  faktu  zmiany  znaku  krzy-
wizny lini i niecią gł oś ci  CD  w punkcie S. Każ dy punkt trójką ta  D'S'T'  na planie prę dkoś ci
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przedstawia  jednocześ nie  prę dkoś ci  ruchu  dwóch  róż nych  punktów  na  pł aszczyź nie  fi-
zycznej. N a przykł ad punkty D  i  U, w  których nachylenie stycznej .do charakterystyki  DC

jest  takie samo, są  na pł aszczyź nie hodografu  reprezentowane przez jeden punkt D'(U')  —
rys.  4d.

Jeż eli  współ czynnik  tarcia  na  wewnę trznej  ś ciance  ł yż ki  jest  zbyt  mał y,  to  skrajna
charakterystyka  wachlarza  wychodzą ca  z  punktu  A  pod  ką tem  £*  nie  przejdzie  przez

krawę dź  ł yż ki  C.  Na  rys.  5  przedstawiono  schemat  rozwią zania  takiego  przypadku  dla
gruntu idealnie spoistego, dla którego  charakterystyki  dla naprę ż eń i prę dkoś ci  pokrywają
się.

Jak w poprzednim przypadku  kąt  f * wachlarza  bę dzie  okreś lony  przez warunek  tarcia
\ xm\ — fiGn na ś cianie AF.  Warunek ten wraz z charakterystyką  AN wyznacza  jednoznacznie
siatkę  charakterystyk  w  obszarze AFCN.  Poł oż enie punktu F  wynika  z warunku,  że  cha-
rakterystyka  FC  musi  przechodzić  przez  ostrze  ł yż ki  C.

Obszar  zalegają cy  na  lewo  od FC  porusza  się jak  sztywna  cał ość wraz  z  ł yż ką,  a  cały
masyw  gruntu na prawo  od BC  pozostaje  w  spoczynku.  D la  speł nienia [warunków  zwar-
toś ci w otoczeniu lini i styku AF  konieczne jest wprowadzenie  dodatkowej  lini i niecią gł oś ci
prę dkoś ci  FKLG.  Sytuację  w  tym  miejscu  po  mał ym  przesunię ciu  ł yż ki pokazuje  rys.  5c.
Dolna  i  górna  strona  tej  lini i  niecią gł oś ci  są  reprezentowane  na  pł aszczyź nie  hodografu
odpowiednio  przez  ł uki  F'G'  i F*G*.  Odcinek  F'F*   przedstawia  skok  prę dkoś ci  wzdł uż
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tej  linii . Prosta O*F*  jest poprowadzona  równolegle  do AF,  ponieważ wzglę dna  prę dkość
prześ lizgu  oś rodka po  ś cianie ł yż ki musi być  do niej  styczna. Prę dkoś ci punktów  leż ą cych
na  swobodnej  powierzchni  gruntu  są   na  hodografie  reprezentowane przez punkty  dwóch
ł uków B'G'  i G*A*.  A  zatem w punkcie G  tworzy  się   na powierzchni  uskok.

zsmę sK
r ^ O'A*,

Rys.  5

Jeż eli  przyją ć,  że  stan  graniczny  oś rodka  opisany  jest  warunkiem Coulomba- Mohra
(2.1),  to  z  wyż ej  podanym  rozwią zaniem  mogą   być  zwią zane  róż ne  typy  pól  prę dkoś ci.
Problem  ten  omówiono  szerzej  w  pracy  [11].

7.  Mechanika procesów  spychania gruntów  [12]

Przedstawimy  teraz dwa  typy rozwią zań zwią zanych z pracą  lemiesza spychacza. Moż na
wyróż nić  dwie  podstawowe  fazy  pracy  lemiesza,  mianowicie  fazę   począ tkową   (rys.  6a)
i  fazę   koń cową   (rys.  6b).  W  fazie  począ tkowej  niejednorodne  pole  prę dkoś ci  obejmuje
obszar  ABE  przylegają cy  bezpoś rednio  do  ś ciany  lemiesza  i  oddzielony  od  nieruchomej
czę ś ci  gruntu wyraź nie  widoczną   linią   niecią głoś ci BE.  W  fazie  koń cowej  oprócz  obszaru
niejednorodnego  ruchu ABCE  pojawia  się   obszar  BCD  przemieszczają cy  się   jak  sztywny
blok  po  począ tkowej  powierzchni  gruntu  CD. Obszar  BCD  może  nie być  w  stanie  gra-
nicznym,  co powoduje  znaczne  trudnoś ci  w  sformułowaniu  zagadnień  na  wartoś ci  brze-
gowe.  Obecnie  nie  udaje  się   jeszcze  otrzymać  rozwią zań  dla  tej  koń cowej  fazy  procesu.
Rozważ ania  nasze  ograniczymy  zatem tylko  do  fazy  począ tkowej.
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Obszar  Obszar
- M- ^Modksztat-  \   przesuwaną

cania  \

Nieruchomy Q
masyw  gruntu

'V/ / / / / / / / / / / / / / ME  masyw  grunfu

Rys.  6

O'.

Rys.  7

Stosując  metodę   kolejnych  kroków  moż na  prześ ledzić  dość  znaczną   czę ść  przebiegu
począ tkowej  fazy  pracy  lemiesza.  D la  każ dego  kroku  wyznacza  się   siatki  charakterystyk
dla naprę ż eń i prę dkoś ci,  a nastę pnie po  zbudowaniu  hodografu  okreś la  zmianę  kształ tu
powierzchni gruntu dla  tego kroku.  Stanowi  to punkt wyjś cia  dla zbudowania  rozwią zania
w  nastę pnym  kroku.,  •   >.":  .  '  .  '.  •



PROBLEMY  TEORII   MECHANICZNEGO  URABIANI A  G RU N TÓW 339

W  zależ noś ci  od  kształ tu  i  poł oż enia lemiesza  oraz  formy  powierzchni  gruntu moż na
otrzymać róż ne typy rozwią zań  dla  począ tkowej  fazy  pracy  lemiesza. W pewnych  przypad-
kach  na  całej  powierzchni  lemiesza  może  wystę pować  prześ lizg  gruntu.  W  innych przy-
padkach  mogą   tworzyć  się   obszary  martwego  materiału przylegają cego  do  lemiesza  na
całej  lub czę ś ci  dł ugoś ci jego profilu.  Poniż ej  podamy  dwa  przykł ady  takich  rozwią zań.

Jako pierwszy omówimy przypadek, gdy prześ lizg gruntu nastę puje na całej powierzchni
lemiesza.  Lemiesz  przesuwa  się   na  prawo  z  zadaną   prę dkoś cią   v0.  Kształt  swobodnej
powierzchni gruntu AM  (rys. 7) jest również znany.

Rys.  8

Siatkę   charakterystyk  dla  naprę ż eń  przedstawia  rys.  7a.  Na  jej  podstawie  została
nastę pnie  zbudowana  wykreś lnie  siatka  charakterystyk  dla  prę dkoś ci  (rys.  7b).  Obszar
odkształ cania  gruntu  ograniczony  jest  lini ą   niecią głą   prę dkoś ci  EDCB,  poniż ej  której
czą stki  gruntu  pozostają   w  spoczynku.

Budowę  hodografu  (rys. 7c) rozpoczynamy od punktu E rozkładając prę dkość  lemiesza
v0  na składową  prześ lizgu  wzdłuż lini i niecią głoś ci EB  (wektor  O'E')  i wzdłuż powierzchni
lemiesza  (wektor  O*E').  Lini ę   niecią głoś ci EB  reprezentuje  na  hodografie  ł uk koła  E'B'.
W  obszarze  EDA  pole  prę dkoś ci  jest  okreś lone  przez  warunek,  że  prę dkość  prześ lizgu
gruntu  po  lemieszu  musi być  styczna  do jego powierzchni, oraz przez  dane na ED.  Profil
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lemiesza  reprezentuje  na  hodografie  ł uk  E'A'.  Punktowi  osobliwemu  A  odpowiada  na
płaszczyź nie  hodografu  odcinek  A'A*,  a  odcinek  B'A*  przedstawia  prę dkoś ci  punktów
swobodnej  powierzchni  gruntu  BA.  Prę dkość ruchu  dowolnego  punktu  obszaru  odkształ-
cania znajdujemy  jako  wektor  ł ą czą cy biegun  hodografu  O'  z  punktem  hodografu  odpo-
wiadają cym  wybranemu  punktowi  na  płaszczyź nie  fizycznej.  D la  wyznaczenia  prę dkoś ci
ruchu  czą stek  gruntu  wzglę dem  lemiesza  należy jako  biegun  przyją ć  punkt  O*.  Widoczne
jest, że pole prę dkoś ci odniesione do lemiesza jest silnie niejednorodne. Fakt ten stwierdzono
również  doś wiadczalnie  w  badaniach  modelowych  przy  uż yciu  suchego  piasku  [14].

Rysunek  8  przedstawia  inny  typ  rozwią zania,  w  którym  pojawia  się   martwy  obszar
gruntu  przylegają cy  do  czę ś ci  profilu  lemiesza.  W  rozwią zaniu  statycznym  (rys.  8a) cha-
rakterystyka  RE  wychodzą ca  z  punktu  R  przechodzi  przez  ostrze  lemiesza  E.  Podobna
sytuacja  wystę puje  w  siatce  charakterystyk  dla  prę dkoś ci  (rys.  8b),  w  której  charaktery-
styka EF wychodzą ca  z punktu E  przecina kontur lemiesza w  punkcie F.  Obszar odkształ-
cania  gruntu  zawiera  się   mię dzy  odcinkiem AF  profilu  lemiesza  i  charakterystykami  FE

i  EB.  Obszar  na  lewo  od  FE  stanowi  martwą   strefę   poruszają cą   się   jak  sztywna  cał ość
wraz z lemieszem. Oprócz obu lini i niecią głoś ci prę dkoś ci FE  i EB  pojawia  się   trzecia  linia
niecią głoś ci FK,  konieczna dla spełnienia warunków  zwartoś ci  w punkcie  F.

N a  planie  prę dkoś ci  (rys.  8c)  znajdujemy  promienie  O'E'  i  O'*E'  ł uków  E'B'  i  E'F'

reprezentują cych  linie  niecią głoś ci  EB  i  EF  rozkł adając  prę dkość  v0  na  skł adowe wzdł uż
tych linii . Lini ę  niecią głoś ci FK reprezentują   dwa równoległe ł uki F'K'  i F*K*.  Swobodnemu
brzegowi AB  odpowiadają   na płaszczyź nie hodografu  dwa  ł uki A*K*   i B'K'.  W  punkcie K

powstaje  wię c  uskok  w  procesie  odkształ cania.

8.  Uwagi koń cowe

Rozwią zania  przedstawione powyż ej  należy  traktować jako  pierwszy  krok  w  kierunku
zbudowania teorii procesów mechanicznego urabiania gruntów opartej na bardziej  solidnych
podstawach. Obszerne badania doś wiadczalne  [14]  przeprowadzone na suchym piasku wska-
zują ,  że  rozwią zania  takie  mają   znaczenie praktyczne przynajmniej  dla  oś rodków  bezko-
hezyjnych.  Dobrą   zgodność  teoretycznych  i  doś wiadczalnych  pól  prę dkoś ci  otrzymano
dla piasku w stanie luź nym. N ieco gorszą  zgodność  otrzymano dla piasku  w  stanie zagę sz-
czonym.  N iezbę dne  są   dalsze  badania  doś wiadczalne,  przede  wszystkim  dla  grutów  ze

'  spójnoś cią   oraz  dla  gruntów  wykazują cych  niestateczność krzywych naprę ż enie- odkształ-
cenie.
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P  e 3  IO M e

riPOEUEMLI  TEOPHH  3EMJIEPO£ł HLIX nPOLCECCOB

O6cyH<HaioTCH  Bonpochi,  BbiTenaioiHHe  H3 nonbiTKH  nocTpoeHHH  MaieMaTmecKoił   Teopim  3eiwxie-
poiiHbix  npoijeccoB  n pn noMoiiui  THHcejibix  cTponiejitHbix  3eMJiepoftHbix  Maiuini.  HccneflyioTCJi  BO3-
MO>KHOCTH  (jjopMyjiHpoBKH  Han6ojiee  npaBwiBHoro  KpHTepHH  npeflenBHoro  HanpHHceimoro  COCTOJIHHH
H  cooTBeTCTByiomHx  3aB«CHMOCTeft  Me>Kfly  TeH3opaMH  HanpHH<eHHH  H  CKopocTea
OTMe^aeiCHj  *m> B salm on  cTaflHH   nsy^esaa.  Bonpoca  n pn  pemeHHH npaKTH^iecKH HHTepecHbix
HeT  BO3MOJKHOCTH yqHTbiBaTb  C H I L I   HHepiniH  H BJiHHHHe CKopocTeH flecpopMHpoBaHHH. J],pyrHe

HOCTH BO3HHKaiOT B CBH3H C TeM, MTO flJIH  rpyHTOB  C HeyCTOHtJHBOH XapaKTepHCTHKOH
fle<popMauHa,  cnocoB fledpopMHpoBaHHH cpe/ nj  n pa  seMJiepoinaix  npoił eccax  noflBepraeTCH
06pa3HbIM  H3MeHeHH«M.

H 3JiaraeicH  HCCKOJIBKO  KBa3HCTaTHCTa^ecKHX  penieHHH  HeKOTopbix  npaKiiwecKH  HHTepecHbix
npon;eccoB.  I IpH  STOM  npeflnojiaraioTCH:  wecTKo- njiacraxjecKaH  iwoflejiB  MaTepnana 6e3
xapaKTepncTHKH  HanpHH<eHHe- fledpopMai««i,  HeaccouHHpoBaHHbrii  3aKOH  Te^eHHH
H H3OTpOHHH.

S u m m a ry

PROBLEMS  OF  THE THEORY  OF EARTHMOVING  PROCESSES

Discussed are the problems resulting if an attempt is undertaken to build the mathematical theory of the
mechanics of earthmoving processes with the use of heavy construction machinery. Discussed are problems
of  the choice of  the most suitable  limit  state criterion for  stresses  and of  the respective  relations between
the  stress  and strain- rate tensors. I t is pointed out that, at present, the inertia forces  and strain rate  effects
cannot be accounted  for  in  solutions of  practical problems. Another  difficulty  arises  from  the fact  that if
the  stress- strain  curve  for  a  given  soil  is  unstable, the deformation during earthmoving process proceeds
in  a  non- continuous  manner.

Presented  are  several  quasi- static  solutions  for  some practical  processes.  The rigid- plastic  model of
the  material without  instability  in  the stress- strain  curve has  been  assumed. A  non- associated flow  rule
assuming  incompressibility  and isotropy  of  the soil has been introduced.

INSTYTUT  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHNIKI   PAN
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