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1. Definicja osrodka wielofazowego. Zalozenia podstawowe

Przez o$rodki wielofazowe rozumiemy o$rodki niejednorodne o budowie ziarnistej,
takie jak metale, materialy ceramiczne, beton, skaly, polimery zbrojone itp. Sktad chemiczny,
krystalograficzny itd. sa z punktu widzenia teorii obojetne, dopdki spetnione sg podstawo-
we zalozenia teorii, o ktérych zaraz bedzie mowa. :

Stowo «faza» ma w mechanice 1 fizyce wiele znaczen 1 wystgpuje w roznych kontekstach,
jak np. «przestrzen fazowa» w mechanice statystycznej, «faza» ukiadu drgajacego w dyna-
mice, «uklad wielofazowy» w termodynamice i in. W teorii oérodkéw wielofazowych
okre$lenie «faza» uzywane jest w specjalnym znaczeniu i, aby uniknaé nieporozumien,
moéwimy rowniez, zamiast o oSrodkach wielofazowych, o oSrodkach zlozonych. Nie nalezy
zwlaszcza utoZsamiaé naszej «fazy» ze zblizonym pojeciem w termodynamice, gdzie przez
«fazg jednolita» rozumie si¢ czg§¢ uktadu o tych samych wartoéciach parametréw inten-
sywnych.

Uklad definicji teorii oérodkéw wielofazowych jest nastgpujacy. Rozwazamy oSrodek
ciggly niejednorodny specjalnego typu, mianowicie o wiasnoSciach obszarami stalych.
Uwazamy, Ze ofrodek sklada si¢ z ziaren i powierzchni ograniczajacych ziarna — granic
ziaren. Przez ziarno rozumiemy obszar (w zagadnieniu przestrzennym — obszar przestrzeni
tréjwymiarowej) wypelniony o$rodkiem ciagltym jednorodnym, tj. o statych wlasnosciach,
wlacznie z orientacjg przestrzenna. Nieco §ciélej — obszar otwarty, w ktérym pole tensoro-
we opisujgce rozwazana wiasno$¢ kierunkowa (np. pole tensora sprezystoéci) jest stale.
Do opisu zjawisk w ziarnie stosuje sie wigc teoria o$rodka ciagltego; aby odpowiadato to
fizycznej rzeczywistoéci, musimy zatozyé, Ze rozmiary ziaren sg duze w stosunku do odlegto-
$ci migdzyczasteczkowych. Przez faze rozumiemy zbiér ziaren tego samego typu, rézniacych
si¢ wylacznie orientacja, §cilej — obszar o stalym odno$nym polu tensorowym z doktad-
noécig do petnej grupy transformacji ortogonalnych (tj. wiaczajac odbicie zwierciadlane).
Zakladamy, Ze liczba faz w ofrodku jest skorczona, za$ zbiér ziaren — przeliczalny.
Podane okreSlenia umozliwiaja definiowanie réznych wielkoSci fazowych, np. $rednich
w danej fazie.

Zgodnie z wyzej powiedzianym, najprostszym o$rodkiem ztozonym jest o§rodek jedno-
fazowy (ziarna réznia sie tylko orientacja), w szczegblnosci polikrysztal. Teoria polikrysz-
tatu stanowi przejécie do teorii o§rodkéw wielofazov'vych. Z drugiej strony, przejscie takie
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stanowi teoria o$rodka o fazach izotropowych, w ktérych pojecia ziarna i fazy utozsamiaja
sig.

Dotychczas nic nie méwiliSmy o geometrii wewngtrznej o$rodka, okre$lajacej forme
i rozmieszczenie ziaren i faz. Moze ona mieé charakter deterministyczny (przyktadem moga
by¢ konstrukcje z betonu zbrojonego) lub stochastyczny (losowy). Ten ostatni przypadek
jest charakterystyczny dla materiatéw (nie konstrukejil) i do niego w zasadzie ogranicza sig
teoria o$rodkow wielofazowych, ktérg nalezaloby $ci$lej okreslié mianem teorii o$rodkdéw
stochastycznych wielofazowych.

Podstawowym zalozeniem teorii na jej obecnym etapie rozwoju jest niezmiennos$é
geometrii wewneltrznej w toku rozwaZanego procesu fizycznego (myslimy o niezmiennosci
wzajemnego potozenia czastek, z doktadnoscia do ruchu sztywnego). Tym samym wytqczo-
ne sg z rozwazan zagadnienia mechaniki o§rodkéw (do ktérych sig ograniczymy), gdzie
decydujace znaczenie ma ruch i energia kinetyczna, jak np. teoria turbulencji lub teoria
zawiesin. Opis ruchu jest opisem Lagrange’a i ogranicza sig do rozwazania pol odksztalcen,
o ktorych zaktadamy, Ze sg male. Sg to zatozenia charakterystyczne dla ciala stalego,
aczkolwiek nie wyklucza si¢, Ze pewne ziarno moze stanowié ciecz, w sensie inkluzji
materiatu nie stawiajacego oporu odksztatceniom postaciowym. Zgodnie z tym, na obecnym
etapie teoria oSrodkéw wielofazowych jest teoria /iniowq geometrycznie. W konsekwencji,
poza zakresem rozwazan pozostaje problematyka zwigzana z topologia o$rodka, np. nie-
istotna jest kwestia, czy ziarna lub fazy stanowia obszary jednospdjne, czy tez nie. Z pew-
nych przyczyn, ktére stana si¢ jasne w dalszym ciggu, dogodnie jest jednak wydzielié
klase o$rodkéw, w ktérych ziarna o postaci’ obszaréw jednospdjnych sa «zanurzone»
w ofrodku macierzystym. Moéwimy wowczas o zawiesinie, przy. czym jeli inkluzje sg do-
statecznie od siebie odlegte, by ich wzajemne oddzialywanie bylo pomijalne, méwimy
0 zawiesinie rzadkiej.

2, Zakres poszukiwan

Na og6t za punkt startowy poszukiwan w dziedzinie oé§rodkéw wielofazowych uwaza sig
pracg EINSTEINA z r. 1906 [26], w ktdrej okreslit on lepko$§é zawiesiny rzadkiej sztywnych
kulek.

W ogblnoéci klasyczny problem teorii o$rodkéw wielofazowych stanowi okreSlenie
makroskopowych wlasnosci materialéw («stalych materialowych») na podstawie znanych
wlasnoécei faz i probabilistycznego opisu geometrii wewnetrznej. Najbardziej podstawowym
elementem opisu o$rodka jest podanie koncentracji faz (stosunku objetoéci fazy do objgto-
$ci ofrodka). Niewatpliwie u podstaw rozwazan pierwszych badaczy tkwito prze§wiad-
czenie, ze znajomoS¢ koncentracji jest wystarczajaca dla wyznaczenia wlasnoéci makrosko-
powych. W tym kregu rozumowan mieszcza sig podstawowe prace: VOIGTA z r. 1910 [93]
i ReUssa z 1. 1929 [79], ktoérzy okredlili state sprezystosci o$rodka izotropowego o fazach
izotropowych. VoigT okreélit makroskopowe state sprezystoéci w postaci $rednich arytme-
tycznych ze statych fazowych, co odpowiada zaloZeniu jednorodnego (stalego) pola od-
ksztalcen w oérodku wielofazowym
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tutaj u, » oznaczaja stale sprezystosci postaciowej i objgtosciowej, »; koncentracjg fazy J,
wskaznik ¥ oznacza stala Voigta. Reuss podal wyrazenia w postaci $rednich harmonicz-
nych, co jest réwnoznaczne z przyjeciem jednorodnego pola naprezen,

1 \ 7 1 Ty
R — Hi ’ KR ~ i

(R oznacza stalg Reussa). Dzisiaj wiemy (wykazat to éci§le dopiero HiLL, [43]), ze stale

Voigta i Reussa nie sa co prawda ogélnymi rozwigzaniami, natomiast stanowig ogranicze-

nia stalych makroskopowych, mianowicie

Hr S 4 <y, Hrp S < oxp
i w tym sensie graja wazng rolg w teorii sprezystosci o§rodkéw wielofazowych, uwypuklona
specjalnymi ich oznaczeniami (podanymi wyzej).

Okres miedzywojenny charakteryzowal si¢ podejéciem podobnym, polegajacym na
bezposrednim usrednianiu réZznych wielkosci, przy czym problem skupiat zainteresowanie
gtéwnie metalografow i krystalograféw. Znane sa z tego okresu prace BOASA, SCHMIDA,
BRUGGEMANA, HUBERA, ROHLA i in. [7], [8], [12], [42], [82]. Naturalng kontynuacja tych
badani sg ujecia wariacyjne (por. p. 3).

Problem stalych materiatlowych formulujemy dzisiaj ogélniej jako okreslenie réwnania
konstytutywnego ofrodka, gdy znane sa takiez rownania dla poszczegblnych faz. Niech
na przyktad w zagadnieniu reologicznym dla ofrodka o fazach izotropowych L bedzie
operatorem liniowym okreslajacym historie naprezenia o(t), gdy zadana jest historia
odksztalcenia e(t), znanym dla kazdej fazy i

G = L,‘G.

)
Zadanie polega na znalezieniu operatora makroskopowego L wiazgcego odno$ne «makro»-
-historie

¢ = Le,
gdzie kreska pozioma nad symbolem oznacza wynik operacji usredniania (do kwestii, co
pod ta operacja rozumiemy, powrdcimy ponizej). Lokalno$¢ zwiazkéw fenomenologicz-
nych zachowujemy rozpatrujac osrodek nieograniczony i pola statystycznie jednorodne.
W literaturze spotyka si¢ tu pojecia (nieprecyzyjne) objetosci reprezentatywnej (np. [397),
duzej w stosunku do rozmiaréw ziaren, malej w poréwnaniu ze zmianami makroskopo-
wymi pola, po ktdrej przeprowadzamy uérednianie.

Jak wida¢, okre$lanie wlasno$§ci makroskopowych oérodka zwigzane jest z wyznaczaniem
wartosci oczekiwanych (przecietnych). Problemem szerszym, ogdlniejszym zadaniem teorii,
jest okreSlenie wszelkich charakterystyk probabilistycznych pdl losowych (np. naprezenia
i odksztalcenia) w postaci np. funkcji korelacyjnych lub (wielowymiarowych) rozktadéw
prawdopodobiefistwa dowolnego rzedu. Na takiej podstawie mozna rozpatrywaé szereg
zagadnien specjalnych, jak np. tzw. problem skali (m.in. zalezno$é fluktuacji wielkosci
u$rednianych od rozmiaréw obszaru uéredniania), problem wartoéci ekstremalnych (np.
rozklady prawdopodobiefistwa pewnych wielkoéci ekstremalnych w okre§lonej objgtosci),
tworzenie nowych statych materialowych (np. zwiazanych z energia odksztalcenia, z funk-
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cjami wyteZzenia lub opisujacych fluktuacje) i in. Praktyczne znaczenie naszkicowanej
problematyki jest oczywiste.

Oddzielny kierunek rozwoju zwiazany jest z zagadnieniem brzegowym; uzyskano tu
nowe wyniki o charakterze poznawczym. W szczegélnodci okazuje sig, Ze makroskopowy
tensor sprezystosci zalezny jest od potozenia, mimo Ze geometria wewnetrzna o$rodka
opisuje sie polem stochastycznie jednorodnym — pojawia si¢ zatem efekt brzegowy;
w konsekwencji cialo jest sprezyécie (makroskopowo) niejednorodne. W ogélnosci wyste-
puje réwniez zalezno$¢ od pola obcigzenia — tensor sprezystosci przeksztalca sie w opera-
tor sprezystodci 1 problem staje sie nielokalny; tym samym okreélenie «state materialowey
moze by¢ tylko luzno rozumiane.

Teoria osrodkéw wielofazowych obejmuje rézne problemy fizyczne, w zaleznosci od
typu rownania (operatora) i rzgdu pola tensorowego; dla ilustracji wymienimy:

— w zakresie réwnan eliptyczaych: problem stalej dielektrycznej 1 przenikalnodei
magnetycznej; problem tensora sprezysto$ci; zagadnienia ze Zrédtami dystorsji, np. makro-
skopowy wspdlczynnik rozszerzalnoéct cieplnej;

— w zakresie réwnan parabolicznych: wyznaczenie statych dyfuzji, stalych przewod-
nictwa cieplnego, opornosei elektrycznej; charakterystyki réznorodnych pdl przepltywu;

— w zakresie réwnan hiperbolicznych bogata problematyka propagacji fal w oSrodku
wielofazowym: okreSlenie charakterystyk dyspersji, dyfrakcji, ttumienia, polaryzaci,
rozkladu widmowego fal; problematyka fal powierzchniowych.

Ogdlnie mozna powiedzieé, z¢ w zasadzie kazde zagadnienie fizyki o$rodkéw ciaglych
ma swojego reprezentanta w zakresie o§rodkow stochastycznych wielofazowych.

. 3. Metody matematyczne

Postepy teorii oérodkéw wielofazowych zaleza byé moze w wigkszym stopniu od rozwo-
ju metod matematycznych, anizeli od typu zagadnienia fizycznego.

W obecnej chwili dominujg dwie metody, wariacyjna i probabilistyczna, przy czym
wiekszo$¢ prac korzysta z ujecia wariacyjnego 1 ogranicza si¢ do rozwiagzan przyblizonych.
Kierunek ten mozna scharakteryzowaé jako poszukiwane odpowiedzi na pytanie: co
mozna powiedzie¢ o whasno$ciach makroskopowych oérodka, gdy znana jest tylko kon-
centracja faz? Odpowiedz jest taka, ze poszukiwanie wielko$ci mozna zamknaé w odpo-
wiednie obustronne nieréwnoéci i postep polega w pierwszym rzg¢dzie na zacie§nianiu tych
ostatnich. Pomijajac odosobnione przypadki, gdy ta droga mozna dojé¢ do rozwiazania
§cistego, istnieja okreSlone «granice» owego zacie$niania, ktorych przekroczyé nie mozna
bez dokladniejszych informacji o geometrii wewnetrznej. W szeregu przypadkdw udalo sie
osiggnac te «granicey, tj. wykazaé, ze przy danej wylacznie koncentracji faz nie istnieje
przyblizenie lepsze od uzyskanego. Kierunek ten ma szczegdlne znaczenie praktyczne,
inzynierskie, gdyz koncentracja faz jest zwykle wielkoScia znana, a koticowe formuty
sprowadzaja si¢ do pewnych wyrazen algebraicznych.

Kierunek probabilistyczny zaklada znajomo$¢ geometrii wewnetrznej z dowolna do-
ktadnoscig w sensie opisu pola losowego metodami probabilistycznymi. Uzyskanie takiego
opisu droga eksperymentalng jest na ogo! do§¢ pracochlonne i wymaga uzycia korelato-
réw mechanicznych. Wyniki (zwykle w postaci pewnych szeregéw catkowych) wymagaja,
przy przejéciu do obliczen numerycznych, zastosowania maszyn cyfrowych. Natomiast
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ta droga uzyskuje si¢ rozwiazanie Sciste i mozna zbudowa¢ zamknigta teorig zagadnienia.
Stosownie do sposobu opisu pola losowego mozna wyrézni¢ tu trzy gléwne metody:
metode funkcji korelacyjnych, metode analizy harmonicznej, oraz zastosowanie wielowy-
miarowych rozkladéw prawdopodobieristva, ogdélniej, funkcjonatéw prawdopodobienstwa
i funkcjonatéw charakterystycznych. Niemal cala uwaga, jak dotad, koncentruje si¢ na
ujeciu korelacyjnym, najbardziej bezpoSrednim.

Z uwagi na znaczenie obu uje¢ (wariacyjnego i korelacyjnego) oméwimy je doktadniej
w oddzielnych punktach, obecnie za§ wspomnimy jeszcze o dwéch metodach specjalnych
majacych zastosowanie do o§rodkéw o uproszczonej geometrii wewnetrzne;.

Pierwsza z nich obejmuje teori¢ zawiesin rzadkich (por. definicje w p. 1). Jesli znane
jest rozwiazanie dla jednej inkluzji okreSlonej formy w ofrodku macierzystym nieograni-
czonym, to rozwiazanie dla zawiesiny otrzymujemy przez prosta superpozycje skutkéw.
Ma ona zwykle postaé (na przyktadzie wspoélczynnika sprezystosci objetosciowe))

% = %M(l"l—zdivi),
i

gdzie w, oznacza stalag oSrodka macierzystego, «; pewna stala bezwymiarows zaleZna
od wlasnoSci sprezystych of$rodka macierzystego i inkluzji oraz od ksztaltu tej ostatniej
(pozostate oznaczenia, jak w poprzednich wzorach). Dobre przyblizenia uzyskuje sig
przy koncentracjach rzedu ;’ v; < 29, przy czym rozwigzania ograniczajg sie w zasadzie

do inkluzji kulistych i elipsoidalnych.

Prostota zalozen geometrycznych pozwolita rozszerzyé krag zagaduien fizycznych
i w rzeczy samej wigckszo$¢ rozwigzan dotyczy zawiesin ciala stalego w cieczy. Przytoczy-
lidmy juz rozwigzanie EINSTEINA [26] dla ukladu ciecz lepka~inkluzje kuliste sztywne.
Tenze przypadek dla inkluzji elipsoidalnych analizowat JEFFREY [28]; dla inkluzji lepkich
sferycznych z uwzglednieniem napiecia powierzchniowego TAYLOR [90], przy dodatkowym
uwzglqc’lnieniu tarcia i po$lizgu OLDROYD [75], dla inkluzji sferycznych sprezystych FrOH-
LICH 1 SAck [31]. Dla oérodka macierzystego sprezystego znane sa wczesne prace
BRUGGEMANA [12] i DEwEYA [22]; dla inkluzji elipsoidalnych podstawowe rozwiazania
podat ESHELBY [27]; rozwiazanie dla pustek sferycznych przedstawit MACKENZIE [68],
dla inkluzji sztywnych sferycznych HASHIN [32]. Warto zauwazyé, ze niektére rozwiaza-
nia wynikaja z innych, jako ich szczegdlne przypadki. Rozwéj tej drogi poszukiwan pro-
wadzit do uwzglednienia w mniej lub bardziej §cisty sposéb wzajemnego oddzialywania
inkluzji, niektére ujecia majag charakter pbéldo$wiadczalny.

Drugie stosowane czesto zalozenie upraszczajace polega na tym, Ze co prawda nie
«ograniczamy» w niczym konfiguracji geometrycznej oérodka, lecz za to przyjmujemy,
ze wlasno$ci (np. sprezyste) faz réznia si¢ malo, tj. réznice sa na poziomie fluktuacji.
Tutaj z powodzeniem znajduja zastosowanie metody perturbacyjne, wykorzystywane
chetnie zwlaszcza w zagadnieniu falowym, z uwagi na trudno$ci pojawiajace si¢ przy
ici$lejszych metodach (por. MoLy~EUX [71], BERAN [1], SoBCZYK [86]).

4. Ujecie wariacyjne

Ujecie wariacyjne (scharakteryzowane w p. 3) w zastosowaniu do problemu sprezy-
stosei, na ktérym zilustrujemy koncepcje rozwiazania, polega na wykorzystaniu twierdzen
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o energii potencjalnej i energii dodatkowej (kompléementarnej) teorii sprezystosci. Roz-
wazmy dla przykladu pierwsze zagadnienie brzegowe i ograniczmy (petna) energie od-
ksztalcenia E, nastgpujacymi nieréwnosciami

[ o*(2e0—So)dV < 2E < [e*Ce*av.

Prawa strona nierdwnosci wynika z twierdzenia o energii potencjalnej, lewa — z twier-
dzenija o energi dodatkowej; C 1 S oznaczaja kolejno tensor sprezystodci i tensor odksztat-
calnodci; e* jest polem odksztatcen wirtualnych (odpowiednio gtadkim) zgodnych z prze-
mieszczeniami na brzegu, za$ o* dowolnym zréwnowazonym polem naprezen i €y dowol-
‘nym, zgodnym z warunkami brzegowymi, polem odksztalcefi (notacja jest absolutna i moze
by¢ interpretowana w znany sposob macierzowo-wektorowy). Wezmy na przykiad oérodek
dwufazowy o fazach izotropowych i jednorodne pole odksztalcen wirtualnych. Poniewaz
2F =¢C €, gdyz energia odpowiada okre§lonym przemieszczeniom na brzegu, otrzymamy
na podstawie prawej strony nieréwnosci

A

€eCe < v eCietr,eC,e,
a stad
€@, C,+9,C,—C)e = 0.

Oznacza to, ze macierz w nawiasach jest dodatnio okreslona (§cilej p6tokreslona), a stad
otrzymuje si¢ szereg nieréwnoéci obejmujacych sktadowe tensora sprezystoéci (korzysta-
jac np. z twierdzenia o dodatnio§ci minordw gléwnych). W taki sposdb mozna udowodnié
(i jednocze$nie uogdlni¢) nieréwnosdci Voigla i Reussa.

Przyblizenie to jest jeszcze zbyt grube. W celu zacieénienia nier6wnoéci HASHIN i SHTRIK-
MAx [38] oraz HiLL [45] podali bardziej rozwinigte twierdzenia wariacyjne, w ktérych po-
awiaja si¢ pojecia tensora polaryzacji naprezenia v 1 odksztalcenia v grajace wazng rolg
w calej teorii ofrodkéw wielofazowych. Sa one zdefiniowane nastepujacymi réwnosciami

T = (C_CO)G: n = (SO_S)67

gdzie C,, Sy oznaczaja tensory sprezystosci i odksztalcalnodci dla o§rodka odniesienia,
za ktéry mozna przyja¢ dowolny oérodek (np. o wlasnoéciach sprezystych jednej z faz
izotropowych lub o §rednim tensorze spr¢zystosci, w sensie §redniej arytmetycznej). Wpro-
wadzenie tensoréw polaryzacji prowadzi do zastapienia oérodka niejednorodnego jedno-
rodnym (mianowicie os$rodkiem odniesienia) obcigzonym polem odnoénego tensora pola-
ryzacji.

Przytoczmy obecnie dla przykiadu jedno z twierdzed Hashina-Shtrikmana-Hilla dla*
pierwszego zagadnienia brzegowego:

2(Eo—E) > [ v [(C—Co)'n* —eo —€*]dV,

gdzie E, jest energia o$rodka odniesienia dla zadanych warunkéw brzegowych, za§ t*
oznacza wirtualne pole tensora polaryzacji naprezenia (odpowiednio gladkie). Dalszy ciag
rozwiazania polega na przyjeciu tego pola w postaci pola fazami jednorodnego (tj. obsza-
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rami stalego, lecz w ogdlnosci réznego ‘dla kolejnych faz izotropowych), a nastepnie na
doborze (z warunku ekstremum) optymalnego uktadu wielkosci v dla poszczegolnych
faz. Dla przykladu podamy rozwigzanie dla modutu objetoéciowego, dla osrodka dwufa-
ZOWego

A

%(1) < x < %(2)’

=

y
(1) —= 5 2
T 3y,
y—%y 3, +4p
y
22 = x, - L
2t 3,

Hy— 2y + 3y +4u,
X< oy My < fa
Wyrazenia tego typu wyznaczono dla wielu konkretnych pezypadkéw i dla réznych sta-
tych sprezystosci (a takZe innych wiasnosei fizycznych). Wyniki przedstawia sie zwykle
na wykresach w zaleznosci od koncentracji faz; krzywe typu =1, x(2) wydmelajq obszar,
w ktérym musi sie miesci¢ poszukiwana wielko$é makroskopowa (%).

Aby unaocznié zakres poszukiwan podamy niektére wyniki. PAUL [76] wyznaczyt
ograniczenia dla modulu Younga; analiz¢ o§rodkéw dwufazowych przeprowadzit HiLL
[44], [48]; o$rodki zbrojone widknami (majace duze znaczenie techniczne) analizowali
Hasury [35], HiLL [46]; twierdzenia energetyczne w ujeciu klasycznym stosowali BERAN
i MoryNeux [4]. Pewna modyfikacje metody przedstawit WALPOLE [94]; rozszerzenie
badan na osrodki lepkosprezyste przedstawili Roscok [80], CHRISTENSEN [19]; wihasnosci
zawiesin z zastosowaniem metod harmonicznych analizowali RUBENFELD 1 KELLER [83];
rozwiazania dla zagadnienia rozszerzalnosci cieplnej podali RoSEn i HAsHIN [81] oraz
Lewin [60]; problem lepkoSci cieczy analizowal HASHIN [34]; zastosowanie metody dla
polikrysztatu przedstawili HasHIN i SHTRIKMAN [39]. Nie podajemy tu do$¢ obszerniej
literatury w zakresie stalej dielektrycznej i ograniczamy si¢ do prac BERANA [2] i BROWNA -
[10] z uwagi na wprowadzenie elementdw statystycznego opisu geometrii wewnetrznej;
wiele rezultatéw zebral w swej ksiazce BERAN [1].

Dalszy rozwdj metod przyblizonych zwiazany bedzie niewatpliwie z rozszerzeniem
zakresu zalozert o o§rodku poza koncentracje faz, tj. uwzglednieniem dalszych informacji
o geometrii wewnetrznej, co pozwoli na dalsze zacie$nienie uzyskiwanych nieréwnoscei.
Gloéwny (aczkolwiek nie jedyny) nurt poszukiwan wigze si¢ z rozwojem metod probabili-
stycznych.

5. Ujecie korelacyjne

Z przyczyn omawianych powyzej nalezy przewidywal, Ze ujecie statystyczne bedzie
okreslato w przyszlosci glowny kierunek poszukiwafi, przy czym postepy beda zwiazane
z rozwojem teorii operatoréw i réwnan stochastycznych.

Dia wprowadzenia w to zagadnienie przyjmijmy, e mamy ogdlnie operator réznicz-
kowy liniowy rzedu drugiego

0% R
D= %’a” Ox; 0x; +211 bi3—m+c
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i Ze réwnanie rozwazanego problemu fizycznego ma postaé

Do = 1,
gdzie ¢ jest szukana funkcja, a f oznacza niejednorodno$¢ (w chwili obecnej nie precyzu-
jemy, czy chodzi o funkcje skalarna czy tensorows; dla ustalenia uwagi pomys$lmy o réw-
naniu Lamégo, gdzie ¢ oznacza pole przemieszczed, a f pole sit objgtosciowych).

Mozemy rozrdzni¢ trzy przypadki: 1) D jest operatorem deterministycznym, a f funkcja
losowa, badz tez warunki brzegowe sa losowe (zauwazmy, ze losowo$¢ warunkéw brzego-
wych moze wynikaé zaréwno z losowosci funkcji na brzegu — np. obciazenia lub prze-
mieszczenia, jak i z losowosci geometrii samego brzegu); jest to w szczegolnosei przypadek
losowego obcigzenia konstrukeji (jednorodnych), zwiagzany blisko z problematyks bez-
pieczenistwa konstrukcji; obejmuje on m.in. prawie cata dynamike statystyczna konstrukeji;
2) D jest operatorem losowym (f'moze by¢ funkcja losowa lub deterministyczng); ten przy-
padek obejmuje m.in. teorig (liniowa) ofrodkdw stochastycznych wiclofazowych; 3) D jest
operatorem losowym skorelowanym z funkcja ¢; oznacza to, ze wlasnosci oérodka zaleza -
od tejze funkeji, co w szczegdlnosei zachodzi przy przejsciu do zjawisk nieliniowych (fi-
zycznie).

W kazdym z wymienionych przypadkdéw poszukiwana funkcja ¢ staje sie losowa
i operator D (niezaleznie od tego czy jest deterministyczny czy stochastyczny) dziata na
funkcje losowa. Tym samym nie mozZe on by¢ zdefiniowany w zwykly sposéb, gdyZ nie
mozna méwié o zbieznodci funkeji losowej (wystepujacej przy definiowaniu pochodnej)
w zwyktym sensie; zwykle korzystamy z definicji pochodnej w sensie zbieznosci $rednio-
kwadratowej (1.1.m.). Je§li operator jest stochastyczny, jak np. w przypadku (2) (tzn. wspo6l-
czynniki a;;, b;, ¢ sa funkcjami losowymi), to w ogble musimy zaczaé od jego definicji
(zauwazmy, ze w sensie deterministycznym nie mogliby§my nawet okreslié typu réwnania,
zaleznego od wspéleczynnikdw). Ograniczymy si¢ tutaj, dla ilustracji, do podania definicji
(Sciélej, jednej z istniejacych definicji) operatora stochastycznego. Najpierw wprowadzamy
pojecie uogélnionej zmiennej losowej w nastgpujacy sposéb: mniech (2,47, p) bedzie
przestrzenia probabilistyczng, gdzie 2 oznacza zbidr zdarzen elementarnych, s ¢ —algebre
podzbiordéw tego zbioru, x miare zupeing unormowana na tych podzbiorach. Niech z kolei
(%, %) oznacza przestrzen mierzalna, gdzie & jest przestrzenia o$rodkowa Banacha, &
o — algebra podzbioréw borelowskich. Wowczas uogdlniong zmienng losows nazywamy
przeksztatcenie x(w):Q2 — &, jeSli {w:x(w)e B} es/ dla Be# (warunek zachowania
prawdopodobienistwa). Operatorem losowym nazywamy przeksztatcenie T(w): Q2 X & — &,
Jjesli T(w)[x] jest uogdlniony zmienng losowa z wartoSciami w %, dla kazdego x € &. Jesli
operator jest liniowy ograniczony to méwimy o endomorfizmie losowym. ’

Nie kontynuujac tych abstrakcyjnych rozwazan wyjaénimy tok rozwiazania uZywajac
«jezyka deterministycznego» i ograniczajac si¢ na razie do przypadku (1). USredniajac
obustronnie réwnanie problemu otrzymujemy (uwzgledniajac, ze D jest deterministyczny)

Dp=f.
Jest to réwnanie (w ktérym wszystkie elementy sa deterministyczne) na-§rednia funkcje .
Cheae wyznaczyé funkcje momentu korelacyjnego wypisujemy réwnanie dwa razy dla
réZnych argumentéw i mnozymy stronami

Do (x,)Dp(x;) = f(x1)f(x;),
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po czym znowu u$redniamy
Dy Dy{py 2> = DX gy 02> = {f1 12,

w czym nawiasy { » oznaczaja operacj¢ usredniania, a D) jest skrétowym zapisem opera-
ratora 1V rzedu dziatajacego na funkcje argumentéw (xy, x,); otrzymalimy wiec réw-
nanie IV rzedu na funkcje korelacyjna (niescentrowana) @, ¢ = {¢, ¢,>. Postepowanie
to mozna kontynuowaé w sposéb oczywisty, otrzymujac réwnania (deterministyczne)
na funkcje korclacyjne dowo]nego rzedu, co rozwiazuje problem

deterministycznego nie nastrgeza trudnoém wowcezas

p =Gxf,
gdzie G jest operatorem catkowym z funkcjg Greena jako jadrem. Usredniajac kolejno,
w sposéb identyczny jak poprzednio, otrzymujemy od razu w postaci jawnej wyrazenia
na poszukiwane funkcje korelacyjne:

p= G*f» (popey> =GP fy Sy itd.

Przechodzac do operatorow stochastycznych [przypadek (2)] i do teorii o$rodkéw wie-
lofazowych napotykamy trudno$¢ wynikajaca z niemoznoSci bezposredniego usrednia-
niania lewej strony réownania (gdyz (D) # 5@). Widaé stad, ze pozadane byloby spro-
wadzenie zagadnienia do obcigzenia osrodka jednorodnego (ktéremu odpowiada operator D
deterministyczny) jakim$ polem losowym. Jest to, jak widzieliémy w p. 4, moZliwe, przy
czym polem tym jest pole tensora polaryzacji 7. Np. dla zagadnienia Lamégo otrzymuje
sie réwnanie

» Loud-divt =0,
gdzie L, jest operatorem Lamégo dla o$rodka odniesienia (jednorodnego) o tensorze
sprezystosci Cy. Przechodzac do przedstawienia catkowego otrzymuje si¢ nastgpujacy
wynik koficowy, rozpisany we wspoirzednych kartezjatiskich

ey(x) = ajT(x)+ f/lljkl(xs Eru&yav,

Aijkl i Gk(i I
Qiju = mngk(, pmds,
r—>
=&
n o=,

s
ktéry zapisujemy krétko w postaci operatorowej

e = A,
Tutaj e jest poszukiwanym polem tensora odksztalcenia, G tensorem Greena dla zagad-

nienia Lamégo, f_ warto$cia gtéwna catki (osobliwej), § catka po malej sferze o promie-
niu r, ¢ punktem biezacym, a, jak wida¢, pewnym staltym tensorem. Poniewaz pole ©
zalezy od pola e otrzymujemy réwnanie catkowe

€ = €p+ce,



252 Cz. EIMER

gdzie €, jest rozwigzaniem dla osrodka odniesienia (jednorodnego) oraz ¢ = C—Cj.
Podobne réwnanie otrzymujemy dla pola tensora polaryzacji. Rozwijajac te réwnania
w szeregi typu Neumanna i usredniajac wyraz po wyrazie otrzymujemy nastgpujacy wzoér
koncowy na makroskopowy tensor sprgzystosci

'C = BA~'4cy,
A= T4+4,{c;0+A553eac3)+ ...
B = ed4A24ey e+ Agaaleiczead+ ..

gdzie Ay,, A, , ... oznaczaja operatory iterowane po punktach odpowiednio x;, x,;
X1, X, X5 5 itd,

Jak widaé, do pelnego rozwigzania konieczna jest znajomo$¢ funkcji korelacyjnych
dowolnego rzedu, <c;», ¢, ¢3), .... Wyrazaja si¢ one dla faz izotropowych nast¢pujaco:

{eyea .. Oy = Zpk,_"k,,(xl, e Xp) Cry Chy v Chye

Tutaj py,..x. jest prawdopodobienstwem zdarzenia polegajacego na tym, ze w ustalonym
zbiorze punktdéw x,, ..., x, punkt x, jest potozony w fazie k,, punkt x, w fazie k, itd.,
za$ ¢, = Cp.—Cy. Widaé stad wyraznie, ze funkcje korelacyjne zaleza od geometrii
wewngtrznej osrodka.

Przy naszkicowanym rozwigzaniu wylania sig¢ oczywiscie szereg kwestii matematycz-
nych, np. gladkodci funkcji, zbieznosci szeregdw itp. Rozwiazanie powyzszego typu, przy
zastosowaniu tensora polaryzacii, zostalo podane przez EmMera [23], [25]. Wydaje sig, ze
prowadzi ono najszybciej do celu, aczkolwiek nie jest jedynym mozliwym. Uogélnjenie
zatozen matematycznych podat Trzgsowskr [92]." Rozpatruje on zagadunienie w kontekscie
przestrzeni Sobolewa funkeji rézniczkowalnych w sposéb uogdlniony i dochodzi do
wniosku, ze wyniki uzyskane przy silnigjszych zalozeniach obowigzuja réwniez, gdy ma-
terial nie zachowuje sig jak oérodek ciggty w stanie réwnowagi.

Kierunek rozwoju polegajacy na $cistym rozwigzaniu probabilistycznym zostal zapo-
czatkowany przez LIFSZYCA i ROZENZWEIGA. [62], 1946. Réwniez pionierska rol¢ odegraty
prace BROwNA [10] (problem dielektryczny) i PRAGERA [78] (problem dyfuzji). W kon-
tekécie pola elektrycznego, z opisem do dwupunktowych funkeji korelacyjnych wlgcznie
problem zostal opracowany przez BeRaNA i MOLYNEUX [4]. Teoria polikrysztatu zostala
rozwinigta przez KRONERA [55], [57]; warto tu tez wymienié prace HERSHEYA i DAHLGRENA
[41] oraz KNEERA [53]. Kierunek probabilistyczny byt szeroko rozwijany przez autorow
radzieckich. Wymieni¢ tu mozna prace DARINSKIEGO i SZERMIERGOWA [21], FOKINA i SZER-
MIERGOWA [29], L.OMAKINA [66], BOLOTINA 1 MOSKALENK]I [9], CHOROSZUNA [18], WOLKOWA
1 KuinskicHA [98]; ta ostatnia zajmuje sig zwlaszcza analiza pdl losowych. Rozwinigeia
na zagadnienia brzegowe i oSrodki lepkosprezyste podalt autor niniejszego szkicu [24],
[25]. Obszerna dyskusje caloéci zagadnienia mozna znalezé w ksiazce BErANA [1].

Aczkolwiek zasadnicza droga rozwigzania zagadnien liniowych metoda funkcji kore-
lacyjnych jest juz dzi§ dostatecznie jasna, to jednak stosunkowo niewiele zrobiono w zakre-
sie zastosowan teorii do calej masy konkretnych zagadnien. Wydaje si¢, Ze na przeszkodzie
takiej «rozbudowie wszerzy popartej pomiarami do§wiadczalnymi, stoi brak odpowied-
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nich metod takich pomiaréw, zwlaszcza korelatoréw mechanicznych i nalezatoby Zyczyé
sobie wzmozenia wysitkow w tym kierunku.

6. Rzut oka w przyszlo§é

Powyzszy szkic jest daleki od kompletnosei, gdyZ staraliémy si¢ skoncentrowaé uwage
na kluczowych kierunkach rozwoju. Pominelismy szereg metod o mniejszym zasiggu takich,
jak np. metody «self consistent» i «smearing-out» por. HiLL [48], Bubiansky [14], KERNER
[52], a takzc metody funkcjonalne, typu stosowanych w kwantowej teorii pola. RéwnieZ
pomingliémy obszerng problematyke dynamiczng i falowa, gdyz rozwija si¢ ona gléwnie
w kontekscie dynamiki statystycznej, stanowiacej oddzielng dyscypling. To samo doty-
czy zagadnien elektrostatyki i elektrodynamiki; interesuja one w mniejszym stopniu me-
chanikéw. Wydaje sig, ze rozszerzenie poszukiwan na zagadnienie faloive, w tym problema-
tyke elektrodynamiki, wyznacza jeden z kierunkow rozwoju teorii.

Natomiast chcielibydmy jeszcze powiedzie¢ kilka stéw o zagadnieniach nieliniowych
w kontekdcie zjawisk plastycznosdci. Celem jest tu okreSlenie zachowania si¢ materiatu
polikrystalicznego i wielofazowego przy znanym zachowaniu poszczegdlnych krystali-
téw. Wskutek plastycznego plynigcia sieci krystaliczne ulegaja obrotom, co zwykle sie
pomija, pomijajac tym samym efekt anizotropii generowanej tymi zjawiskami. Podsta-
wowe prace zawdzieczamy tu TAYLOROWI [88]. (dyskusja ogranicza sig do sieci kubicznych
centrowanych) oraz [89]" (zwiazek naprezZenia z odksztalcenia przy obciazeniu jednoosio-
wym). Kluczowym zagadnieniem jest tu okreslenie aktywnego systemu poélizgu, np.
za pomoca odpowiednich zasad minimalizujgcych oraz ustalenie miejsca poélizgn. Prze-
glady weczeéniejszych prac mozna znalezé u Biswora i HiLLA [6] oraz CoTTRELLA [20].
Rozszerzenie metod Taylora, m.in. na krystality sprezysto-plastyczne przeprowadzit Lin
[63], PAYNE [77] i in. Warto zauwazy¢, ze zatozenia, z uwagi na stopien trudnosci, sg tu
znacznie bardziej ograniczone niz w teorii liniowej, np. przyjmuje si¢ jednorodne pole
odksztatcen catkowitych. W innym ujeciu rozwaza sig¢ krystalit jako kule izotropowa za-
nurzona w osrodku sprezystym (BUDIANSKY, HASHIN, SANDERS [15]), w czym mozna od-
nalezé¢ podobienstwo do teorii zawiesin rzadkich, a nawet z uwzglednieniem w pewien
sposéb oddziatywan wzajemnych inkluzji (KROVER [56]). Z powodu tych upraszczajacych
zatozen teoria plastycznoécei polikrysztatu stoi «na pograniczu» teorii ofrodkéw wielofa-
zowych, lecz nie ma powodéw, by w przysﬂos’ci nie nmiata nig by¢ w pelni objeta.

Istotne rozszerzenie i poglebienie teorii o$rodkéw wielofazowych zarysowuje sie
w kontekscie przejécia do mechaniki nieliniowej (geometrycznie), skad dopiero z wiadci-
wego punktu widzenia mozna oceni¢ przyblizenie liniowe, jak rowniez naszkicowang
problematyke plastycznoéci. Okresli to niewatpliwie drugi istotny kierunek rozwoju.

Szkic niniejszy nie obejmuje problematyki badan eksperymentalnych o§rodkéw wielo-
fazowych. Sa ope prowadzone w licznych przodujacych o$rodkach naukowych i to na
duza skale, z uwagi na znaczenie techniczne réznego typu materialéw «wzmocnionychy,
lecz wydaja sig biec torem réwnolegltym, niezaleznym od rozwoju teorii. O jednej z przyczyn
(trudnodci ustalenia geometrii o§rodka) wspomnieliSmy juz wyzej. Warto zwrécié uwage
na dwie, obiecujace metody eksperymentalne (w sensie mozliwego powiazania z teorig),
mianowicie analizy strukturalnej (metoda proszkowa Debye’a — Scherrera w monochro-
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matycznej wigzce promieni Roentgena) oraz analizy widmowej dla osrodkéw, gdzie dyspo-
nujemy diugodciami fal zblizonymi do rozmiaréw ziaren.

Przyszlo$¢ powinna przynie$¢ ustalenie zwigzkdw (zrazu korelacyjnych, w dalszej

przysziosci byé moze opartych na rozwiazaniach teoretycznych) migdzy parametrami
okre$lajacymi warunki wytwarzania materiatdw a struktura (geometria) o$rodka. Jest to,
by¢ moze, najbardziej perspektywiczny kierunek rozwoju, ktéry pozwoli w petni opanowaé
problem projektowania materiatéw o pozadanych wilasnosciach.

—_
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Pezwome
TEOPUA MHOTOPA3HEBIX CPEIL

Pa6ora umeer 0G30PHLINA Xapaxtep. KlanoieHb! OCHOBHBIE NOHSATHS, TAKME KAK ONpELEICHUA 3ep-
Ha, (hasel ¥ TH., 3 TAOKE HCXOLHBIE NPEATIONOMKEHHST M IPEAMeT HCCHeOBAHKI NAHHOH TeOpHU, B JacT-
HOCTH BHIBOJ] OUPENENAIONTX YpasHeHMi A muorodasHbix cpelt. Hapany co cneluassHbIMH METONAMH,
OTHOCALUMMCS K CoJee y3KHM OONACTAM NPUMEHEHHS, HANIPUMED K TEODHH CabbIX pacTBOPOB, TEOPHH
CpeX ¢ (MIIYKTYaMORHBEIMH M3MEHCHWAMH CBONCTB M IIp., BHUMAHHE COCPENOTOUEHO Ha: 1° BapHalKOH-
HOM IIOJIXONIE; HCIIONB3YIOEM IIPHOIIKEHHBIE METONb! PEIUESHUS, MyTeM BIJIOYEHHA UCKOMBIX BEJIUUHH
B HEKOTOPRIE HEPABEHCTBA, 2° BEPOATHOCTHOM IOJXOAE, MCHOJbL3YIOINEM TOUHbLIE DEUIEHHA B BHAC
P ANOB KOPPENANMOHHBIX (DYHKIMI BO3BPACTAIONIETO NOPAAKA.
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Tlepeuncnennble BONPOCHI M3NOMCEHDLI B NPHIIOYKEHHM K TeopuM yIpyrocrd MHorodasHbIXx cpen,
YKa3aHbl, OJ{HAKO, M HPYIHE BO3MOIKHOCTH MX NpuioykeHMH. OTMedeHb! BO3MOMKHBIE HAIPaBJIEHUSL
PAsBUTHSA TCOPUM, B YACTHOCTH B 0GNACTH BOJHOBBIX 33[aY, TEOPHH IUIACTMUHMOCTH, 2 TAKXKe yCHJIEHUA
€€ CBS3H ¢ (PUBHKO-MEXAHMUECKUM IPOM3BO/ICTBOM MATCPHAIIOB,

Summary

THEORY OF MULTI-PHASE MEDIA

The paper provides a survey of the present state and basic trends of the theory. Following topics arc
dealt with: basic definitions (grain, phase, etc.), field of research (in particular, macroscopic constitutive
equations), fundamental assumptions. Apart from some special methods (e.g. dilute suspensions, fluctua-
ting inhomogeneities), main attention is focused on (1) variational approach (approximate solutions, clo-
sing inequalities for effective quantities), (2) probabilistic approach (exact solutions in the form of series
according to correlation functions of increasing order). Problems are mainly tackled in the context of the
theory of elasticity, other fields of applications, however, being also pointed out. Some possible future
trends are discussed, especially the wave problem, theory of micro- and macro-plasticity, relations to che-
mical physics of manufacturing of materials.

INSTYTUT PODSTAWOWYCH PROBLEMOW TECHNIKI PAN
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