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Nieliniowa  mechanika ciała  stał ego, a  w jej  ramach również  teoria nieliniowej  lepko-
sprę ż ystoś ci,  rozwinę ły się   wszechstronnie  w  ostatnich latach i posunę ły naprzód w opisie
mechanicznych  i  innych  własnoś ci  ciał   rzeczywistych.  W  szczególnoś ci  ugruntowane  zo-
stały podstawy  teoretyczne tych  nauk  w  oparciu  o  osią gnię cia  współczesnej  matematyki
i  fizyki,  co  wią że  się   z  wprowadzeniem  nowego  formalizmu  do  mechaniki. Jest  to nie-
wą tpliwą   zasługą   TRUESDELLA  i innych reprezentantów wytyczonego  przez niego kierunku
w badaniach teoretycznych.

Jednakże  przyczynami  tak  szybkiego  rozwoju  mechaniki  nieliniowej  były  nie  tylko
potrzeby  i  moż liwoś ci  teoretycznych  uogólnień,  ale  również —  i  to  przede  wszystkim  —
obiektywne  warunki  jakie  stworzyła  współ czesna  technika  i  zapotrzebowanie  rozwijają -
cego  się   szybko  przemysł u. Jest  to  zwią zane  z koniecznoś cią   lepszej  znajomoś ci  i  bardziej
ś cisłego  opisu  własnoś ci  nowych,  a  także  tradycyjnych  materiał ów  konstrukcyjnych.  Te
ostatnie  poddane  zostały  bowiem  zaostrzonym  warunkom  eksploatacyjnym  lub  też  nie
stosowanym  dotychczas dział aniom.

Jest  rzeczą   oczywistą,  że  rozwój  nieliniowej  teorii  materiał ów  znacznie  wyprzedził
eksperyment  i  moż liwoś ci  zastosowań  praktycznych.  N iemniej jednak  teoria, nie  ograni-
czając  się   jedynie  do  podsumowania  dotychczasowych  osią gnięć  mechaniki  ciał  stałych,
zawarła w  sobie potencjalne ź ródło  moż liwoś ci  na przyszłoś ć. Chodzi tu nie tylko  o ulep-
szanie własnoś ci materiał ów znanych, ale również  o komponowanie materiałów o poż ą da-
nych  wł asnoś ciach.

N ieliniowe własnoś ci lepkosprę ż yste,  a  ogólniej  sprę ż ysto- lepkoplastyczne,  były przed-
miotem  zainteresowania  teoretyków  i  eksperymentatorów  od dziesię cioleci.  W  pierwszym
okresie  próby  ich  opisania  sprowadzały  się   głównie  do  okreś lania  praw  empirycznych
opartych  na  danych  doś wiadczalnych  dla  specyficznych  materiał ów.  Takie  podejś cie,
zresztą  stosowane z koniecznoś ci do dziś, ma głównie znaczenie praktyczne i może spełnić  —
chociaż  w  ograniczonym  zakresie —•  poż yteczną   rolę .  Inne  podejś cie,  szeroko  stosowane
w  pewnym  okresie  rozwoju  reologii,  opiera  się   na  analogiach  i  modelach mechanicznych
lub  nawet  modelach  innego  typu,  których  elementy  skł adowe  o  charakterystykach  nie-
liniowych  mają   poglą dowo  uzmysł awiać  zł oż one  reakcje  modelowanego  materiału na
odpowiednie  dział ania. Zwykle  w  takich  przypadkach  równania  konstytutywne  formuło-
wane  z wykorzystaniem  ogólnych  zasad  mechaniki przyjmują   postać nieliniowych  równań
róż niczkowych,  niekiedy  bardzo  skomplikowanych.
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Najbardziej  ogólne podejś cie  teoretyczne w nieliniowej  teorii  lepkosprę ż ystoś ci  oparte
jest  na koncepcji  wyraż ania  równań  konstytutywnych  w postaci  funkcjonalnej.  Kierunek
ten  jest  reprezentowany  w  podstawowych  pracach  z zakresu  nieliniowej  mechaniki  ciał
odkształcalnych  TRUESDELLA  [1],  GREENA  i  RIVLIN A  [2],  [3],  [4],  N OLLA  [5],  COLEMANA

i NOLLA [6] oraz innych autorów.

Rozważ ymy  niektóre  aspekty  tego  kierunku  mają ce  szczególne  znaczenie w nielinio-
wej  lepkosprę ż ystoś ci.  I  tak  na przykł ad  GREEN i  RIVLI N  stosują   do opisu  własnoś ci  ciał
lepkosprę ż ystych  rozwinię cie  Volterry  dla  nieliniowych  funkcjonałów,  które — mając
postać  analogiczną   do szeregu  potę gowego — pozwala  na uwzglę dnienie  wpływu  nieli-
niowoś ci  z ż ą daną   dokładnoś cią. Warto  zauważ yć,  że pierwsze  dwa  wyrazy  tego  szeregu
funkcjonalnego  bę dą cego uogólnieniem regularnego  funkcjonału dowolnego  stopnia odpo-
wiadają  prawu liniowej  lepkosprę ż ystoś ci.  W zwią zku  z tym należy  podkreś lić, że przybliż e-
nie  opisu  własnoś ci  nieliniowych  materiał ów  lepkosprę ż ystych  szeregiem  funkcjonalnym
opiera się  na  odchyleniu  od liniowoś ci.  W ogólnym  jednak  przypadku  takie podejś cie  ma
charakter  ograniczony, ponieważ  istnieją   materiał y, których  nieliniowe zachowanie się   nie
wykazuje w pewnych zakresach liniowego  poziomu odniesienia. Jako przykł ad moż na tutaj
podać ciało pełzają ce typu  Odqvista.  Próby  zastosowania  linearyzacji  jego  równania kon-
stytutywnego  w skoń czonym  przedziale czasowym  muszą   prowadzić do bł ę dnych rezulta-
tów. Linearyzycja  w tym przypadku  może mieć jedynie znaczenie lokalne zewzglę du na czas
i nie usuwa  nieliniowoś ci  równań problemów  brzegowych  przy  wykorzystaniu  tego  prawa.

Ostatnie  zagadnienie  wią że się  bezpoś rednio z zakresem  słabej  nieliniowoś ci  materia-
łów  lepkosprę ż ystych.  Wiadomo z badań  doś wiadczalnych  na materiał ach niemetalowych
oraz na niektórych metalach lekkich, że wykazują   one liniowość  tylko  do pewnej  krytycz-
nej  wielkoś ci  naprę ż enia.  D la naprę ż eń  wię kszych  odchylenie  od  liniowoś ci  wzrasta,
a  w efekcie  proces  ten prowadzi  do stanu  zniszczenia  materiał u.  Jeż eli  natomiast, chodzi

0 deformację   czysto sprę ż ystą, to liniowość jest zachowana prawie  aż do stanu zniszczenia.
Moż na zatem uważ ać, że dla stanu naprę ż enia, który  róż ni się   dostatecznie mało  od stanu
krytycznego1),  dewiacja  od liniowoś ci  bę dzie  mał a,  a  zatem  nieliniowość  sł aba.  Moż na
wię c przyją ć  z kolei  istnienie parametru fizycznego,  zależ nego  od  rodzaju  materiału i od-
powiedzialnego  za wielkość  dewiacji,  przez  który  wyraża  się  zmianę   stanu  naprę ż enia
ponad  stan  krytyczny.  Koncepcja  słabej  nieliniowoś ci  rozwinię ta w pracy  BYCHAWSKIEGO

1  FOXA  [7] ma jednak  inny aspekt,  aniż eli podobne podejś cie  perturbacyjne  do  nieliniowej
lepkosprę ż ystoś ci  ARUTIUNIAN A  [8],  który  uogólnienie  swojej  nieliniowej  teorii peł zania
betonu  oparł  na równaniach  teorii  małych deformacji  sprę ż ysto- plastycznych.  Zastrzeż e-
nie  budzi  tutaj  fakt  przyję cia  relacji  wią ż ą cej  intensywnoś ci  odkształ cenia  i  naprę ż enia
w postaci  analogicznej  do  równania  konstytutywnego  dla  przypadku  jednowymiarowego.
Postać  ta,  jak  moż na ł atwo wykazać, jest bardziej  zł oż ona. Jest to oczywiś cie tylko postulat
teorii,  który  nie  ma jednak  uzasadnienia  fizycznego.

Alternatywne  podejś cie  do uję cia  nieliniowoś ci  zaproponował   LEADERMAN  [9],  [10],
który  wprost  uogólnił  zasadę   Boltzmanna nadając  jej  formę   nieliniowego  równania cał-
kowego.  Uzasadnienie  takiego  uję cia  wynika  z doś wiadczeń,  które  wskazują,  że krzywe
odkształ ceń  zależ nych  od czasu  uzyskane  przy  róż nych  stał ych  naprę ż eniach  mogą  być

a)  Przez stan krytyczny  bę dziemy  rozumieli  taki stan materiału, który  prowadzi w okreś lonej  chwili
do  istotnych zmian jakoś ciowych  w jego zachowaniu się.
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sprowadzone  do  siebie  za  pomocą   czynnika  niezależ nego  od  czasu,  a  bę dą cego  jedynie
funkcją   naprę ż enia. Uogólnienie  tych  faktów  na przypadek  naprę ż eń zmiennych w  czasie
prowadzi  bezpoś rednio  do  równania  proponowanego  przez  Leadermana.  Równanie  to
jest szczególnym przypadkiem teorii, którą  zajmiemy  się  w dalszym cią gu w niniejszej  pracy.
Ze  wzglę du  na  swoją   stosunkową   prostotę   nadaje  się   ono  niewą tpliwie  do  zastosowań
praktycznych.  Odnosi  się   to  szczególnie  do  zakresu  słabej  nieliniowoś ci.

Podobna  idea rozwinię ta  została w pracy  RABOTNOWA  [11], który  podał   teorię  peł zania
metali  w postaci  nieliniowego  równania  cał kowego. Należy wię c ona do  teorii  typu  dzie-
dziczenia.

N ie  ulega  wą tpliwoś ci,  że  w  chwili  obecnej  najbardziej  rozpowszechnioną   w  zastoso-
waniach  teoretycznych  i  praktycznych  jest  teoria  peł zania ODQVISTA  [12], która powstała
jako uogólnienie empirycznego prawa N ortona. Obejmuje  ona cały zakres peł zania uwzglę d-
niają c  równocześ nie  efekty  natychmiastowe  w  postaci  nieodwracalnej.  Jej  zaletami  są
przede  wszystkim  stosunkowo  prosta  postać  oraz  dobra  zgodność  z  doś wiadczeniem.

Jednym  z  naszych  celów  było  znalezienie  zwią zku  pomię dzy  teoriami  dziedziczenia,
które  zwykle  wią że  się   z  wł asnoś ciami  Teologicznymi  materiał ów  niemetalowych,  a  teo-
riami peł zania metali. Zwią zek  taki  został  wykazany  w pracy  BYCHAWSKIEGO  i  FOXA  [13],
z  której  wynika,  że  teoria  Odqvista  jest  szczególnym  przypadkiem  podanej  tam  teorii
dla  cał kowicie  nieliniowego  oś rodka  lepkosprę ż ystego.

Celem  naszym  nie jest  podanie pełnego przeglą du  prac w  dziedzinie nieliniowej  teorii
lepkosprę ż ystoś ci,  a jedynie  naś wietlenie  niektórych zagadnień, które wią żą   się   bezpoś red-
nio  z pewnymi  aspektami  prac wł asnych. D latego  też we  wstę pie,  który  zupełnie nie pre-
tenduje  do  rysu  historycznego  zagadnienia,  ograniczamy  się   do  cytowania  prac,  które
wywarły  bezpoś redni  wpływ  na  nasze  prace  oraz  do  sygnalizowania  zagadnień jakie  za-
mierzamy  poruszyć.

Zanim  przejdziemy  do  właś ciwej  czę ś ci  pracy,  omówimy  pokrótce własne  osią gnię cia
w  zakresie  teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  i  jej  zastosowań.

Dotychczasowe  nasze  prace  wią zały  się   w  począ tkowym  okresie  z  uję ciem  teoretycz-
nym  wpływu  nieliniowoś ci  Teologicznej  na  stan  odkształ cenia i  stan  naprę ż enia  w  zaga-
dnieniach  jednowymiarowych  (BYCHAWSKI  [14],  [15],  [16],  [17]),  z  zastosowaniem  teorii
nieliniowej  do  analizy  Teologicznej  konstrukcji  sprę ż onych  (OLSZAK,  KAUFMAN ,  EIMER,
BYCHAWSKI  [18])  oraz  koncepcjami  o  charakterze  podstawowym  (BYCHAWSKI,  FOX  [19]),
które  nastę pnie  posłuż yły  do  postawienia  ogólnej  teorii  (BYCHAWSKI,  FOX [20],  [21]),
jak  również rozważ enia jej  przypadków  szczególnych  (BOROWSKI, BYCHAWSKI  [22]). Dalsze
uogólnienie  teorii  znalazło swój  wyraz  w  analizie  zasad  formułowania  równania  konsty-
tutywnego  nieliniowego  oś rodka  termo- lepkosprę ż ystego  w oparciu o podaną  w pracy  [19]
uogólnioną   zasadę   superpozycji  (BYCHAWSKI,  F OX  [23]). Tutaj  poruszone zostało podsta-
wowe,  naszym  zdaniem,  zagadnienie  postulatów  kompleksowoś ci  i  zwartoś ci  czasowej
równania  konstytutywnego.  Podana  została  również  metoda  operatorowa  odwracania
nieliniowego  prawa  lepkosprę ż ystoś ci  oparta  na  bazie  funkcjonalnej  (BYCHAWSKI  [24]),
która  znajduje  szczególne  zastosowanie  w problemach słabej  nieliniowoś ci.

Dalsze  uogólnienie  to  uję cie  dystrybucyjnych  aspektów  deformacji  plastycznej  oraz
zastosowanie  tej  teorii  do  analizy  zjawisk  niestabilnoś ci  oś rodków  Teologicznych (BY-
CHAWSKI  [25],  BOROWSKI,  BYCHAWSKI  [57]).
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Niezależ nie  od  omówionego  powyż ej  kierunku  naszych  prac, prowadzone  były  bada-
nia  nad  energetycznymi  kryteriami  dla  stanów  krytycznych  oś rodków  lepkosprę ż ystych,
które w efekcie  prowadzą   do nieliniowoś ci  (BYCHAWSKI,  OLSZAK  [26], [27], [28]). W  szcze-
gólnoś ci  kryteria  te  dotyczą   ciał,  które  charakteryzują   się   prawie  wył ą cznie  dysypacją
energii.  W  tym  przypadku  tę   ostatnią   przyjmuje  się   jako  miarę   osią gnię cia  stanu  kryty-
cznego.  Wykazano  tutaj  intuicyjnie  oczywisty  fakt,  że  energia  dysypowana  nie  posiada
ekstremum  róż nego  od trywialnego  na poziomie zerowym (minimum).

Zastosowania  teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  koncentrowały  się   gł ównie  na  za-
gadnieniach statecznoś ci reologicznej  (wyboczenia  przy  peł zaniu) pł yt  i powł ok w  zakresie
geometrycznie  nieliniowym  (BYCHAWSKI  [29],  [30],  [31],  BYCHAWSKI,  KOPECKI  [32],  [33]).

Ostatnio  rozpoczę te  zostały  również  badania  modelowe  nad  zagadnieniem  wyboczenia
przy  peł zaniu dla  powłok kulistych  z materiał ów metalowych  i  niemetalowych.  Zjawisko
było  uję te  zarówno  lokalnie, jak  i  integralnie.  Pierwsze  wyniki  doś wiadczeń  wraz  z  in-
terpretacją   teoretyczną   zostały już  opublikowane  (BYCHAWSKI,  KOPECKI [34]).

Dużą   uwagę  poś wię cono  geometrycznie  nieliniowym  membranom pł askim  (kołowym)
i  powierzchniowym  (obrotowo- symetrycznym,  kulistym).  Podano dla  nich  szereg  rozwią -
zań  ś cisłych dla złoż onych stanów fizycznych  tych konstrukcji  (BYCHAWSKI  [35],  [36],  BY-
CHAWSKI,  KOPECKI,  [37], KOPECKI [38]). W  szczególnoś ci  duże  znaczenie  moż na  przypisać
odkrytej  analogii  mię dzy  stanem  natychmiastowym  (sprę ż ystym)  a  peł zaniem  (nielinio-
wym)  dla  problemów  geometrycznie  nieliniowych  membran  kołowych  (BYCHAWSKI  [39])
i  o dowolnym  konturze  (BYCHAWSKI  [40]). Jest  rzeczą   charakterystyczną   i  wartą   podkre-
ś lenia,  że  moż liwość  istnienia  takiej  analogii  negował   ODQVIST  [41], bę d ą c—jak  się   wy-
daje— zasugerowany  analogią   Hoffa.  Ostatnio  fakt  istnienia  naszej  analogii  został  po-
twierdzony  przez jego  szkołę  w pracy  doktorskiej  STORAKERSA [42].

Uogólnienia  dotyczą ce  zagadnień  geometrycznie  nieliniowych  powł ok w  stanie  mem-
branowym  przy  złoż onych  stanach  deformacji  sprę ż ysto- lepkoplastycznej  znalazły  swój
wyraz  w  rozwią zaniach  ś cisłych  dla  powł ok  obrotowo- symetrycznych  (BYCHAWSKI  [43],
BYCHAWSKI,  OLSZAK  [44])  i  szczegółowej  analizie  powł oki  kulistej  pod  ciś nieniem  wew-
nę trznym  (BYCHAWSKI,  KOPECKI [45]). W  pracach  tych  uogólniona została również  omó-
wiona  powyż ej  analogia,  która  w  ten  sposób  obję ła  szerszą   klasę   zagadnień  nie  tylko
płaskich,  lecz  również  ustrojów  powierzchniowych.

Inne praktycznie  waż ne  zagadnienie peł zania powł oki  cylindrycznej  o przekroju  koł o-
wym pod ciś nieniem wewnę trznym  postawione  zostało odmiennie, aniż eli  to miało  miejsce
w  dotychczasowych  pracach.  Równanie  problemu,  uwzglę dniają ce  współ dział anie  sił
wewnę trznych,  rozwią zane  zostało  w  sposób  ś cisły  (BYCHAWSKI  [46]).  Przeprowadzono
również krytyczną   konfrontację   teoretycznego uję cia  problemu przez innych autorów.

Termo- lepkosprę ż ysta  analiza  powł oki  walcowej  pod  ciś nieniem  wewnę trznym  po-
zwolił a na dyskusję  moż liwoś ci  podejś cia  do rozwią zania  tego  trudnego problemu  i przed-
stawienie  rozwią zań dla przypadków  szczególnych  (BYCHAWSKI [47]).

Z  prac o charakterze ogólnym wymienić  należy przegląd  podstawowych  poję ć  i  zagad-
nień  reologii  nieliniowej  oraz  teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  (BYCHAWSKI,  OLSZAK
[48]), jak  również monograficzny wykład podstaw  reologii  liniowej  i nieliniowej  w Duń skim
Uniwersytecie  Technicznym w  Kopenhadze  (BYCHAWSKI  [49]),  oparty  w  duż ej  czę ś ci  na
oryginalnej  interpretacji  i  pracach  własnych.
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Zagadnienie  pł askich  stanów  lepkosprę ż ystych  elementów  konstrukcyjnych  w  uję ciu
nieliniowym  rozważ ane  było  dla  tarczy  kołowej  poddanej  zginaniu  (BYCHAWSKI,  SIEN-
NICKI  [50]) i dla  geometrycznie  nieliniowych  pł yt prostoką tnych  (BYCHAWSKI  [51]). W tym
ostatnim  przypadku  rozwią zania  ś cisłe  dotyczą   silnej  nieliniowoś ci  peł zania,  co  pozwala
na  przejś cie  graniczne  do  membranowego  stanu  plastycznego  na  podstawie  uję cia  stanu
natychmiastowego  (peł zanie  przejś ciowe).  Waż nym  wnioskiem  wynikają cym  z  tej  pracy
jest  stwierdzenie,  ż e, podobnie jak  to ma miejsce  dla membran, również w przypadku  pł yt
peł zanie jest nieustalone.

Problemy matematyczne nieliniowej  teorii lepkosprę ż ystoś ci  rozważ ane były pod ką tem
wprowadzenia  uogólnionych  form  funkcji  peł zania  (BYCHAWSKI  [52]), metod  rozwią zania
konstytutywnych  równań  cał kowych  nieliniowych  (BYCHAWSKI,  PISZCZEK  [53])  oraz
metod odwracania równań konstytutywnych  (BYCHAWSKI  [54]). W szczególnoś ci  wykazano
moż liwoś ci  zastosowania  tych  metod  do  problemów  geometrycznie  nieliniowych  powłok
obrotowo- symetrycznych  (BYCHAWSKI  [55]). Przeprowadzona tutaj  linearyzacja  fizycznego
aspektu  zagadnienia  pozwala  na  prostą   i  poglą dową   interpretację   wyników  w  zakresie
słabej  nieliniowoś ci.

Dalsze  aktualnie  prowadzone  prace  wią żą   się   z  zastosowaniami  teorii  nieliniowej
lepkosprę ż ystoś ci  do  materiał ów  i  konstrukcji  wykazują cych  w  procesie  odkształ cenia
duże  deformacje.  Prace  te  dotyczą   zarówno  podstaw  teorii  duż ych  deformacji  lepko-
sprę ż ystych,  jak  i  jej  zastosowań  do  konstrukcji  membranowych  (BYCHAWSKI  [56],  BY-
CHAWSKI,  OLSZAK [58]).  Ideą   przewodnią,  chociaż  trudną   do  zrealizowania,  jest  uzyska-
nie  rozwią zań  analitycznych. W  zwią zku  z problemem  duż ych  deformacji  poszukiwane  są
również  uję cia  energetyczne  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  w  postaci  funkcjonalnej  (BY-
CHAWSKI  [24]),  a  pierwsze  wyniki  prac  w  tym  kierunku  wskazują   na  potrzebę   oparcia
teorii  na  bazie  termodynamiki  procesów  nieodwracalnych.

Problemy jakimi  zamierzamy  się  zająć  w dalszym  cią gu  niniejszej  pracy mają   charakter
podstawowy  i  stanowią   uogólnienie  prac  omówionych  powyż ej.  Celem  naszym  jest  tutaj
przedstawienie  nowych  koncepcji  i nowego  uję cia  formalnego,  a na  tej podstawie  bardziej
ogólnej  interpretacji  i bardziej  wnikliwej  dyskusji  zagadnień  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci.

1. Postać równania  konstytutywnego  nieliniowej  teorii  lepkosprę ż ystoś ci

Równanie  konstytutywne  materiału  rzeczywistego,  a  w  istocie jego  wyidealizowanego
modelu moż liwie  ś ciś le opisują cego  obserwowalne  własnoś ci  tego  materiał u, powinno być
przede  wszystkim  pozbawione  wewnę trznych  sprzecznoś ci.  Jeś li  warunek  ten  jest  speł-
niony,  to  od  równania  konstytutywnego  należy  oczekiwać  moż liwoś ci  wycią gnię cia
wniosków  co  do  zachowania  się   materiału  w  odpowiednich  sytuacjach  dział ań  mecha-
nicznych i innych.  Inaczej mówią c,  równanie  to dawać powinno moż liwość  przewidywania
skutków  przy  zadanych  przyczynach  lub  okreś lenia  przyczyn  na podstawie  obserwowa-
nych  skutków.

Jest  rzeczą   oczywistą, że podstawą   dla  formuł owania  równania  konstytutywnego  ciała
rzeczywistego  musi  być  eksperyment  przeprowadzony  z  reguły  w  prostszych  warunkach
aniż eli  te, dla których odpowiedź ma dać to równanie. Jest również  oczywiste, że równanie
konstytutywne może być  także okreś lone na drodze eksperymentu myś lowego  (dla materia-
ł u  hipotetycznego), co nie jest wcale  pozbawione  sensu  praktycznego.
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Zgodnie z ogólnymi założ eniami fizyki,  równanie konstytutywne powinno odpowiadać
trzem  podstawowym  zasadom:  przyczynowoś ci,  lokalnoś ci  dział ania  i  obiektywnoś ci
materialnej.

O  ile znaczenie dwóch  ostatnich zasad jest  równorzę dne dla wszystkich  typów  oś rod-
ków,  to  zasadzie  pierwszej  należy  przypisać  szczególne  znaczenie  w  teorii  nieliniowej
lepkosprę ż ystoś ci.  Wynika  to z roli historii ruchu materiał u, która okreś la jego  stan w da-
nej  chwili  i z  koniecznoś ci  pamię tania  o  tej  zasadzie  każ dorazowo  przy  wykonywaniu
operacji  funkcjonalnych  na  zwią zkach  konstytutywnych.  Formalnym  wyrazem  zasady
przyczynowoś ci  jest  uogólniona  zasada  superpozycji  sformuł owana  i  rozwinię ta  w  pra-
cach  [7], [19]. Tę   ostatnią   moż na  napisać  dla składowych  tensora  stanu  odkształ cenia
oś rodka  lepkosprę ż ystego  w nastę pują cej  postaci:

+ 00

(1- 1)

gdzie  t0  jest  chwilą   począ tkową,  6 zaś oznacza dystrybucję   Heaviside'a  zdefiniowaną  jak
nastę puje

(1,  t>r,   .

Przez wprowadzenie  dystrybucji  0 okreś lamy  ś ciś le przedział  czasowy  superpozycji  [t,   t0]
tak,  że uwzglę dnia  ona ewentualne  efekty  począ tkowe  zwią zane  z  historią   do chwili  t0

lub  zachodzą ce w  tejże  chwili  (efekty  natychmiastowe).

Zasada superpozycji w postaci  (1.1) jest tylko przepisem formalnym sposobu  okreś lania
tensora  odkształ cenia w chwili  /. D latego  też nie  bę dzie  miała  ona znaczenia  fizycznego
dopóty, dopóki nie podamy zwią zku  pomię dzy skutkami, które superponujemy w okreś lo-
ny  sposób  a przyczynymi,  które je  wywołują .

Jak widać z postaci równania (1.1) zwią zek  taki powinien być zadany w postaci róż nicz-
kowej, a ponieważ ma być spełniony warunek  cał kowalnoś ci, to wyraż enie  pod znakiem
całki  musi  być róż niczką   zupełną.

Uwzglę dniając  warunek  począ tkowy  jako  niezerowy,  moż emy  ( l. ł )  napisać  alterna-
tywnie

+  00

(1.3)

co implikuje  formę   róż niczkową

(1- 4)  a(t, T, to)deij{x) =  a(t, r,  to)&ij(r)dr,

ze wzglę du  na cią głość parametru t. Jest ona  równoważ na  formie  (1.1) zgodnie z  przyję tą
klasą   cał kowalnoś ci i wyborem  okreś lonej  miary. Z ostatniej  formy  wynika, że  róż niczko-
wa postać konstytutywna wyraża  się  jedyną   «zwartą»  funkcją   tensorową   parametru czasu
CPy, która  może  reprezentować  nawet  bardzo  zł oż one zachowanie  się  materiału lepko-
sprę ż ystego  w procesie odkształ cenia. Tutaj przez a oznaczamy czynnik

(1- 5)  ct(t,r,to)  =  0{t- T)8(r- to)-
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Łatwo  zauważ yć,  że przy  założ eniu róż niczkowalnoś ci  tensora odkształcenia otrzyma-
my  z (1.4) wprost

(1.6)  «• (t,  T, t0) eu(r)   =   a (t,  r, t0)

co  nadaje  funkcji  @u  bezpoś rednią   interpretację   fizyczną.
Z  formą   (1.4) lub (1.1) wią żą   się  dwa,  naszym  zdaniem, podstawowe  postulaty,  które

powinno  spełniać równanie  konstytutywne  uzyskane w oparciu o zasadę  uogólnionej su-
perpozycji:  postulat  zwartoś ci  czasowej  i  postulat  kompleksowoś ci.

Aby  wyjaś nić  znaczenie  wymienionych  postulatów  okreś limy  w jaki  sposób,  naszym
zdaniem,  należy  rozumieć  zachowanie  się   oś rodka  lepkosprę ż ystego  w  zakresie nielinio-
wym.  Wszystkie  cechy  reakcji  materiału na działania, które  istnieją   obiektywnie, a które,
zgodnie  z  obserwowalnymi  faktami,  moż emy  mu przypisać  niezależ nie  od  skali  czasu
obserwacji,  ujawniają   się   z  chwilą   wystą pienia  odpowiednich przyczyn  w postaci  (1.4).
Wynika  stąd  współzależ ność  rozmaitych  efektów  fizycznych  w czasie,  na które zwykle
rozkł adamy  myś lowo  zachodzą cy proces ze wzglę du  na dogodność rozważ ań. W zwią zku
z powyż szym  należy  stwierdzić,  że postulat  zwartoś ci  czasowej  przeczy  w ogólnoś ci mo-
ż liwoś ci  addytywnej  reprezentacji  efektów  nieliniowych  w  czasie.  Efekty  te  są   bowiem
«wymieszane»  w  czasie,  a  kompleksowa  reakcja  wyraża  się   równaniem  (1.4).

Takie podejś cie do uję cia  deformacji  odbiega od znacznych założ eń klasycznych, które
za  punkt wyjś cia  przyjmują   addytywność  formy  równania  konstytutywnego  dla zakresu
nieliniowego bez uzasadnienia. Moż na wykazać, jak na przykład uczyniliś my to dla oś rodka
lepkosprę ż ystego  w pracy  [23], że jedynie jego liniowy  zakres  dopuszcza addytywną   formę
bez  dodatkowych  warunków.  N ie należy  jednak  są dzić,  iż  ta ostatnia  nie jest  w  ogóle
dopuszczalna dla zakresu nieliniowego. Przeciwnie, taka moż liwość  istnieje. Należy jednak
spełnić dodatkowe warunki w taki  sposób, aby forma  addytywną   przedstawiała róż niczkę
zupełną,  to  znaczy  aby  tensor  odkształ cenia mógł   być przedstawiony  w  postaci  (1.1).
Warunki  dodatkowe,  o  których  mowa,  muszą   z  koniecznoś ci  wią zać  ze sobą   funkcje
fizyczne  charakteryzują ce  rozmaite  własnoś ci  materiał u.  Oznacza  to, że  na przykład
tzw.  własnoś ci  natychmiastowe  muszą   się  wyraż ać  przez własnoś ci czasowe  i na odwrót,
co  z klasycznego  punktu widzenia  wydaje  się  w pierwszej  chwili  niemoż liwe. Tak jednak
jest w istocie, jeż eli  weź miemy pod uwagę  fakt,  że funkcje  o których mowa, są  współczyn-
nikami  formy  róż niczkowej  przy  róż niczkach  wydzielonych  zmiennych  niezależ nych
równania  konstytutywnego.  Muszą   one zatem, w myśl  zasady  (1.1), spełniać  tzw. relacje
krzyż owe.

Załóż my, że konstytutywna  forma  róż niczkowa ma w przypadku  ogólnym postać

(1- 7)  deu  =  Ajjd

gdzie

(1.8)  Akij  =   Atj(Q  ±, Q2, ..., Q„,  ers),

a  Qk są  niezależ nymi zmiennymi fizycznymi.  Wtedy, o ile forma ma przedstawiać róż niczkę
zupełną,  muszą   być spełnione relacje

(1.9)  d~A\}^A\rBer̂ mdpr6qs  -   dkAlj+Alj- d^Ą cd ̂ (k, I  =   1,2,...,ń ),
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gdzie  symbole  róż niczkowania mają  nastę pują ce znaczenie

a dij oznacza tensor jednostkowy.
Jeż eli  jedną  ze  zmiennych  niezależ nych jest  czas,  co  oczywiś cie  ma  miejsce  dla  ciała

lepkosprę ż ystego,  wówczas  zgodnie z zasadą  przyczynowoś ci  piszemy

(1.11)  detj

gdzie  a jest  czynnikiem  (1.5).
W szczególnym przypadku  (1.8) może nie mieć charakteru równania zupeł nego, a wtedy

relacje  (1.9)  redukują  się  do  postaci

(1.12)  S,4  =  M«.
Jak  wynika  z  naszych  rozważ ań,  postulat  kompleksowoś ci  równania  konstytutyw-

nego  lepkosprę ż ystoś ci  nieliniowej  bę dzie  speł niony dla  addytywnej  formy  superpozycyj-
nej  (1.7), jeż eli  speł nione bę dą relacje  (1.9) lub  (1.12). Jak wykazaliś my  w pracy [23],  relacje
te  są  speł nione dla  oś rodka  liniowego  toż samoś ciowo.  W  danym  przypadku  natomiast,
dostarczają  one dodatkowych  zwią zków  konstytutywnych  pomię dzy  funkcjami  charakte-
ryzują cymi  rozmaite  wł asnoś ci  fizyczne  materiał u,  które  zabezpieczają  kompleksowość
równania konstytutywnego  w przypadku  stosowania uogólnionej  superpozycji.

2. Funkcjonalna interpretacja równania konstytutywnego nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci

Równanie  (1.1) wyraż ają ce  uogólnioną  zasadę  superpozycji  może  być  interpretowane
fizykalnie  jako  funkcjonał,  w  naszym  przypadku  oś rodka  nieś ciś liwego,  dewiatora  na-
prę ż enia  stj.  Moż emy  zatem  napisać  formalnie

(2.1)  eu(t)  =  L{s;.t)Sij,

gdzie  L jest  nieliniowym  operatorem funkcjonalnym  (cał kowym) nał oż onym na  dewiator
naprę ż enia, zaś s oznacza intensywność naprę ż enia2).

Formę  funkcjonału  (2.1)  otrzymamy  rozważ ając  przestrzeń  funkcji  cią gł ych  (mierzal-
nych  i  ograniczonych)  Jy(r),  w  której

/+o

(2.2)  eyOf) =   Km£su(T*)/ l tK[t,   T*, S{X*)\  =  /   • %(*)«*> T, s(r)],
<o- O

gdzie K  odgrywa  rolę kompleksowej  funkcji  fizycznej  charakteryzują cej  nieliniowe wł asno-.
ś ci  lepkosprę ż yste  materiał u,  t *  oznacza  dowolną  chwilę  z  podprzedziału Ar  przedziału
[1*0—0, ł +0], zaś zlr.KTjest  przyrostem  funkcji  K.

Jak  widać,  funkcjonał   typu  (2.2)  może  być  przedstawiony  w  postaci  wydzielonych
(addytywnych)  trzech czł onów, odpowiadają cych  reprezentacji  cał ki Stieltjesa,  przez którą
się  wyraż a.  Pierwszy  z  tych  czł onów jest  zwią zany  z  niecią gł oś ciami  funkcji  fizycznej  K,
a  zatem reprezentuje  efekty  typu  natychmiastowego.  D rugi  czł on  przedstawia  bezwzglę d-

2 )  Tutaj  i w dalszym cią gu zakł adamy, że operator L zależy  tylko  od drugiego  niezmiennika dewiatora
naprę ż enia,  tzn.  od  intensywnoś ci  naprę ż enia, przez  którą  ten  ostatni  się  wyraż a.
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nie  cią głą   czę ść  funkcji  K,  a  wię c  zwią zany  jest  z  cią głoś cią   efektów  zależ nych  od  czasu
o  sumowalnej  gę stoś ci  dystrybucji.  Wreszcie,  trzeci  człon,  który  w  naszej  interpretacji
pomijamy,  odpowiada  efektom  rozł oż onym w  sposób  cią gły na zbiorze miary zero.

W  ten sposób funkcjonał   (2.2) sprowadzamy ostatecznie do postaci

t

(2.3)  etj(t)  =   stJ(t)W[8(f)]-   f  *y(TH {S^(T) ]+ ff[ / ,  x,  s(r)]}dr,

gdzie  przyję liś my

(2.4)  K[t,   x, s(r)]  =   - {W[s{T)]Q(t- T)+H[t,  x,  s(r)}}.

Tutaj  funkcja  W  wyraża  nieliniowe  efekty,  które  wystę pują   w  sposób  natychmiastowy
w chwili obserwacji  t, zaś funkcja  H odpowiedzialna jest za efekty  rozcią gnię te na przedziale

I'o,  t].
Forma  funkcjonalna  równania  konstytutywnego  (2.3)  jest  uogólnieniem  koncepcji

cał kowicie nieliniowego materiału lepkosprę ż ystego  podanej w pracy  [21],  Tutaj została ona
otrzymana na innej drodze.

Jak wynika  z naszych  rozważ ań, superpozycyjna  postać funkcjonału  (2.2) w zupełnoś ci
odpowiada  idei  kompleksowej  reprezentacji  nieliniowych  własnoś ci  lepkosprę ż ystych.
Addytywna  forma  (2.3) wynika  tutaj w sposób  naturalny ze skojarzeń  o charakterze czysto
formalnym,  które jednak  posiadają   w  naszym  przypadku  interpretację   fizyczną.

3.  Rozwinię cia  funkcjonału konstytutywnego  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci

Omówionajuż  we wstę pie koncepcja  GREENA i RIVLIN A  [2],  [3],  [4] reprezentacji własnoś ci
materiał ów z pamię cią  przy pomocy funkcjonalnych  szeregów  potę gowych dla funkcjonałów
analitycznych ma  z natury  rzeczy  charakter czysto  iloś ciowy.  Oznacza to, że  nieliniowość
jest  uwzglę dniona  w  kolejnych  przybliż eniach  w postaci  «dodatków»  do wyjś ciowego  lub
podstawowego  stanu  liniowego.  Wiadomo  jednak,  że  nie  wszystkie  funkcjonały  dają   się
przedstawiać przy pomocy rozwinię cia  Volterry,  którego  człony mają   postać jednorodnych
regularnych  funkcjonałów.

Ideą  naszą  jest próba przedstawienia rozwinię cia funkcjonału typu  (2.3), które posiadało-
by  charakter jakoś ciowy,  co z kolei pozwolił oby na  okreś lenie  charakteru  nieliniowoś ci.

Bez  umniejszenia  ogólnoś ci  naszych-  rozważ ań,  moż emy  przyją ć  funkcjonał

i

(3- 1)  etj(t)  =  -   J  Si]{r)d xH[t,   x,  s(t)]dx,
ta

a  wię c  ograniczyć  się   do stanu  deformacji  zależ nej  od czasu.
Przyrost zmiennej  funkcjonału  stj  moż na przedstawić  w nastę pują cej  postaci

(3.2)  As,j(r)  =   Sij(x, Q)- Stj(r,  O)  =  e ^ ^ . o + j ^ ^ U ^ ł . . .,

gdzie  c  jest  parametrem  rozwinię cia  w  punkcie
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Przyrostowi  s  ̂w postaci  (3.2) odpowiada  przyrost  funkcjonału (3.1)

1
(3.4)  Ae,j(t) =  L(t; Q)SI3{T; g)- L(t;  O)su(z;  O) =   e(dpLsu)p- o+  y,

co  jest  równoważ ne  reprezentacji  wariacyjnej

(3.5)  Aeu(t)  =   8eu(t)  + \  8%]® +• • • •

W  ten sposób  wariacje  funkcjonału  wyraż one  są   przez  pochodne  funkcjonalne  (3.1) dla
wartoś ci  parametru  rozwinię cia  g = 0.

Rozwinię cie  funkcjonału  (3.1)  przedstawione  powyż ej  mają   charakter  jakoś ciowy
w tym sensie, że mogą   dotyczyć dowolnego stanu nieliniowego  materiału  lepkosprę ż ystego
w  dowolnej  chwili  z  rozważ anego  przedziału czasu.  Stan  wyjś ciowy  dla rozwinię cia od-
powiada zatem jakoś ciowo  tym efektom, które ujmuje  teoria nieliniowa i dzię ki  temu może
ono  znaleźć szerokie  zastosowanie  w przybliż onych  rozwią zaniach  brzegowych  zagadnień
nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci.  Rozwią zania  podobnego  typu  dla zakresu  słabej  nielinio-
woś ci, które opierają   się  na stanie liniowym jako  stanie wyjś ciowym, podane zostały w sze-
regu  naszych  prac  omówionych we wstę pie.

4. Uwagi koń cowe

Zasadniczym celem niniejszej  pracy było podanie  krytycznego  przeglą du  interesują cych
nas  bezpoś rednio  kierunków  w  teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci,  a  na tej  podstawie
omówienie własnych  rezultatów,  zarówno w zakresie  teorii, jak  i jej  zastosowań  do  pro-
blematyki  o  charakterze  praktycznym.

Niezależ nie  od powyż szego  celu,  poruszyliś my  również  w  sposób  poglą dowy  pewne
wybrane  zagadnienia' teorii  nieliniowej  lepkosprę ż ystoś ci  o  znaczeniu  ogólnym,  które są
przedmiotem  naszych  aktualnych  prac.  Jest  rzeczą   oczywistą,  że  niektóre  z  nich  mają
w przedstawionym  uję ciu  charakter dyskusyjny,  jak  również  nie wyczerpują   interesują cej
nas  tematyki.
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P  e 3  IO  M e

TEOPHfl  H EJIH H EH H OH  B*I 3KOyn pyrOC TH  H  EE  nPHJIO5KEHHH

B  pa6oTe  o6cy>KflaiOTCH  iieKoiopBie  nanpaBJieHHH pa3BHTim  HemmefinoH  Teoproi  BjisKoynpyrocTH.
H a  cpone  STHX  TeHflenqnB  npeflciaBjieiibi  pe3yjiMaTbi,  nojiyqemibie  aBTOpoM  TaK  B o6nacTn  Teopera-
MecKHX HccneflOBaHHit, KaK H B npaKTimecKnx  npHJio>KeHiinx  HTOH Teopna.

B  oSmeft  djiopiwe  HaraaflHO  H3Jio>i<eHbi H36pa3HHbie TeopeTHqeci<ne Bonpocbi, HBJMiomHeca B nacTO-
sm ee  BpeMH  npeflMeTOM   pa6oiM   aBTopa.  B  yacTHOCTn,  npeflCTaBnaioT  HHiepec  MccJieflOBaHHH  BHfla
onpeflejiHMmero  ypaBHeiraa  HejiiiHeimofi  BH3Koynp5'rocTH,  nojiyqaeMoro  na  ocnoBe  o6o6meHHoro
n pm m n na  cynepnoHHpOBaiiHH,  nocryjiaTOB  KOMnneKcuocTH   u  BpeivieHHOH  KOMnaKTHocrH,  (|)yHKi;H;o-

ii  Tpai<TOBKH 3Toro  ypaBHei- iHH3 a TaK>i<e (fiyHKijHOHajiBHoro  pa3jio>i<eHH}i  mm  penieHHH KpaeBtix

S u m m a ry

THEORY  OF  NON- LINEAR VISCOELASTICITY  AN D  ITS APPLICATIONS

I n  the paper are critically  reviewed  certain  trends  of  development  of  the theory  of  viscoelasticity;  on
this background author's results  are presented, in the field  of both the theory and its practical applications.

Discussed  are  certain  selected  problems  of  the theory  being  the  subject  of  author's current  interest.
I n  particular,  the  forms  of  constitutive  equations  are  examined  governing  the  behaviour  of  non- linear
elastic  bodies; they  follow  from  the generalized  theorem of  superposition. The functional interpretation of
that equation is given, as also its functional generalization from the point of view of its applications to boun-
dary  value problems.
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