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1.  Wstęp 

Stosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  rozwią zywania  zagadnień  mechaniki 

oś rodków  cią głych  prowadzi  w  efekcie  do  układów  równań  liniowych  o  duż ej  liczbie 

niewiadomych,  których  wielkość  zależy  od  gę stoś ci  podziału  ciała  na  elementy  oraz  iloś ci 

stopni  swobody  wprowadzonych  w  każ dym  wę ź le  siatki  narzuconej  na  ciało.  Macierze 

współczynników  otrzymywanych  układów  są  symetrycznymi  macierzami  pasmowymi 

o  duż ej  liczbie  elementów  zerowych. Rozwią zanie  tych układów  może  być  przeprowadzone 

dowolnymi  metodami  algebry  liniowej. 

Niezależ nie  od  stosowanej  metody  proces  rozwią zania  wymaga  wykonania  duż ej 

liczby  operacji  arytmetycznych.  Wymaga  ponadto  maszyn  cyfrowych  o  duż ej  pojemnoś ci 

pamię ci.  Istotne  staje  się  zatem  opracowanie  algorytmów  rozwią zania  zmniejszają cych 

liczbę wykonywanych działań  oraz  liczbę  niezbę dnych  komórek  pamię ci  maszyny. W litera

turze  przedmiotu  zagadnienie  to  rozwią zywane  jest  róż nymi  metodami  [1],  [2],  [3],  [6]. 

Niniejsza  praca  przedstawia  pewną  metodę  tworzenia  i  rozwią zywania  układów  równań  

metody  elementów  skoń czonych. 

Rozwią zanie  układu  równań  postaci 

01)  [K].{8 }   =  {R} , 

gdzie  [K]  jest  macierzą  współczynników  układu,  {8}—wektorem  nieznanych  stopni 

swobody,  a  {R}   wektorem  sił  przyłoż onych  w  wę złach  elementów,  przeprowadzone  jest 

metodą  eliminacji  Gaussa. 

Symetria  macierzy  [K]  układu  (1.1)  pozwala  dokonywać  wszelkich  operacji  jedynie 

na  współczynnikach  leż ą cych  poniż ej  przeką tnej  macierzy.  Pasmowa  budowa  tej  macierzy 

pozwala  dodatkowo  zmniejszyć  niezbę dną  ilość  operacji.  Eliminując  mianowicie  niewia

domą  z  A:tego  równania,  przekształceniu  podlegają  jedynie  te  jte  wiersze  macierzy, 

którym  odpowiadają  niezerowe  współczynniki  w  A>tym  równaniu.  Powyż sze  powoduje, 

że  niezbę dna  ilość  operacji  wynosi  około  3%  ilość  operacji  wykonywanych  na  pełnej 

macierzy  współczynników  układu  [4].  Zmniejsza  się  również  konieczna  ilość  komórek 

pamię ci  maszyny. 

Dodatkowe  zmniejszenie  rozwią zywanego  układu  równań  oraz  iloś ci  operacji  i  liczby 

komórek  pamię ci  uzyskać  moż na  stosując  specyficzną  metodę  tworzenia  i  rozwią zywania 

układu  (1.1),  nazywaną  wielostopniową  syntezą  macierzy  sztywnoś ci. 
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2.  Zasady podziału  ciała na elementy 

W  wię kszoś ci  spotykanych  w  literaturze  prac  przyjmuje  się  podział  ciała  na  elementy 

niepodlegają ce  dalszemu  podziałowi.  W pewnych  przypadkach  podział  ciała  na  elementy 

może  być  generowany  automatycznie  przez  maszynę  cyfrową  [5].  W  niniejszej  pracy 

wprowadzono  wielostopniowy  podział  obszaru,  dzieląc  każ dy  element  na  szereg  podele

mentów.  Podział  ten  dokonuje  się  nastę pują co:  Rozpatrywany  obszar  dzielony  jest  na 

skoń czoną  liczbę  elementów  dowolnego  kształtu,  połą czonych  ze  sobą  w wę złach  leż ą cych 

na  liniach  (lub powierzchniach) podziału.  Elementy  te  nazwano  elementami rzę du  I.  Każ dy 

element  rzę du  I  dzielony jest  na  dowolną  liczbę  elementów  rzę du  II   zawierają cych  wę zły 

na  swoich  liniach  podziału.  Z  kolei  każ dy  element  rzę du  II  dzielony  jest  na  elementy 

rzę du  III   itd. 

Stopnie  swobody  wę złów  leż ą cych  na  liniach  (powierzchniach)  podziału  mię dzy  ele

mentami  tego  samego  rzę du  zebrano  w  grupy  własnych  stopni swobody elementów  odpo

wiedniego  rzę du,  i tak  np.  stopnie  swobody  wę złów  leż ą cych  na  liniach  granicznych  mię dzy 

elementami  rzę du  I  nazwano  własnymi  stoniami  swobody elementów  rzę du  I  i  analogicznie 

dla  elementów  wyż szych  rzę dów.  Osobno  wydzielona została  grupa  stałych  stopni swobody 

o  okreś lonych  wartoś ciach.  Tak  więc  wektor  stopni  swobody  wszystkich  wę złów  ciała 

przedstawić  moż na  jako 

bt 

(2.2)  fSl  = 
<5, 

A 

gdzie  {di}  jest  grupą  własnych  stopni  swobody  elementów  rzę du  /',  a  {ds}  jest  grupą  

stałych  stopni  swobody. 

3. Wielostopniowa synteza macierzy sztywnoś ci 

Rozwią zanie  układu  równań  liniowych  (1.1)  metodą  Gaussa  składa  się  z  dwóch 

etapów.  W  pierwszym, drogą  eliminacji  kolejnych  niewiadomych  z  układu  (1.1)  macierz 

współczynników  tego  układu  przekształca  się  na  macierz  trójką tną.  W  etapie  drugim  na 

drodze  postę powania  odwrotnego  wyznacza się wartoś ci  nieznanych  stopni  swobody. 

Zgodnie  z  ogólną  teorią  metody  elementów  skoń czonych  układ  równań  (1.1)  tworzą  

równania  równowagi  wszystkich  wę złów  ciała.  Macierz  współczynników  tego  układu 

powstaje  przez  odpowiednie  zsumowanie  macierzy  sztywnoś ci  wszystkich  elementów  na 

które  podzielono  ciało.  Traktując  wspomnianą  macierz  jako  macierz  sztywnoś ci  całego 

ciała  moż na  ją  przedstawić  jako  odpowiednią  sumę  macierzy  sztywnoś ci  wszystkich  ele

mentów  rzę du  I,  które  z  kolei  powstają  przez zsumowanie  macierzy  sztywnoś ci  elementów 

rzę du  II  w  każ dym  elemencie  rzę du  I.  Podobnie  tworzyć  moż na  macierze  sztywnoś ci  ele
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mentów  rzę du  II jako  sumę  macierzy  sztywnoś ci  elementów  rzę du  111 w danym  elemencie 

rzę du  II . W ten sposób  tworzy  się macierze  sztywnoś ci  wszystkich  elementów  do rzę du 

N— 1 włą cznie.  Macierze  sztywnoś ci  elementów  najwyż szego  rzę du  okreś lone  są zgodnie 

z  ogólną  teorią  metody  elementów  skoń czonych. 

Wydzielając  z  ciała  /ty element  /tego  rzę du,  jego  równowagę  moż na  opisać  zależ

noś cią  

(3.1)  [K]'.{8}' = {F}' , 

gdzie  [K] 1 jest  macierzą  sztywnoś ci  tego  elementu,  {8}' —wektorem  stopni  swobody 

zwią zanych  z rozpatrywanym  elementem,  a  {F} 1 wektorem  sił wę złowych  tego  elementu. 

W  ogólnym  przypadku w elemencie  tym wystę pują  stopnie  swobody  należ ą ce do  wszystkich 

grup  wprowadzonych w pkt.  2.  Równanie  (3.1) zapiszemy  więc w postaci: 

(3.2) 

K u 
К   K 2 2  symetryczne 

K r l  K r 2 

Ki+i, i  K r + i , 2 

Ksi  K s 2 

Kr+b r   K r + 1 > r + 1 

K , 

8, 
82 

8, 

5,+  i 
8, 

F, 

F r 

F, 

Jeż eli  znana  jest  grupa  stałych  stopni  swobody  {8S.}'  moż na  równanie  (3.2) przekształcić  
do  postaci 

(3.3) 

g  symetryczne 

l _ K r + i , r  К г +i . r+iJ  (8r + 

8, 

82  F 2 

F r + , 

gdzie  nowy  wektor  sił wę złowych  {F}'  bę dzie  dany  przez 

(34)  {F ;}' =  { F j '  f A ^ M S * } ' 

Usunię te  w ten  sposób  równania  odpowiadają ce  stałym  stopniom  swobody  pozwolą  

w  toku postę powania  odwrotnego  wyznaczyć  nieznane  siły  reakcji w wę złach o założ onych 

pierwotnie  wartoś ciach  stopni  swobody. 

Zauważ my  dalej,  że wystę pują ce  w  równaniu  (3.3)  niewiadome  stopnie  swobody 

{8 r + ] } '  nie wystą pią  w równaniach  opisują cych  równowagę  pozostałych  elementów  ciała, 

ponieważ  są one stopniami  swobody  wę złów  wewnę trznych  rozpatrywanego  elementu. 

Moż na  więc z równania  (3.3) wyeliminować  tę grupę  stopni  swobody. 

Wyznaczając  przy  pomocy  ostatniego  wiersza  (3.3) niewiadome  {8r + ł } '   otrzymamy 

(3.5)  {8r+1}< =  [ K r + l r + 1 ]  ' ( { F r + I }  V[K r + 1„]{8,.} ') . 
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Wstawiając  (3.5)  do  (3.3)  po  przekształceniach  otrzymamy  układ  równań  postaci: 

(3.6) 

K , 

K 2 1  K 2 2 

5, 

S2 

. 
F 2 

A  F r K r 2  •  •  K r , r _ !  K r r  J 

gdzie  nowy wektor  sił wę złowych  okreś lony  jest  przez 

(3.7)  { F ( } ' =  {F;}' —  [ K r + 1 , i ] r [ K r + ! , r + J ] _ 1  { F r + , } ' , 

a  nowe  podmacierze  macierzy  [K] ' dane  są  przez 

(3.8)  [K, ; ] =  P y ]  P K r + , . d T P K r + l l , + 1 ]  1 [ K r + 1 , J ] . 

W  wyniku  opisanego  powyż ej  postę powania  w  równaniach  równowagi  elementu 

/• tego  rzę du  jako  niewiadome  wystę pują  jedynie  własne  stopnie  swobody  elementów  do 

rzę du r  włą cznie.  Macierz  [K] ' jest  nową  macierzą  sztywnoś ci  tego  elementu,  zwią zaną  

jedynie  ze  stopniami  swobody  wę złów  położ onych  na  liniach  granicznych  tego  elementu. 

Obliczając  podobnie  macierze  sztywnoś ci  wszystkich  elementów  /tego  rzę du  tworzą cych 

element  rzę du r—l i  dodając  je  do  siebie  tworzymy  macierz  sztywnoś ci  elementu  rzę du 

r—l   zwią zaną  ze  stopniami  swobody  elementów  do  rzę du  /• włą cznie.  Usuwając  z  niej 

współczynniki  odpowiadają ce  własnym  stopniom  swobody  elementów  rtego  rzę du 

według  postę powania  opisanego  powyż ej,  otrzymuje  się macierz  sztywnoś ci  tego  elementu 

zwią zaną  jedynie  ze  stopniami  swobody  elementów  do  rzę du r—l   włą cznie. 

Stosując  wielokrotnie  powyż szą  syntezę  macierzy  sztywnoś ci  wyznacza  się  macierze 

sztywnoś ci  wszystkich  elementów  rzę du  I,  których  współczynniki  zwią zane  są  jedynie 

z  własnymi  stopniami  swobody  elementów  rzę du  I.  Tworzą c,  przy  pomocy  tych macierzy, 

równania  równowagi  całego  ciała  i  rozwią zując  otrzymany  układ  wyznacza  się  nieznane 

stopnie  swobody  elementów  rzę du  I. Nastę pnie,  drogą  postę powania  odwrotnego,  korzysta

jąc  z  wzorów  podobnych  do  (3.5)  wyznaczyć  moż na  stopnie  swobody  wszystkich  grup 

{ój} .  Na  koń cu  wreszcie  wyznacza  się  reakcje  {Fs}  odpowiadają ce  stałym  stopniom 

swobody. 

Omówiony  schemat  wielostopniowej  syntezy  macierzy  sztywnoś ci  wskazuje  drogę  

postę powania,  pozwalają cą  na  prowadzenie  procesu  eliminacji  nie  dla  całego  układu 

równań  (1.1)  lecz  dla  jego  kolejnych  fragmentów  odpowiadają cych  elementom  kolejnych 

rzę dów.  Stwarza  to  moż liwość  rozwią zywania  duż ych  układów  równań  przy wykorzystaniu 

małych  maszyn  cyfrowych. 

Podstawowe  operacje  etapu  eliminacji  w  wielostopniowej  syntezie  macierzy  sztywnoś ci 

sprowadzają  się  do  operacji  na  dwóch  macierzach  sztywnoś ci:  macierzy  sztywnoś ci  ele

mentu  rzę du  /—1  oraz  macierzy  sztywnoś ci  elementu  /tego  rzę du  wchodzą cego  w  skład 

elementu  rzę du r—l.   Schemat  blokowy  operacji  dokonywanych  na  tych  macierzach 

przedstawiony  jest  na  rys.  1. 

W  wyniku  eliminacji  wszystkich  stopni  swobody  rozwią zywanego  układu  w  pamię ci 

pomocniczej  maszyny  cyfrowej  zapisane  są  przekształcone  równania  układu.  Za  ich  po

mocą  w drodze  postę powania  odwrotnego  wyznacza się wartoś ci  stopni  swobody  i  reakcji 

według  schematu  z  rys. 2. 



1 
Macierz  sztywnoś ci  elementu  rtego  rzę du  zależy  od stafych  stopni  swobody? Macierz  sztywnoś ci  elementu  rtego  rzę du  zależy  od stafych  stopni  swobody? 

TAK  NI E 

Eliminuj  stałe  stopnie  swobody 

Pi sz  eliminowane  równania  do magazynu  stałych  stopni  swobody 

Element  rtego  rzę du 

zależy  od własnych  stopni 

swobody  elementów  " r +1"  rzę du? 

NIE  TAK 

>^ 
^  1 

? 
Eliminowano  stopnie  swobody?  Eliminuj  własne  stopnie  swobody 

NI E  TAK  elementów  rzę du  "r+1" 

Pisz  eliminowane  równania  do magazynu  własnych  stopni  swobody 

elementów  rzę du  " r + 1 " 

T 

J L 
Dodaj  macierz  sztywnoś ci  elementu  rtego  rzę du 

do  macierzy  sztywnoś ci  elementu  rzę du  " r   1 " 

Czy  j akiś  wtasny  stopień  swobody  pojawia  się po raz ostatni? 

TAK  NI E 

Eliminuj  własny  stopień  swobody 

pojawiają cy  sie po raz ostatni 

I 

Eliminowano  stopnie  swobody? 

TAK  NI E 

Pi sz  eliminowane  równania  do magazynu  własnych  stopni  swobody 

elementów  rzę du " r " 

Rvs.  1. Schemat blokowy podstawowych operacji w etapie eliminacji stopni swobody 
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Przepisz  modyfikowane  równania  danego  elementu 

z  magazynu  własnych  stopni  swobody  elementów  rtego  rzę du 

Wyznacz  własne  stopnie  swobody  elementów  rtego  rzę du  w danym  elemencie 

na  drodze  postę powania  odwrotnego 

Czy  element  zależy  od stałych  stopni  swobody? 

TAK  NI E 

I 
Przepisz  równania  danego  elementu 

z  magazynu  stałych  stopni  swobody 

Obl icz  si ł y  wę złowe  w  elemencie 

Czy  obl iczenia  zrealizowano  dla  wszyst kich 

elementów  rtego  rzę du? 

NI E  TAK 

f 

Rys.  2. Schemat blokowy podstawowych operacji w etapie postę powania odwrotnego 

4.  Wnioski 

Przedstawiona  metoda  wskazuje  prostą  drogę  postę powania  przy  układaniu  i  rozwią

zywaniu  duż ych  układów  równań  liniowych  wystę pują cych  przy  stosowaniu  metody 

elementów  skoń czonych.  Umoż liwia  ona  zmniejszenie  wymaganej  liczby  komórek  pamię ci 

maszyny cyfrowej  oraz zmniejszenie wymaganej  liczby działań  arytmetycznych,  szczególnie 

w etapie  eliminacji  niewiadomych. 

Metoda  ta  jest  bardzo  korzystna  szczególnie  w  przypadku,  jeż eli  w  rozpatrywanym 

ciele  dają  się  wyróż nić  elementy  geometrycznie  i  mechanicznie  podobne.  Dla  takich  ele

mentów  macierz  sztywnoś ci  zwią zaną  z  własnymi  stopniami  swobody  elementów  rzę du  I 

moż na  obliczać  jednokrotnie.  W  ten  sposób  zmniejsza  się  ilość  równań  które  należy 

rozwią zać. 

Metoda  stwarza  ponadto  moż liwość  rozwią zywania  bardzo  duż ych  problemów  na

wet  przy  zastosowaniu  małych  maszyn  cyfrowych  drogą  kilkukrotnego  wyznaczania 



(  START  ") 

I 
Czytaj  współrzę dne wę złów i stare sprę ż yste. Pisz do magazynu 1 

Podział stopni swobody na 4 grupy: nie eliminowane st. swob., sL swob., elementów  I rzę du, 
st. swob. elementów  II  rzę du , stałe stopnie swobody. 

1  _ _ 

Wczytano wszystkie dane dla elementów? 

NIE  TAK 

Czytaj  dane elementu  Wydawnictwo  rezultatów 

(  STOP  ) 

Dane elementu należą do: 

elementu 
II   rzę du 

i 

typowego elementu 1  rzę du  elementu 1  rzę du niedzielą cego się na elementy rzę du  II 

Pobierz współrzę dne wę złów i stałe 
materiałowe z mag. 1. 

Oblicz macierz sztywnoś ci 

Pobierz macierz sztywnoś ci 
z magazynu 2 

Dodaj   m. szt. elementu II   rz. 
do macierzy sztywnoś ci elementu rzę du  I  

Pobierz współrzę dne wę złów 
i  stałe materiałowe z mag. 1 
Oblicz macierz sztywnoś ci. 

Wczytano dane dla wszystkich 
elementów II  rz. w danym elemencie 1  rzę du?" 

NIE  TAK 

1  * 
Pisz macierz sztywnoś ci  j elementu do mag. 2  | 

Dodaj  macierz sztywnoś ci elementu rzę du I  do macierzy sztywnoś ci  całego ciała 

Rys.  3. Schemat blokowy programu wyznaczają cego  współczynniki  wpływu 

1413) 
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kolejnych  grup  stopni  swobody  bez  koniecznoś ci  pamię tania  niektórych  przekształconych 

równań.  To  ostatnie  uzyskiwane  jest  oczywiś cie  kosztem  dłuż szego  czasu  rozwią zania 

zagadnienia. 

Program  układają cy  i  rozwią zują cy  równania  metody  elementów  skoń czonych  według 

przedstawionej  metody  opracowany  został  w ję zyku  S A K O  na  maszynę  cyfrową  Z A M  4 1. 

W  programie  wprowadzono  elementy  I  i  II  rzę du. 

5.  Przykład 

Jednym  z  przykładów  zastosowania  wielostopniowej  syntezy  macierzy  sztywnoś ci  jest 

wykorzystanie  jej  do  wyznaczania  współczynników  wpływowych  ciała  uzależ nionych  od 

stopni  swobody  pewnych wybranych  wę złów  ciała. 

typowy element 
I   rzę du 

1  V  /  \ 

\ \  r i  L  X  J г  

//]  !  \ V  i  / /  \  \ 
\  \ 

f / i 1 

I  l  1  / V i  Л7  1 

Й  1 — i f  t

\  \ 

Р Г Ш  i  / 

\  ' i ' 

Н Л А  H 
Ц  !  / / \  !  /\\ 

typowy  element 
1  rzą du 

Rys.  4.  Zastę pczy model walu 

Opracowany został program  wyznaczają cy  współczynniki  wpływowe przy  uwzglę dnieniu 

podziału  ciała  na  elementy  I  i  II  rzę du.  D l a elementów  rzę du  I geometrycznie  i mechanicz

nie  podobnych  macierz  sztywnoś ci  wyznaczana  jest  jednokrotnie.  Schemat  blokowy 

programu  napisanego  w  ję zyku  S A K O  dla  maszyny  ZAM4 1  przedstawiono  na  rys.  3. 

Za  pomocą  wspomnianego  programu  wyznaczono  współczynniki  wpływu  dla  wału 

korbowego  czterocylindrowego  silnika  spalinowego.  Wał  przybliż ono  modelem  zawiera

ją cym  17  elementów  I  rzę du.  8  elementów  rzę du  I  zawierało  po  20  elementów  II  rzę du, 

7  elementów  1 rzę du  zawierało  po  16  elementów  rzę du  I I  i  2  elementy  I  rzę du  zawierały 

po  12  elementów  rzę du  II .  Model  zastę pczy  wału  (pokazany  na  rys.  4)  zawierał  2373 
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stopnie  swobody.  Poprzez  wprowadzenie  8  typowych  elementów  I  rzę du  rozwią zywany 

układ  zmniejszył  się do  1227  niewiadomych. Tak  więc  poprzez  wprowadzenie  elementów 

geometrycznie  i  mechanicznie  podobnych  ilość  równań  zmniejszyła  się  o  około  50%. 

Czas  rozwią zywania  zagadnienia  stanowił  około  50%  czasu  niezbę dnego  na  rozwią zanie 

problemu  przy  wprowadzeniu  jednokrotnego  podziału  na  elementy. 
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Р е з ю ме  

М Н О Г О С Т А Д И Й Н ЫЙ  С И Н Т ЕЗ  М А Т Р ИЦ  Ж Е С Т К О С ТИ  

П р е д с т а в л ен  м е т од  о б р а з о в а н ия  и  р е ш е н ия  с и с т ем  у р а в н е н ий  м е т о д ом  к о н е ч н ых  э л е м е н т о в. 
В в е д ен  м н о г о с т а д и й н ый  р а з д ел  т е ла  п у т ем  р а з д е ла  к а ж д о го  э л е м е н та на р яд п о д э л е м е н т о в.  П р е д
с т а в л е ны  о с н о вы  м е т о да  и  б л о ч н ые  с х е мы  п р о г р а мм  д ля э л е к т р о н н о в ы ч и с л и т е л ь н ой  м а ш и ны  
З АМ  41.  П р е д л а г а е м ый  м е т од  п о з в о л я ет  с о к р а т и ть  р а з м е ры  п а м я ти  м а ш и н ы, а т а к же  у м е н ь ш и ть  
ч и с ло  н е о б х о д и м ых  а р и ф м е т и ч е с к их  д е й с т в и й.  П р е д л а г а е м ым  м е т о д ом  м о ж но  р е ш а ть  б о л ь ш ие  
з а д а чи  д а же  на н е б о л ь ш их  э л е к т р о н н о в ы ч и с л и т е л ь н ых  м а ш и н а х. 

S u m m a ry 

A  MULTISTAG E  SYNTHESIS  OF TH E STIFFNESS  MATRICE S 

The paper  presents a method of constructing and solving the systems of equations of the finit e element 
method. A multistage division of the space is  introduced by dividing each element  into a series of sub
elemets.  The principles of the method are described and the flow diagrams of programs prepared for  the 
ZAM4 1  digital  computer  are given. The method presented enables  us  to  reduce the  required number 
of digital computer  storage words, as well as that of the arithmetical operations. The method also creates 
a possibility of solving very extensive problems by means of even relatively small digital computers. 
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