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Metoda  elementów  skoń czonych  stanowi  jeden  z najintensywniej  rozwijanych  działów 

przybliż onego  rozwią zywania  zagadnień  mechaniki.  Znalazła  więc  również  zastosowanie 

w  mechanice  gruntów  i  mechanice  górotworu.  Dlatego  też wydaje  się celowe  przedsta

wienie  dotychczasowych  wyników  zastosowania  tej metody do rozwią zywania  problemów 

stawianych przez te  dyscypliny. 

W  pracy  RADHAKRISHNAN A  i  REESE'A  [120]  przedstawiono  rozwój  interesują cej  nas 

problematyki  zasadniczo do roku  1970,  przy  czym  autorzy  ograniczyli  się  tylko  do  litera

tury  anglosaskiej  i  japoń skiej.  Nasza  praca  stanowi  więc  kontynuację  i  uzupełnienie 

pracy  [120]. 

Pracę  podzielono  na  cztery  punkty.  W  punkcie  pierwszym  przedstawiamy  ogólne 

wyniki  zastosowania  metody  elementów  skoń czonych  do  rozwią zywania  zagadnień  

mechaniki  oś rodków  cią głych.  Wydaje  się,  iż zaprezentowane w tym  punkcie  prace  mog

łyby  znaleźć  zastosowanie w mechanice  gruntów  i mechanice  górotworu. 

Zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  mechaniki  gruntów  rozpatrujemy 

w  punkcie  drugim. 

Punkt  trzeci  poś wię cony  jest  mechanice  górotworu,  natomiast  w  punkcie  ostatnim 
podajemy  ki lk a  uwag  koń cowych. 

1.  Zagadnienia  ogólne 

Metoda  elementów  skoń czonych  doczekała  się już interesują cych  opracowań  mono

graficznych  [108, 149]. Pierwsza  z  nich  ma  charakter  raczej  matematyczny,  natomiast 

druga  — inż ynierski  (por.  [8, 80,  136)].  W  pracach  przeglą dowych  [148, 153] przed

stawiono  historię metody  elementów  skoń czonych,  jej  istotę  oraz  moż liwoś ci  zastosowania 

do  zagadnień  mechaniki  ciała  odkształcalnego  (por.  [83, 163]). Popularyzatorskie, a przy 

tym  interesują ce  uję cie  metody  elementów  skoń czonych  zaproponował  KISIE L   [84а ]. 

Omówił  on  również  wady  i  zalety  tej  metody.  Jako  wady  wymienia  nastę pują ce  fakty: 

1)  jest  to metoda  numeryczna,  a nie analityczna,  2) z podziałem  na elementy  skoń czone 

nie  moż na  iść zbyt  daleko,  3) im bardziej  złoż ony  problem,  tym pamięć  maszyny  musi 

być  wię ksza. 

Proste  wprowadzenie  do  metody  elementów  skoń czonych  znaleźć  również  moż na 
w  pracach  PAULSENA  [114,  115, 116]. 
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W  pracach  [6,  7]  rozważ ono  teorię  metody  elementów  skoń czonych  i  zagadnienie 

zbież noś ci,  przy  czym  autor  wychodzi  z  twierdzenia  o  minimum  energii  potencjalnej 

układu  (metoda  przemieszczeń ). 

WUNDERLIC H  [141] jako  punkt  wyjś cia  przyjmuje  zasadę  wariacyjną  Reissnera  (metoda 

mieszana).  Wówczas  naprę ż enia  i  przemieszczenia  są  zmiennymi  niezależ nymi  danego 

zadania,  tzn. traktujemy  te wielkoś ci  r ó w n o c z e ś n ie  jako  poszukiwane  niewiadome 

(w  metodzie  przemieszczeń  niewiadomymi są  tylko  przemieszczenia). 

Teorię  metody  elementów  skoń czonych  rozważ ono  także  w pracy  [1], przy  czym  autor 

wychodzi  z  ogólnych  zasad  mechaniki  ciała  odkształcalnego. 

Zwróć my  uwagę  na  fakt,  iż jeś li  jako punkt  wyjś cia  przyjmiemy twierdzenie  o minimum 

energii  dopełniają cej,  wówczas  niewiadomymi zadania  są  naprę ż enia  (metoda  sił). 

HODG E  [70]  eksplikuje  metodę  elementów  skoń czonych  korzystając  z  zasady  prac 

przygotowanych.  Takie  podejś cie  jest  ogólniejsze  od  sposobów  poprzednich,  tzn.  metody 

przemieszczeń,  sił,  bą dź  mieszanej,  gdyż  nie  zależy  od  fizycznych  własnoś ci  materiału. 

W  pracy  [122b]  wykazano,  że  metodę  elemetów  skoń czonych  moż na  traktować  jako 

przypadek  szczególny  tzw.  metody  reziduów  wagowych,  z  którym  to  problemem  mamy 

do  czynienia  przy  przybliż onym  rozwią zywaniu  zagadnień  brzegowych. 

Podobień stwa  i  róż nice  mię dzy  metodą  elementów  skoń czonych  a  metodą  róż nic 

skoń czonych  omówiono  w  artykułach  [40, 41, 43,  135,  148]. 

Zwią zki  pomię dzy  metodą  BubnowaGalerkina  a  metodą  elemetów  skoń czonych 
rozważ ono  w pracach  [74,  162]. 

Tensorową  interpretację  przemieszczeniowej  metody  elementów  skoń czonych  przed

stawiono  w  [82].  MORI N  [104]  wykazał,  że  wykorzystanie  zapisu  tensorowego  pozwala 

zastosować  bardzo  ekonomiczną  metodę  iteracyjną  dla  rozwią zywania  zadań  nieliniowych. 

Ś ciś le  matematyczne  podejś cie  do  metody  elementów  skoń czonych  zastosowano 

w  artykułach  [13,  13a,  32,  33,  58,  64,  95,  103,  147,  151,  152].  Takie  podejś cie  wymaga 

uż ycia  aparatu  analizy  funkcjonalnej  (np.  przestrzeni  Sobolewa). 

Bardziej  praktyczne  rozważ ania  przeprowadzono  w  [91],  gdzie  zastosowano  metodę  

BubnowaGalerkina  (szczególny  przypadek  metody  reziduów  wagowych),  w  powią zaniu 

z  metodą  elementów  skoń czonych  do  układu  liniowych  rówań  róż niczkowych  o  pochod

nych  czą stkowych  (por.  [39]).  Przypadkiem  szczególnym  tych  równań  są  równania  pola 

opisują ce  przepływ  gazów  lub cieczy  (por.  [9, 46, 73, 90,  123,  130,  134]). 

Zagadnienia  zwią zane  z  doborem  elementów  skoń czonych  i  funkcji  aproksymują cych 

przedstawiono  w pracach  [12, 22, 25, 47, 51, 54, 85, 86,  109,  146,  158, 165]. 

Wzory  na  obliczanie sił wę złowych  podano  w  [107,  113]. 

Formułując  dane zadanie  w terminach  metody  elementów  skoń czonych  należy  uwzglę d

nić  sztywny  ruch  elementu.  Problem ten  rozważ ono  w pracach  [62, 96,  149]. 

Problematykę  zwią zaną  z  rozwią zywaniem  na  maszynach  matematycznych  równań, 

które  otrzymuje  się przy stosowaniu  metody  elementów  skoń czonych  omówiono  w  [10, 27, 

28,  42,  59,  60,  65,  77,  89,  119,  122,  126]. 

Okazuje  się,  iż  przemieszczeniowej  metodzie  elementów  skoń czonych  odpowiada 

analogon  elektryczny wynikają cy  z uogólnionego  prawa  Ohma  [88]. Pozwala  to na  przejś cie 

od  rozważ ań  mechanicznych  do  rozważ ań  elektrycznych  (por.  [3]). 
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Przykłady  zastosowania  metody  elementów  skoń czonych  do  oś rodków  opisywanych 

przez  bardziej  skomplikowane  równania  konstytutywne  (np.  materiałów  nieliniowo

lepkosprę ż ystych)  podano  w pracach  [11, 19, 108, 110, 111, 121, 127, 128, 132,  166]. 

W  pracach  [13b, 112] przedstawiono  uogólnienie  metody  elemetów  skoń czonych  na 

sprę ż yste  oś rodki  mikropolarne. 

HAR T  i  COLLIN S  [68] rozważ yli  układ  poddany  obcią ż eniom  losowym.  Po dyskretyzacji 

zagadnienia  macierz  otrzymanego  układu  równań  oraz  wyrazy  wolne  autorzy  rozpatrują  

jako  funkcje  pewnych zmiennych  losowych,  które  w ogólnoś ci  są  skorelowane. 

N a  tym  koń czymy  przegląd  ogólnej  problematyki  zwią zanej  z  metodą  elementów 

skoń czonych1* .  Zdajemy  sobie  sprawę  z  faktu,  iż  przegląd  ten  nie jest  wyczerpują cy. 

Al e  jest on w zupełnoś ci  wystarczają cy  dla naszych  celów. 

2.  Mechanika gruntów 

2.1. Ogólne  problemy  zwią zane  z  zastosowaniem  metody  elementów  skoń czonych 

w  mechanice  gruntów  przedstawiono  w  pracach  [53, 57, 84, 94, 99,  133].  EISENSTEIN 
[53]  twierdzi,  iż główną  przeszkodą  w zastosowaniu  tej metody jest  postać  równań  konsty

tutywnych.  Mianowicie  zwią zki  mię dzy  naprę ż eniami  i  odkształceniami  w  gruntach 

zależą  od duż ej  liczby  czynników,  a  ponadto  pierwotny  stan  naprę ż enia  w gruntach  jest 

przede  wszystkim  wynikiem  procesów  geologicznych.  Są dzimy,  że  trudność  pierwsza 

objawia  się w tym,  iż do  rozwią zywania  konkretnych  problemów  potrzebna  jest  wię ksza 

pamięć maszyny matematycznej.  Czę ś ciowo  moż na  tego uniknąć  stosując  wię ksze  elementy 

skoń czone,  ale za to  bardziej  dokładną  aproksymację,  np. za pomocą  wielomianów Her

mite'a. Ponadto  nie należy  zapominać o tym, iż do uż ytku  oddawane  bę dą  maszyny o coraz 

wię kszych  moż liwoś ciach.  Przeglą dając  prace  amerykań skie  zwią zane  z  zastosowaniem 

programowania  matematycznego  do  zagadnień  optymalizacji  konstrukcji  (por.  [128]) 

wysunę liś my  wniosek,  iż  pod  koniec  lat  siedemdziesią tych  oddane  zostaną  do  uż ytku 

maszyny  matematyczne,  które  pozwolą  rozwią zywać  — oczywiś cie  numerycznie  —  nawet 

bardzo  skomplikowane  zadania  optymalizacyjne.  Wydaje  się, iż  podobne  stwierdzenie 

moż na  odnieść  do zagadnień  mechaniki  gruntów  i  górotworu. 

2.2.  Przedstawimy obecnie  zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  zagadnień  

równowagi  podłoż a. 

MILOVI C  [100] (por. także  [84, 97, 98]) przedstawił  numeryczne  rozwią zanie  zadania 

o  równowadze  statycznej,  sprę ż ystej,  jednorodnej  (izotropowej  lub anizotropowej)  war

stwy  o  stałej  gruboś ci  H.  Warstwa  ta,  w  układzie  współrzę dnych  walcowych,  zajmuje 

obszar:  0 ^  z  ^  H, 0 <  r <  oo. Poddana  ona jest  obcią ż eniu  równomiernie  rozłoż onemu, 

okreś lonemu  w  obszarze  z =  0,  0 ^  r <  Djl,  przyłoż onemu  do  górnej  płaszczyzny 

warstwy.  Płaszczyzna  dolna  jest  sztywnie  utwierdzona.  Zbudowano  macierz  sztywnoś ci 

oraz  program  obliczeń,  który  zrealizowano na maszynie  « I B M   36040».  Wyniki  obliczeń, 

dla  róż nych  wartoś ci  parametrów,  przedstawiono  w postaci  wykresów  i tablic. W szczegól

"   Ś ciś lejsze byłoby okreś lenie «metody elementów skoń czonych)),  gdyż istnieje  metoda  przemieszczeń, 
mieszana, itd. 
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noś ci  podano  zależ ność  naprę ż eń:  promieniowego  o> i normalnego  az  wzdłuż  osi symetrii, 

od  róż nych  wartoś ci  parametru HjD.  Parametr  ten  przyjmował  wartoś ci:  1,00,  ,  2,00, 

3,00,  oo.  Obliczenia  przeprowadzono  dla  dwu  wartoś ci  współczynnika  Poissona  ц :  0,23, 

0,30.  Parametr  /;  = EvjEh,  charakteryzują cy  anizotropię  materiału,  przyjmował  wartoś ci: 

0,25,  0,50,  1,00,  2,00;  gdzie Ev, Eh  oznaczają  odpowiednio  moduł  sprę ż ystoś ci  w kierunku 

pionowym  i poziomym. 

Podano  wykres  przemieszczeń  pionowych w(0,0)  [punkt  (0,0)  oznacza  począ tek  układu 

współrzę dnych]  w  zależ noś ci  od  parametru H/D,  dla  fi  =  0,15,  0,25,  0,30,  0,40,  0,45. 

Obliczenia  wykazały,  że  anizotropia  wpływa  na  znaczny  wzrost  naprę ż eń  ar  w  utwier

dzonej  płaszczyź nie z = H. 

W  pracy  [63]  rozwią zano  zadanie  o  płaskim  stanie  odkształcenia  w sprę ż ystej  warstwie, 

spoczywają cej  na  nieodkształcalnym  podłoż u.  Przemieszczenia  w  płaszczyź nie  kontaktu 

są  równe  zeru.  W  pierwszej  czę ś ci  pracy,  przy  pomocy  szeregów  Fouriera,  rozwią zano 

zadanie  o  przemieszczeniach.  Natomiast  w  drugiej  czę ś ci  pracy,  wykorzystując  metodę  

elementów  skoń czonych,  wyznaczono  naprę ż enia  w  warstwie.  Wyniki  obliczeń,  podane 

w  postaci  tablic  i  wykresów,  przedstawiają  zależ ność  poszukiwanych  wielkoś ci  od  współ

czynnika  Poissona,  gruboś ci  warstwy  i  wymiarów  obszaru,  na  który  działa  obcią ż enie. 

W  pracy  [102]  rozważ ono  nastę pują ce  zadanie:  nieodkształcalne  pasmo  poddane  jest 

działaniu  siły  nachylonej  pod  pewnym  ką tem,  pasmo  to  spoczywa na  sprę ż ystej  warstwie, 

która  z  kolei  leży  na  nieodkształcalnym  podłożu  (czyli  oś rodek  trójwarstwowy).  Sprę ż ystą  

warstwę zamieniono przez prostoką tne  i trójką tne  elementy  skoń czone. Zbudowano macierz 

sztywnoś ci.  Otrzymano  przybliż one  wzory  na  okreś lenie  naprę ż eń  kontaktowych  i  prze

mieszczeń  pasma  w  zależ noś ci  od  gruboś ci  warstwy  sprę ż ystej  i  ką ta  nachylenia  siły  dzia

łają cej  na  pasmo. 

Zagadnienie  rozkładu  naprę ż eń  i  odkształceń  w  gruncie  (bę dą cym  półprzestrzenią) 

poddanym  działaniu  nieruchomego  lub ruchomego  obcią ż enia  w postaci  kołowego  stempla 

rozpatrzono  w  pracy  [117].  Stempel  może  być  sztywny  lub  odkształcalny.  Rozważ ono 

zarówno  liniowosprę ż ysty,  jak  i  nieliniowosprę ż ysty  materiał  półprzestrzeni.  W  tym 

drugim  przypadku  zależ ność  mię dzy  naprę ż eniami  i odkształceniami  przyję to  na  podstawie 

wyników  badań  doś wiadczalnych.  Otrzymano  pewną  rozbież ność  wyników  numerycznych 

w  porównaniu  z  laboratoryjnymi  rezultatami  pomiaru  naprę ż eń.  Róż nice  te,  zdaniem 

autorów,  spowodowane  są  błę dami,  jakimi  obarczone  są  doś wiadczenia.  Stwierdzono 

ponadto,  iż  korzystając  z  metody  elementów  skoń czonych,  moż na  stosunkowo  łatwo 

uwzglę dnić  nieliniowość  zależ noś ci  naprę ż enieodkształcenie,  jak  i  złoż one  warunki 

brzegowe. 

DESAI   [44]  również  rozważ ył  nieliniową  zależ ność  pomię dzy  naprę ż eniami  a  odkształ

ceniami.  Konstruuje  on  rozwią zanie  przybliż one  stosując  metodę  elementów  skoń czonych 

w  powią zaniu  z  funkcjami  typu spline  (por.  [93a,  153a,  159)]. 

Obliczenia  naprę ż eń  w  lessowym  gruncie,  przy  zastosowaniu  metody  bę dą cej  kombi

nacją  metody  róż nic  skoń czonych  i elementów  skoń czonych,  dokonano  w  [164]. 

THOMA S  i  A R M A N  [129]  zbadali  stan  naprę ż enia  i  odkształcenia  w  podłożu  torfowym. 

Dane  doś wiadczalne  porównano  z  wynikami  obliczeń  otrzymanych  przy  zastosowaniu 

metody  elementów  skoń czonych  i  uwzglę dnieniu  geometrycznej  nieliniowoś ci.  Obliczenia 

numeryczne  przeprowadzono  metodą  przyrostów  przy linearyzacji zadania,  tzn. na  każ dym 
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2.5.  W  pracach  [30,  43a,  55,  61,  76,  123,  142,  143,  144]  rozpatrzono  zastosowanie 

metody  elementów  skoń czonych  do  zagadnień  konsolidacji,  czyli  przypływu  płynu  przez 

oś rodki  porowate.  Interesują ce  wydają  się  uję cia  wariacyjne,  które  pozwalają  na  stosun

kowo  łatwe  sformułowanie  problemu  konsolidacji  w  terminach  metody  elementów  skoń

czonych.  W  cyklu  artykułów  [142,  143,  144]  sformułowane  zostały  zasady  wariacyjne  — 

dla  trójwymiarowej  konsolidacji  —  przy  nastę pują cych  założ eniach:  1)  grunt  (szkielet) 

jest  niejednorodny,  anizotropowy  i  zachowuje  się  sprę ż yś cie,  2)  pory  wypełnione  są  nie

ś ciś liwą  cieczą  (wodą ),  3)  deformacja  szkieletu  nie  zależy  od  ciś nienia  wody,  lecz  wyłą cznie 

od  naprę ż eń  efektywnych,  4)  przepływ  wody  odbywa  się  zgodnie  z  prawem  Darcy'ego. 

Podano  szczegółowo  sformułowanie  w  terminach  metody  elementów  skoń czonych  (czyli 

rozwią zanie  przybliż one).  Rozważ ania  ogólne  zilustrowano  na  ki lk u  przykładach  (konsoli

dacja  jednowymiarowa,  osiowosymetryczna). 

Korzystając  z  dynamicznej  teorii  konsolidacji  Biota,  w  pracy  [61]  przedstawiono 

wariacyjne  sformułowanie  problemu.  Nastę pnie  dokonano  dyskretyzacji  zagadnienia 

stosując  metodę  elementów  skoń czonych.  Podano  przykłady  obliczeń  numerycznych  dla 

półprzestrzeni. 

3.  Mechanika  górotworu 

3.1.  Ogólną  problematykę  zwią zaną  z  zastosowaniem  metody  elementów  skoń czonych 

do  mechaniki  górotworu  przedstawiono  w  pracach  [31,  79,  79a,  79b,  94a,  125,  125a, 

133,  150]. 

MARTINETT I   i  RIBACCH I   [94a]  przedstawili  zagadnienia,  które  rozważ ano  na  II  Kon

gresie  Mię dzynarodowego  Towarzystwa  Mechaniki  Górotworu.  Kongres  ten  odbył  się  

w  dniach  21—26  wrześ nia  1970  roku  w  Belgradzie.  Otóż  na  kongresie  tym  omówiono 

również  metody  obliczeń  w  mechanice  górotworu.  Podkreś lono,  iż  należy  wię cej  uwagi 

poś wię cić  metodzie  elementów  skoń czonych. 

STEPHANSSON  [125a]  omawia  treść  oś miu  prac  doktorskich  zrealizowanych  na  Uniwer

sytecie Uppsala  w  Szwecji.  W jednej  z nich  przedstawiono moż liwoś ci  zastosowania metody 

elementów  skoń czonych  do  analizy  procesów  tektonicznych.  Inna  praca  omawia  zastoso

wania  tej  metody  do  zagadnień  stabilnoś ci  wyrobisk. 

W  pracy  [150]  przedstawiono  model  oś rodka  blokowowarstwowego,  a  więc  takiego 

z  jakim  mamy  do  czynienia  w  górotworze  szczelinowatym.  Rozważ ono  moż liwoś ci stoso

wania  metody  elementów  skoń czonych. 

W  monografii  JAEGERA  i  COOK A  [79a],  poś wię conej  podstawom  mechaniki  góro

tworu,  rozpatrzono  również  metodę  elementów  skoń czonych  (rozdz.  10).  Podkreś lono 

zalety  tej  metody  wyraż ają ce  się  w:  1)  moż liwoś ci  rozpatrywania  układów  o  nieregular

nych  brzegach,  2)  tym,  że  siły  masowe  i  powierzchniowe  mogą  być  zmienne,  3)  fakcie, 

że  materiał  może  posiadać  własnoś ci  reologiczne  lub  plastyczne,  4)  moż liwoś ci  uwzglę d

nienia  tarcia  mię dzy  blokami  skalnymi  (na  powierzchniach  uskoku). 

W  pracy  [31]  (por.  [79b])  podano  sformułowanie  macierzy  sztywnoś ci  dla  oś rodka 

liniowosprę ż ystego.  Podano  ogólny  schemat  programu  rozwią zują cego  podstawowy 

układ  równań  liniowych  jaki  otrzymuje  się  w  tym  przypadku. 
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W  pracy  [79b]  autorzy  niesłusznie  twierdzą,  iż  metoda  elementów  skoń czonych  jest 

szczególnym  przypadkiem  metody  róż nic  skoń czonych.  Jest  akurat  na  odwrót:  metoda 

róż nic  skoń czonych  jest  szczególnym  przypadkiem  metody  elementów  skoń czonych. 

3.2.  Rozpatrzmy  obecnie  prace  poś wię cone  zagadnieniom  okreś lania  naprę ż eń  i  od

kształceń  wokół  wyrobisk  górniczych,  otworów  strzelniczych  i  tuneli. 

B A R L A  [15]  rozwią zał  statyczne  zadanie  o  koncentracji  naprę ż eń  wokół  pojedynczego 

wyrobiska  w  masywie  gruntu.  Wyrobisko  znajduje  się  na  skoń czonej  odległoś ci  od  po

wierzchni  swobodnej.  Przyję to  model  ciała  liniowosprę ż ystego,  izotropowego  oraz  płaski 

stan  odkształcenia.  Przedstawiono  rozwią zania  numeryczne  dla  wyrobisk  o  kształcie: 

okrę gu,  elipsy,  kwadratu,  prostoką ta  i  prostoką ta  o  jednym  boku  w  postaci  łuku  okrę gu. 

Tenże  autor  [16]  (por.  [75,  79])  przedstawił  rozwią zania  numeryczne  dla  koncentracji 

naprę ż eń  wokół  wyrobiska  znajdują cego  się  w  nieograniczonym  sprę ż ystym  oś rodku 

warstwowym. 

D U N S  i  B U T T E R F I E L D  [49]  (por.  [48,  50]),  stosując  metodę  elementów  skoń czonych, 

przedstawili  rozwią zanie  zadania  o  oddziaływaniu  fal  harmonicznych,  rozchodzą cych  się  

w  gruncie,  z  nieskoń czenie  długą  powłoką  walcową  o  skoń czonym  promieniu.  Powłoka  ta 

znajduje  się  w  gruncie  na  skoń czonej  głę bokoś ci.  Przyję to,  że  otaczają cy  powłokę  grunt 

jest  oś rodkiem  liniowosprę ż ystym.  Stosując  metodę  elementów  skoń czonych  podano 

przejś cie  od  równań  róż niczkowych  do  równań  algebraicznych.  Podano  przykład  licz

bowy. 

W  pracy  [21]  przedstawiono  zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  obli

czania  rozkładu  naprę ż eń  w  oś rodku  sprę ż ystym  osłabionym  kilkoma  równoległymi 

wyrobiskami. 

W I N K E L ,  G E R S T L E ,  K O  [140]  rozpatrzyli  zagadnienie  obliczania  naprę ż eń  i  odkształceń  

wokół  wyrobisk  w  oś rodkach  modelują cych  sole.  Przyję to,  iż  oś rodek  taki  jest  sprę ż ysto

lepkoplastyczny.  Przy  zastosowaniu  metody  elementów  skoń czonych  podano  algorytm 

rozwią zywania  zadań  brzegowych  dla  płaskiego  stanu  odkształcenia. 

Analizę  podziemnych  wyrobisk,  przy  zastosowaniu  metody  elementów  skoń czonych 

i  kryterium  równowagi  granicznej  Coulomba  przedstawiono  w  [138]  (por.  [57]). 

H E U Z E ,  G O O D M A N ,  BORNSTEI N  [69]  (por.  [35])  analizują  moż liwoś ci  uwzglę dnienia 

szczelinowatoś ci  skał  przy  okreś laniu  naprę ż eń  wokół  otworów  wiertniczych.  Rozwa

ż ono  dwie  metody:  1)  «zaburzenia  szczeliny» (joint perturbation)  i  2)  «zerowego  rozcią

gania» (no-tension).  Metoda  «zerowego  rozcią gania»  uwzglę dnia  fakt,  iż  praktycznie 

rzecz  biorą c,  wytrzymałość  skał  szczelinowatych  na  rozcią ganie  jest  zerowa.  Podano 

istotę  tych  dwu  metod  oraz wyniki  obliczeń  numerycznych  (por.  [78a]). Obydwie  te  metody 

dają  wyniki  podobne,  natomiast  istnieje  znaczna  rozbież ność  w  porównaniu  z  wynikami 

otrzymanymi  przy  założ eniu,  że  oś rodek  jest  liniowosprę ż ysty. 

W  pracy  [18]  przedstawiono  wyniki  obliczeń  naprę ż eń  i  odkształceń  wokół  tunelu 

kołowego  o  ś rednicy  8  m  przeprowadzonego  na  głę bokoś ci  500  m  (por.  [87]).  Przyję to 

płaski  stan  odkształcenia.  Rozważ ania  przeprowadzono  dla  dwu  przypadków. 

W  przypadku  pierwszym  traktuje  się  oś rodek  jako  kontinuum  sprę ż yste,  natomiast 

w  drugim  jako  szczelinowaty.  W  tym  drugim  przypadku  autorzy  mówią  o  «pseudopla

stycznym  diskontinuum». 
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Dl a  oś rodka  szczelinowatego  przyję to,  iż  szczeliny  tworzą  jedną  rodzinę,  okreś loną  

przez  równolegle  płaszczyzny.  Podano  wyniki  obliczeń  dla  nastę pują cych  wartoś ci  ką ta 

nachylenia  szczelin  do  poziomu:  30°, 45°, 60°, 90°. Wyniki  w  obydwu  przypadkach,  tzn. 

dla  kontinuum  w  porównaniu  z  «diskontinuum»,  znacznie  się  róż nią.  Omówiono  także 

problem  stabilnoś ci  wyrobisk  (por.  [124,  145]). 

3.3.  Zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  obliczania  filarów  przedsta

wiono  w pracach  [21a, 52]. 

EDWARD S  [52]  badał  stan  naprę ż enia  i  odkształcenia  filarów  w  warunkach  laborato. 

ryjnych  jak  i  rzeczywistych.  Wyniki  numeryczne  otrzymano  stosując  metodę  elementów 

skoń czonych.  Badania  laboratoryjne  przeprowadzono  metodą  polaryzacyjnooptyczną. 

Jeś li  eksploatacja  prowadzona  jest  w  okreś lonych  warunkach  to  wyniki  zarówno  nume

ryczne jak  i  laboratoryjne  wykazują  obecność  znacznej  koncentracji  naprę ż eń  w  filarach. 

Badano  także  wpływ  podsadzki  oraz  sposobów  wybierania  filarów  na  panują cy  w  nich 

stan  naprę ż enia. 

Przeprowadzono  pomiary  naprę ż eń  i  odkształceń  w  warunkach  naturalnych.  Czas 

trwania  pomiarów  wynosił  półtora  roku.  Stwierdzono  rozbież ność  pomię dzy  wynikami 

laboratoryjnymi  a  wynikami  otrzymanymi w warunkach  naturalnych. 

3.4.  W  pracach  [24,  26,  45,  92,  106]  przedstawiono  zastosowanie  metody  elementów 

skoń czonych  do  analizy  próbek  cylindrycznych.  I  tak  celem pracy  [106]  było  otrzymanie 

informacji  odnoś nie  wpływu  tarcia  na  koń cach  próbki  poddanej  ś ciskaniu  oraz  wpływu 

współczynnika  Poissona  na  tworzenie  się  szczelin  w  materiałach  skalnych  (por.  [24,  26, 

45]). 

LUCKS ,  CHRISTIAN ,  BRANDÓW ,  H O E G  [92]  badali  na  specjalnym  urzą dzeniu,  próbki 

cylindryczne  poddane  ś cinaniu  i ś ciskaniu.  Obcią ż enie  jest  tak  przyłoż one,  iż otrzymuje się  

niesymetryczny  rozkład  naprę ż eń  wzglę dnie  osi  próbki.  Analizę  numeryczną  trójwymia

rowego  stanu  naprę ż enia  przeprowadzono  stosując  metodę  elementów  skoń czonych. 

Podano  wykresy  rozkładu  naprę ż eń  dla  róż nych  przekrojów  próbki. 

3.5.  GOLDI N  i  TROICK I  [156]  okreś lili  stan  naprę ż enia  i  odkształcenia  u  podstawy  i  kra

wę dzi  bocznych  skalnego  kanionu. 

W  pracy  [56]  rozpatrzono  zagadnienie  obliczania  podziemnych  tam  zaporowych 

zabezpieczają cych  wyrobiska  przed  zatopieniem. 

Moż liwoś ci  zastosowania  metody  elementów  skoń czonych  do  zagadnień  kotwienia 

przedstawiono  w pracach  [36, 71]. 

NAI R  [105]  przeprowadził  obliczenia  przemieszczeń  powierzchni  na  terenie  obję tym 

eksploatacją  górniczą.  Wyniki  obliczeń  osiadania niecki przedstawiono w postaci wykresów. 

Wciskanie  stempla  betonowego  w  oś rodek  szczelinowaty  przedstawił  MALIN A  [93]. 

Podano  istotę  sformułowania  uwzglę dniają cego  warunek  graniczny  Mohra  i  wpływ tar

cia  mię dzy  blokami  skalnymi. 

BART H  [17] przedstawił  obliczenia  kawerny, w której  znajdować  się bę dzie  hala maszyn 

podziemnej  siłowni.  Obliczenia  przeprowadzono  stosując  trójką tne  elementy  skoń czone 

o siatce  zagę szczonej  w  pobliżu  konturu. 

Zastosowanie  metody  elementów  skoń czonych  do  zagadnień  kruszenia  (drobnienia) 

przedstawiono  w  [78].  Kruszenia  dokonuje  się stosując  materiały  wybuchowe. 
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4.  Uwagi  koń cowe 

Wydaje  się, iż w masie  prac  poś wię conych  zastosowaniu  metody  elementów  skoń czo

nych  do  zagadnień  mechaniki  ciała  stałego,  problemom  mechaniki  gruntów  i  mechaniki 

górotworu  poś wię cono  zbyt  mało  uwagi.  Stan  ten  wynika  mię dzy  innymi  ze  złoż onoś ci 

problemów.  Nie  są  nam  znane  artykuły,  w  których  stosowano  by  metodę  elementów 

skoń czonych  do  zagadnień  tą pania. 

Istnieją ce  prace z  dziedziny  mechaniki  gruntów  i mechaniki  górotworu,  których  prze

glą du  dokonaliś my,  mają  raczej  charakter  inż ynierski,  praktyczny.  Dlatego  też nie  prze

prowadzono  w nich  analizy  błę dów  i nie  rozważ ono  zagadnienia  zbież noś ci.  Należy  tutaj 

podkreś lić,  iż  istnieją  już teoretyczne  opracowania  tych  zagadnień  dla kontinuum  mater

ialnego  (porównaj  np.  [108]). 
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Р е з ю ме  

М Е Т ОД  К О Н Е Ч Н ЫХ  Э Л Е М Е Н Т ОВ  В  М Е Х А Н И КЕ  Г Р У Н Т ОВ  
И  В  М Е Х А Н И КЕ  Г О Р Н ЫХ  М А С С И В ОВ  

В  р а б о те  д ан о б з ор  н о в е й ш их  р а б о т,  п о с в я щ е н н ых  п р и м е н е н и ям  м е т о да  к о н е ч н ых  э л е м е н т ов  
к   з а д а ч ам  м е х а н и ки  г р у н т ов  и  м е х а н и ки  г о р н ых  м а с с и в о в. 

S u m m a ry 

FINIT E  ELEMEN T  METHO D  IN SOIL  AN D  ROCK  MECHANIC S 

The  paper presents a review of recent achievements  in the field  of application of the finit e elements 
method to the problems of soil and rock mechanics. 
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