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1.  Wprowadzenie 

W  l iniowym  oś rodku  mikropolarnym  stan  naprę ż enia  opisują  dwa  niesymetryczne 

tensory:  tensor  naprę ż eń  siłowych  a}l  oraz  tensor  naprę ż eń  momentowych  ц ^.  Składowe 

tych  tensorów  spełniają  róż niczkowe  równania  równowagi,  które  — dla  zagadnienia 

statycznego  bez  uwzglę dnienia  wektora  sił  i  wektora  momentów  masowych  i  w  układzie 

kartezjań skim  л­; —  mają  postać  [1],  [2],  [3]: 

(1­1)  a]ui  =  0,  е цка}к+цм  =  0  к  =  1, 2, 3)>>. 

Symbol eiJk oznacza alternator  Levi­Civi ta.  Pole przemieszczeń  w oś rodku  opisuje  wektor 
przemieszczenia  u,  pole  obrotów  — wektor  obrotu  <p.  Przy  pomocy  wektorów  u  i  <p  de­
finiuje  się  nastę pują ce  tensory: 

(1­2)  Yji =  lli,j­£kji<Pk,  tyl  = <Pi,j, 

gdzie  yji  jest  niesymetrycznym  tensorem  odkształcenia,  natomiast  хл  — niesymetrycznym 

tensorem  skrę tno­gię tnym.  Tensory  yji,  Xji  wią żą  się z  tensorami  aj;,  цу 1  poprzez  równania 

konstytutywne,  które  (bez  uwzglę dnienia  temperatury)  mają  postać: 

^  i  ^  Cji =  (M + <*)У л + (M ­  a)y.v + l7kk д ц , 

И л =  (У +  + (y~ e)xtj +fakk 8ц •  

Symbol <%j  oznacza  deltę  Kroneckera, wielkoś ci  a,  /?, у,  e,  Л, /х ,  są  stałymi  materiałowymi. 

Funkcje  Yji,  *jt   nie  są  dowolne  i  powinny  spełniać  warunki  geometrycznej  zgodnoś ci 

Yii,h­Yhi,i­ekhiXik+ektiXhk  =  0, 
(1.4) 

Jeż eli  na  powierzchni  ograniczają cej  ciało  dane  mamy  obcią ż enia  w postaci  siły  p  i  mo­

mentu  m, to  moż emy  zanotować  warunki brzegowe  w nastę pują cy  sposób: 

(1.5)  pi  =  алъ ,  nu  =  fijitij, 

gdzie  iij   są  składowymi  jednostkowego  wektora  n  normalnego  do  powierzchni  ciała. 

"   Bę dziemy  przyjmowali dla  indeksów  łaciń skich  wartoś ci  1, 2,  3, natomiast dla greckich 1,  2. 
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Wyraż ając  zwią zki  (1.4)  poprzez  tensory  aj{,  ц ц przy  pomocy  równań  (1.3) otrzymu­

jemy  warunki  geometrycznej  zgodnoś ci  wyraż one  w  naprę ż eniach.  Te ostatnie  w  połą­

czeniu  z  równaniami  równowagi  (1.1) i warunkami  brzegowymi  (1.5) stanowią  naprę ż e­

niowe  sformułowanie  statycznego  problemu  mikropolarnej  sprę ż ystoś ci  [4],  [5]. Podsta­

wiając  do  równań  równowagi  (1.1)  zwią zki  (1.3)  i  wykorzystując  definicję  (1.2) otrzymu­

jemy  w  połą czeniu  z  warunkami  (1.5) sformułowanie  w  przemieszczeniach — obrotach 

dla  statycznego  zagadnienia  mikropolarnej  sprę ż ystoś ci  (por.  [1]): 

{lx + a)uit]}  + {?.+ti­<x)Uj,ji+2<xeijkcpk<j  =  0, 
(1.6) 

(y + Ą fPi.jj­Ą ayi  + iP+Y­^yj.ji+ZaeijkUkj = 0. 

W  pracy  [6]  pokazane jest, że układ  równań  (1.6)  moż na  zastą pić  dwoma  niezależ nymi 

od  siebie układami  równań,  z których  jeden  identyczny jest z równaniami  przemieszczenio­

wymi  klasycznej  elastostatyki.  Wówczas  rozwią zanie  układu  równań  (1.6) z  warunkami 

brzegowymi  (1.5)  moż na  złoż yć  z  rozwią zania  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  z  warunkami 

brzegowymi 

(1.7)  Pi =  o'iini, 

uzupełnionego  rozwią zaniem  typowego  problemu  mikropolarnej  sprę ż ystoś ci. 

W  niniejszej  pracy  powyż szy  rezultat  uzyskamy na innej  drodze  wychodząc  ze sformu­

łowania  naprę ż eniowego  problemu.  Ograniczymy  się  jednak  do prześ ledzenia  toku  postę­

powania  dla przypadku  płaskiego  stanu  odkształcenia.  Niemniej  jednak  sposób  rozwią­

zania  pozostaje  poprawny  dla przestrzennego  zagadnienia  statycznego  z  uwzglę dnieniem 

temperatury  i  «obcią ż eń»  masowych. 

Za  podstawę  rozważ ań  przyjmujemy  komplet  równań  naprę ż eniowych  odpowiadają cy 

wektorowi  и (м 1 ; м 2 , 0)  i  <p(0,0,9?3)  z  pracy  [7]. 

2.  Płaski  stan odkształcenia 

Przyjmujemy  płaski  stan  odkształcenia  (wszelkie  przyczyny  i skutki  zależą  tylko  od x x) 

reprezentowany  przez  wektory  u i <p  postaci: 

(2.1)  u(Xl,x 2)  =  (Ul,u2,0),  <D(XI,X2)  =  (OA993). 

Prowadzi  to  do  nastę pują cego  zestawu  zwią zków  dla płaskiego  zagadnienia  uzyskanego 

z  ( 1 . 1 Ж 1 . 4 ): 

niezerowe  składowe  stanu  odkształcenia 

(2.2)  у a  =  yx?,  xji  = xx3  ; 

niezerowe  składowe  stanu  naprę ż enia 

(2.3)  а л = (oaf),a33),  fij,  =•  (fi x3,fi 3x); 

warunki  równowagi 

(2.4)  = 0,  еац ах Р  +[ла 3>а  = 0, 

gdzie  £a /?  jest  symbolem  Ricciego; 

zwią zki  konstytutywne 

^   5^  <V =  (/л + v)Y*n + С "­ а )У /?* + Л у„  ёх Р, 

(*«э =  (у +  е К з, 
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oraz 

A 5  ­
°зз  — АУ у у  — "т Т П Г Т л­  «* ' 

И з х =  (У ­Ф а з  =  .  И а З , 

(2.5') 

zwią zki  geometrycznej  zgodnoś ci 

Г 2],1 " У м , 2 ­ ^ 13  = О, 

(2.6)  У 22, 1 ­У 12,2­^23  = О, 

^23, 1 —  Х1 3, 2  =  0. 

Równania  (2.6) moż na  przekształcić  do postaci: 

У 22.11+У 11.22  =  (yi2+y2l),12 , 

(2.7)  У 12.22­У 2Ы1  =  (У 22­У и ) ,12­ («13 ,1  +^23.2). 

^23, 1 —  ­̂ 13,2  =  0. 

Те  ostatnie  wyraż one  w naprę ż eniach  mają  postać: 

a 2 2 , l l  + #11,22 —  2 (У +/ /Г   а а " ' ^
 _  + °2l), 12 > 

(2.8)  (o, i2+a,2i) ,22­(^i2+a,2i) , i i  + —­ (Ol2 — 0'2l).aa + 

4м  
+ 2 ( c r] 1 ­ a2 2 ) , 1 2 + — — ,маз ,а  = 0, 

/"T c 

/"23,1  — /"13,2 

3.  Zagadnienie pótprzestrzeni 

Rozpatrzmy  problem  jednorodnej,  izotropowej  pótprzestrzeni  mikropolarnej  w  płas­

ki m  stanie  odkształcenia.  Pólprzestrzeń  orientujemy  przy  pomocy  kartezjań skiego  układu 

współrzę dnych,  przy  czym  x,e(0,  00), x 2e(—co,+  00). Przyjmujemy,  że na brzegu  półprze­

strzeni  (w  płaszczyź nie  хл  = 0) działa  obcią ż enie  p(x2)  zgodnie  skierowane  z  osią  0Xl. 

(3.1)  o,i(0,x2)  =  ­p(x2),  al2(0,x2)  = 0,  fi13(0,x2)  = 0. 

Poszukujemy  takiego  rozkładu  naprę ż eń  i  stanu  odkształcenia  w  półprzestrzeni,  aby 

były  spełnione  równania  równowagi  (2.4),  równania  geometrycznej  zgodnoś ci  (2.6), 

zwią zki  konstytutywne  (2.5) i warunki brzegowe  (3.1). Przy  czym  bę dziemy  chcieli  poszuki­

wane  rozwią zanie  złoż yć  z dwóch  czę ś ci  w taki  sposób,  aby pierwsza jego  czę ść  była  for­

malnym  przeniesieniem  rozwią zania  klasycznego  problemu  (a'12  = o2i,  У12 = У21)» 

analogicznego do wyż ej  sformułowanego,  tzn. problemu  półprzestrzeni  z warunkami  brze­

gowymi  postaci  'VS. 

(3.2)  a[, (0,x2)  =  ­ P L f ^ g A x 2 )  = 0. 

2  Mechanika  Teoretyczna  i  Stosowana 2/73  tu^^   ^  O T Q X 
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Przyjmujemy  zatem 

(3.3)  аа в  =  о 'а В + О 'а 'й ,  /"сз =  К з +К 'з  

oraz  warunek  symetrii  tensora  naprę ż eń  

(3.4)  o'aB  = óBa.  •  

Równania  (2.4)  н­ (2.8)  zapisane  dla czę ś ci«  primowanej»  zagadnienia,  wobec  założ enia 

(3.3)  i  (3.4),  przyjmują  nastę pują cą  postać: 

warunki  równowagi 

(3.5)  a'aB,a  = 0, 

(3.5')  /4з ,« = 0; 

zwią zki  konstytutywne 

(3.6) 
a'aB = 2tuy' llB + Ay'yydllB, 

1**3  =  (у +  е Кз  

lub  te  ostatnie  rozwią zane  wzglę dem  odkształceń  

(3.6') 

i 
xx3  —  —;—  /"яз '•> y + e  r 

równania  geometrycznej  zgodnoś ci 

У 12,  1  —  У \ 1 ,2 —  1̂3  =  0, 

(3­7)  У 2 2, l ­ V l 2 , 2 ­ « 2 3  =  °> 

^23,  1  ^13, 2  =  0. 

Przekształcone  równania  (3.7) po wykorzystaniu zależ noś ci  (3.6')2  i równania  równowagi 

(3.5')  oraz  zależ noś ci  (3.4)  i (3.6')t  (co prowadzi do  równoś ci  y'aB  =  y'Bx)  przyjmą  postać  

У 2 2 ,1  1 +Vi 1  ,22  =  2 y 1 2 , i 2 , 

(3.8)  У 1 2 . 2 2 — У 1 2 .И  =  ( У 2 2 ­ У 1 1 ) , 12 » 

^23,  ł ~*  X13,  2 —  0 

lub 

(3.9)  ff22.11+ffń.22­  2 ( A + / ł )  ­2*12.12, 

O 'l 2,22­O'l2 ,  11  +(ffi l  ­0'22),12  =  0 

oraz 

(3­9' )  ^23,1 =  /<13,2  •  

Róż niczkując  równania  równowagi  (3.5) (dla  (3 =  1) po x 2  oraz  (3.5) (dla  /3 =  2) po  л ­[ 

i  odejmując  otrzymane  równania  stronami,  uzyskujemy  zależ ność  (3.9)2.  Dlatego w  dal­

szych  rozważ aniach  zależ ność  tę, a co zą ,tym  idzie  i  (3.8)2,  bę dziemy  pomijali.  Zauważ my, 



SPOSÓB  ROZWIĄ ZANIA  ZAGADNIE Ń  NIESYMETRYCZNEJ   SPRĘ Ż YSTOŚ CI  147 

że  w równaniach  równowagi  (2.4)  i  zwią zkach  (2.8)  nie było  rozseparowania  naprę ż eń  

siłowych  i  naprę ż eń  momentowych;  teraz  równania  (3.5)  i  (3.5')  oraz  (3.9)x  i  (3.9') są  

rozseparowane.  Ponadto  funkcje  a'^  są funkcjami  biharmonicznymi,  a a'xx  (zatem  i a'33) 
jest  funkcją  harmoniczną  (rozpatrujemy  zagadnienie  statyczne  bez  temperatury  i sił  ma­

sowych) : 

(3.10)  о 'с ф .ы п  = 0.  °з з ,««  = 0 

oraz 

(3.10')  а 'ы М  = 0. 

Przy  uwzglę dnieniu  (3.10')  równanie  (3.9)!  moż emy  przepisać  w postaci 

(3.11)  0­22,11 +ff'u, 22  =  2a' 12,i2­

Uzyskaliś my  więc  dla  «primowanej»  czę ś ci  szukanego  rozwią zania  sformułowanie  naprę­

ż eniowe,  na które  składają  się  równania  równowagi  (3.5),  równanie  geometrycznej  zgod­

• noś ci  w  odkształceniach  (3.8),  lub w  naprę ż eniach  (3.9)Ł  [bą dź  (3.11)  w  połą czeniu 

z  (3.10')],  warunki  brzegowe  (3.2),  prawo  konstytutywne  (3.6)!  lub (3.6')x  oraz  warunki 

konieczne,  jakie  muszą  spełniać  składowe  o'ap i a33,  tzn.  warunki  (3.10). 

Wyż ej  wymienione  sformułowanie  jest  identyczne  z  naprę ż eniowym  sformułowaniem 

z  klasycznej  teorii  sprę ż ystoś ci  dla płaskiego  zagadnienia  bez udziału  temperatury  i  sił 

masowych  (por.  W.  NOWACKI ,  Teoria  sprę ż ystoś ci  [8]  ss.  285  н ­287). 

Zagadnienie  powyż sze  moż na  rozwią zać  w sposób  bezpoś redni  przy  uż yciu  wykładni­

czej  transformacji  Fouriera 

1  +°° 

/(*i ,  D =  J  f(Xl,x2)e^dx2, 

(3.12) 

1  + c ° 

— oo 

co  prowadzi do rezultatu: 

1  +  °° 

o'1i(x1,x2)=  ~­j=  \  p(.W+\C\xi)e­^­tix*d£, 
— OO 

1  +™ 

(3.13)  a'22(xx, x2)  =  ­—=•  J  p(S)(l­\e\x1)e­^­l* x*dC, 

—  00 

+  00 

a'izixi, x2) =  <J'2I(XI,   x2) =  ­  ­ ­ ^ L r ­  Г  р (С )Се­^
х'­ Ц х :>(]С , 

1/ 2 л:  J 
—  00 

Я  1  +­°° 

(3.13')  (Г з з(*1,  *г )  =  _ l + ^ " | 7 f ^ ­  )  p($)e­^x>­iix>d£. 

2* 
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Pamię tać  należ y,  że rozpatrywany  stan  równowagi  w zakresie  «primowancj»  czę ś ci  tensora 

naprę ż eń  siłowych  jest  stanem  równowagi  w oś rodku  mikropolarnym, w którym  oprócz 

stałych  Lamć go  A, fi  wystę pują  stałe  а, у , e (stała  (i w rozpatrywanym  płaskim  zagadnieniu 

nie  wystę puje).  Wią że  się z tym  wystę powanie  tensora  naprę ż eń  momentowych,  przy  czym 

«primowana»  jego  czę ść  spełniać  musi  równanie  równowagi  (3.5')  i  równanie  zgodnoś ci 

odkształceń  (3.8)3  wyraż one  w  naprę ż eniach  (3.9').  Prawo  konstytutywne  okreś la  się  

wzorem  (3.6),  lub (3.6')2.  Składowe  fi' a3  (iwwnież  /г '3а)  są  tu  funkcjami  harmonicznymi, 

otrzymujemy  bowiem z (3.5') i (3.9')  równanie  Laplace'a 

(3.14)  //; 3,до  = о. 

Przejdź my  do  wyznaczenia  «primowanych»  składowych  tensora  naprę ż eń  momento­

wych.  W tym  celu  do równań  (3.7), , 2  podstawiamy  zwią zki  (3.6')  i uwzglę dniamy  zależ­

ność  (2.5')!,  otrzymując  odpowiednio 

/  У ~ł~G  ,  ,  , 
i"'i 3  =  —2  ( ° i 2 , i  ~ ° i i , 2  +<7з з ,г ), 

(3.15)  И  

Y  +  s  >  '  \ 
r*23  =  ~2^~  V*12,\  ­^33, l ­ f f l  l,2>­

Bezpoś rednim  podstawieniem do (3.14) sprawdzamy,  że  /и 'х 3 są funkcjami  harmonicznymi 

i  że spełniają  równanie  równowagi  (3.5')  oraz  równanie  zgodnoś ci  odkształceń  w  naprę­

ż eniach  (3.9').  Uwzglę dniając  (3.13)  i  (3.13')  wyznaczamy 

2ia0 

(3.16) 

2a0 

Ц г з {х ,,х2)  =  J  ż >(f)|f|e­l*l*»­***tf*f , 

wprowadzil iś my  oznaczenie:  a0  =  (у + е )(2ц + A)/4^(A+/z). 

D l a  Л '] =  0 otrzymujemy  z  (3.16)!  wartość  ju' 13  na brzegu  półprzestrzeni 

(3­17)  ^' 13(0, x2)  =  2a0^p{x2). 

Przejdź my  teraz  do  wyznaczenia  drugiej  czę ś ci  rozwią zania.  Zależ noś ci,  którymi  tu 

dysponujemy,  są identyczne w swej  postaci  ze zwią zkami  (2.1)  ­=­(2.8). W celu  ustalenia 

uwagi  czę ś ciowo  je  tu  przepiszemy. 

Równania  równowagi 

(3.18)  ff^«  = 0,  е .0о й ­г Х 'э ,«  = О. 

Zwią zki  konstytutywne 

( 3  j „   o' a't>  =  (M + <x)Y'*p +  (M ~  a  W *   + 1  Yyy  *<# < 

/4 ' з  =  (У + Ф 'г З  
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lub  te  ostatnie  rozwią zanie  wzglę dem  odkształceń  

1 
Г м  ~2>  ­  2(1+7) a'Ą   (a nie sumować )' 

(3.19')  Yafi  =  y ^ f ) + 25"°Î I '  a  #  0» 

1  » 

Symbole  () i  [ ]  oznaczają  odpowiednio  czę ść  symetryczną  i antysymetryczną  tensora a'x' ft. 

Równania  geometrycznej  zgodnoś ci 

yź i .i  ­ y i i , 2 ­ * i 3  = 0, 

(3.20)  У 2 2 . 1 ­ У 1 2, 2­^23  = 0, 

II   II   f\ 
У­23, 1 —  ^13,2  —  U> 

po  przekształceniach  i  uwzglę dnieniu  zwią zków  (3.19'),  przyjmują  postać  

II   II   ^  и  л  a 

°~22Л \  +  (71 1, 2 2  2(X+jj)   CT"° t'^  =  (12)' 1 2  ' 

(3.21)  2[a^2)tl2­ali )tl,]  +  2>A­a'{ l2­i,^+2(a[[~a' 2' 2)il2  +­*t— /I" 3 = 0, 

/"23, 1  — #13.2  • 

Zagadnienie  należy  rozwią zać  z warunkami  brzegowymi, które  otrzymamy z  wyjś ciowych 

warunków  brzegowych  (3.1) po uwzglę dnieniu  podstawienia  (3.3),  warunków  brzegowych 

dla  «primowanego»  zagadnienia  (3.2) oraz  zależ noś ci  (3.17): 

(3.22)  a[[(0, x2)  = 0,  a['2(0, x2)  = 0,  pi' 3(0, x2)  =  ­2a0~p(x2). 
dx2 

Poszukując  rozwią zania  wyjdziemy z rozseparowanych  równań  róż niczkowych,  jakie  speł­

niają  składowe  a'Jp i /л 'а'3  (por.  [7] 

(.l2o'dfi,a­^afi),ityy  = 0, 
(  '  (l2^­^)   K  = 0. 
Ponadto  zachodzą  zwią zki 

°"cra,/i/?  =  0, 

'  а[12],о и~ "[12]  —  u ­

Wielkość  l2  jest  stałą  i  wynosi  I 2  =  (jj, + tx)(y+e)jA[ia..  Po transformacji  równań  (3.23) 

otrzymujemy  równania  róż niczkowe  zwyczajne  postaci: 

d2

  Ł,\
2/  d2 

(3.24)  , 2 r r „ 

f 2 )  l ^ 2 ­ ­ e 2 ) ^  = o, 

'  Ć /2  \ /  d2  \  I 

Ogólną  postać  rozwią zania  równań  (3.25)  z  warunkami  fizycznymi  dla  półprzestrzeni 

(°a/» ­» 0, у Ц д 'з ­> 0 dla ]/xxxa  ­>0 przyjmujemy  nastę pują co: 

( 3  2 6 )  ^  =  ( ^ + ^ | | | x 1 ) e ­ i ^ .  + Q ^ ­ ^ , 
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Wielkoś ci  А' а'в ,  В 'а'ц , С 'л'в, а 'х'3,  b'a'3  jako  funkcje  parametru |  wyznaczamy  spełniając  kolejno 

transformowane  warunki  (3.24),  (3.21)3,  (3.22),  (3.18),  (3.20)!.  Przyrуwnując  teraz w po­

szczegуlnych  rуwnaniach  wspуłczynniki  przy  odpowiednich  wyraż eniach  postaci  e_ | f | X l , 

xle~',(l[x,  e~pXl,  otrzymujemy  proste  układy  liniowych  rуwnań  algebraicznych  do  wy­

znaczania  wyż ej  wymienionych  wielkoś ci. 

W  ten sposуb  uzyskujemy  rozwią zanie  dla a'^,  /л 'х 3  spełniają ce  wszystkie  rуwnania 

wyszczegуlnione  w sformułowaniu  problemu.  M a ono  postać: 

ffii(*«;   0 
i ~ г  

Jin  li­   o ­ ^ o ) ( i + i e i . v ­ ] > ­ ^ + 

—  OO 

+ 2a0 Ј
2 | e ­G X ' ­  i | i e'  l { l x ' |  j e ' 5 *  dЈ, 

(3.27)  o'Ź 2ix,\  l) = ­4=  f  ­p­
\/2n  J  A0 

]/2n  J  A o 

( l ­ z J o ) ( ­ l  +  i l k 1 ) e ­ №'  + 

+ 2a0Ź
2\e­pXl­ i i i -e~^x^11dЈ, 

+  2a0i
2~{e­<'x'­e­'iix4  e­Wx*dS, 

о Х Л х .;  /) =  ­ ~  Г A 
2n  J  A0 

| / 2я  

(3.27')  ^зз  

+  2л0 f 2 у  e"'*1 ­  e"  • j J e~ ***  dЈ, 

oraz 

(3.28) 

р "з (хл;1)=  ­­jf==­  j  ^ ­ | [ ( l ­ z J 0 ) e ­ № l­ e ­ " ^ ] e ­ ' ' ^ ^ , 

0 

Oznaczyliś my  tu: Ј  =  /?(Ј),  z l 0 =  A0(!j)   =  l+2a0Ј
2  1­ III 
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Ostatecznie  rozkład  naprę ż eń  w półprzestrzeni  uzyskujemy  sumując  a'  ̂z  (3.13)  i а 'х'р  

z  (3.27)  oraz  /л 'х 3 z  (3.16)  i  /л 'а' 3  z  (3.28). 

Dl a  przypadku  szczególnego  [a =  0]  otrzymujemy  rozwią zanie  z  klasycznej  teorii 

sprę ż ystoś ci dane wzorami  (3.13),  (3.13'). Uzyskaliś my  zatem  rozwią zanie  złoż one z dwóch 

czę ś ci i spełniają ce  nałoż one  na  nie w punkcie  3 warunki, przy czym jest  to  rezultat  zgodny 

z  wynikami  pracy  W.  N O W A C K I E G O  por. [7]. 

4.  Równania  przemieszczeniowe 

Przejdź my  do równań  przemieszczeniowych  odpowiadają cych  poszczególnym  zagad­

nieniom  (z  «jedną»  i  «dwiema  kreskami»).  D l a  «primowanego»  zagadnienia  z  (1.2) po 

uwzglę dnieniu  (2.1)  i  (3.3)  uzyskujemy 

(4­1)  y'ap  =  u'p>a­eafiq>3,  x' a3  =  (p'3>a. 

Z  założ enia  (3.4)  wynika  (3.6')!  (tzn.  y'„ e =  y'pa) i dalej  z  (4.1)  zależ ność  

(4.2)  9?з =  у б э д 5"Л «­

Widzimy,  że cp'3 pokrywa  się  teraz  ze składową  co3 wektora  obrotu  co =  ­ ^ ­ y x v dla 

płaskiego  zagadnienia  klasycznej teorii sprę ż ystoś ci.  Podstawiając  (3.6)! do  równań  równo­

wagi  (3.5)  i uwzglę dniając  pierwszą  grupę  zwią zków  z (4.1)  oraz  (4.2),  uzyskujemy  nastę­

pują cy  układ  równań  róż niczkowych  w  przemieszczeniach: 

(4.3)  [ш 'а,р р + (Х +ц )е [х  = 0,  e' = u'PiP 

oraz 

( 4­ 3 ')  = 0. 

Warunki  brzegowe  (3.2)  pozostają  bez  zmiany,  tzn. 

(4.4)  <У \Л 0,Х2)  =  ­p(x2),  oria(0, x2)  = 0. 

Równanie  (4.3')  wynika  z  równań  (4.3),  natomiast  te ostatnie  w połą czeniu  z  (4.4) 

formułują  problem  klasycznej  sprę ż ystoś ci  (równania  zgodnoś ci  (3.7)  po wprowadzeniu 

do  nich  zwią zków  (4.1)  spełnione  są toż samoś ciowo  (por. [8]). 

Przejdź my  do  zagadnienia  z «dwiema  kreskami».  Podstawiając  zwią zki  (3.19)  do  rów­

nań  równowagi  (3.18)  i  uwzglę dniając 

(4­5)  у '«'р =  и £«­е «р 9>з ,  К 'з  =  <Р з,а . 

otrzymujemy  układ  równań  róż niczkowych  w przemieszczeniach — obrotach  w postaci 

(zwią zki  (3.20)  spełnione  są  toż samoś ciowo): 

^  (А*  + « )и К с и +(Л + /» ­а )е ^+2а б| , г с ) ' з ,7  = 0, 

(у +е )<р '3­а а­4с с (р з  +2aeafiu'p'ilt  = 0,  e" = < а , 

z  warunkami  brzegowymi  jak  w (3.22),  tzn. 

(4­7)  cri'!(0, x2)  = 0,  с г '/2(0, x2)  = 0,  ^ ( O , x2)  =  ­2a0­^­p(x2). 
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Rezultat  koń cowy  w przemieszczeniach  i obrotach  uzyskujemy  zestawiając 

(4.8)  ua  = ua+u'a',  ?>з = 9>3+9>3. 

Ostatecznie  więc  uzyskaliś my  sformułowanie  problemu  przedstawionego  na  począ tku 

[zarówno  w  naprę ż eniach,  jak  i  w  przemieszczeniach — obrotach],  które  składa  się  ze 

sformułowania  (analogicznego  problemu  do  rozpatrywanego)  wynikają cego  z  klasycznej 

teorii  sprę ż ystoś ci  oraz  sformułowania  uzupełniają cego. 

Rozpatrzmy  pokrótce  zagadnienie  termosprę ż yste.  W  tym przypadku  należy  wyjść  

z  podstawowych  równań  mikropolarnej  termosprę ż ystoś ci  dla zagadnienia  stacjonarnego 

(por.  [1] lub prace ź ródłowe  [9]). Dla zagadnienia  płaskiego  równania  równowagi  i  zwią zki 

geometrycznej  zgodnoś ci  pokrywają  się odpowiednio  z  (2.4) i  (2.6),  natomiast  prawo 

konstytutywne  okreś lają  zależ noś ci 

cr*p  =  (,« + «)7<Ф + (И ~ °0У<8*  + (~A У у , ~ vO) й ц з, 
(4.9) 

<и *з  =  (У + Ф «1,  О зз =  л уу у­г О . 

Postę powanie  analogiczne  do  przeprowadzonego  w punkcie  3 pracy  prowadzi  do  ukła­

dów  równań  w przemieszczeniach — obrotach,  które  kolejno  omówimy. 

D l a  zagadnienia  klasycznej  termosprę ż ystoś ci  [por.  [8]] 

(4.10)  И »'р ~ +  {Л +и У .г ­ri.fi, 

(4.10')  а * и л«  = °­

W  (4.9) i  (4.10)  v =  (3A+2/z)a(,  natomiast  a, jest  termicznym  współczynnikiem  liniowej 

rozszerzalnoś ci  oś rodka.  Temperaturę  0  wyznaczamy  z  równania  przewodnictwa  ciepl­

nego 

W 
(4.11)  ©.aa =  jj—  , 

gdzie  W oznacza  intensywność  ź ródeł  ciepła,  A 0 — współczynnik  przewodnictwa  cieplnego. 

Dl a  wyznaczenia wielkoś ci  u'J i (p'3' otrzymujemy jednorodny  układ  równań  róż niczkowych 

identyczny z układem  (4.6). 

Jeż eli  wyjś ciowe  warunki  brzegowe  mają  postać: 

(4.12)  ffi«(0,x2)  =  ­p*(x2),  fi l3(p,x2)  = 0, 

dla  obcią ż eń  mechanicznych  oraz 

(4.12')  0(O,x2) =Д *2), 
dla  temperatury,  to  wówczas  rozwią zujemy  równanie  przewodnictwa  cieplnego  (4.11) 

z  warunkiem  (4.12'),  a  nastę pnie  znaną  funkcję  в wprowadzamy  do układu  równań  (4.10) 

i  układ  ten  rozwią zujemy  z  warunkami  brzegowymi 

(4.13)  a'la(0,x2)  =  ­pa(x2). 

Dl a  układu  równań  z u'x' i 993, tzn. dla (4.6) otrzymujemy  warunki  brzegowe  typu (4.7) 

(tylko  /л [3(0,х2)  #  0)  i  teraz  wystarczy,  w  celu  uzyskania  pełnego  rozwią zania,  dodać  

do  uzyskanego  rozwią zania  klasycznego  rozwią zanie  problemu  brzegowego  mikropolarnej 

sprę ż ystoś ci  danego  wzorami  (3.27),  zastę pując  tam  jednak  p(x2)  odpowiednio  dobranym 

p*(x2). 

http://ri.fi
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Rozpatrzmy  przykładowo  półprzestrzeń  ogrzaną  na brzegu  [warunek  (4.12')]  i  wolną  

od  obcią ż eń  mechanicznych. Załóż my  ponadto  brak  ź ródeł  ciepła  w półprzestrzeń  i .  Wów­

czas  rozkład  temperatury  okreś la  całka 

i  +~ 
(4.14)  6(xltx2)  = ­ =   I  / (ф ?­"« '**­ '«х »<«, 

у  2л  J 

— oo 

natomiast  rozkład  naprę ż eń  w przestrzeni  uzyskujemy  sumując  rozwią zanie  klasyczne 

К р (х1,х2)  =  0, 
( 4 Л 5 )  '  (  \   ̂ ш  л  

°з з ( *1  , x 2 ) = ­  6{Xi,  x2), 

z  rozwią zaniem  danym wzorami (3.27) i  (3.27')  oraz  sumując 

+ 00 

A* i 8 ( * i ,  *a) =  2iimaQi­=  j  Л в ^ e '1 " * 1 " 1 * " * * . 

(4.16) 

+ 00 

И '23(х1,х2)=  ­2iimaQ­==  j'   A0|£|e­l«i*«­«*»df, 

—  СО  

z  rozwią zaniem  danym  wzorami  (3.28),  przy  czym  za  obcią ż enie  p(x2)  w  (3.27),  (3.27') 

i  (3.28)  podstawiamy  teraz 

(4.17)  p(x2)  = p*(x2)  =  ­fimf(x2),  m = 
л +  2/л  

otrzymując  rezultat  zgodny  z  rozwią zaniem  tego  zagadnienia  w  pracach  [7], [10]. 

Dl a  przypadku, gdy w zagadnieniu  wystę pują  «obcią ż enia»  masowe, tzn. 

(4.18)  X(X1,X2,0),Y(0,0,Y3), 

gdzie  X jest  wektorem  sił masowych,  Y — wektorem  momentów  masowych,  pozostaje 

w mocy komplet  równań  z punktu  2 [(2.1)­h(2.8)],  z  wyją tkiem  równań  równowagi  (2.4), 

które  teraz  mają  postać: 

(4.19)  « 0 , 

Uzyskujemy  stąd  klasyczne  sformułowanie  naprę ż eniowe  (por.  [8]), tj.  zwią zki  (3.6)1 ; 

(3.8)i  i  równania  równowagi 

(4.20)  <в .*+Х в  =  0. 

Także 

(4.20')  /,'а 3а  +  1 ^ ± е л Вх в , л  = 0 
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w  połą czeniu  ze zwią zkami  (3.6)2  i (3.8)3. Natomiast  dla  a'^   i /лх Ъ  uzyskujemy  tu  niejedno­

rodny  układ  równań  róż niczkowych  w  postaci: 

0& «  =  0, 

( 4 2 1 )  P  rr"+u­   4­Y  Y  +  FIP  У  ­0 
fca7?0a/3+,Mi3,a  +  ­<3  2/jT  ~ 

który  łą czymy  ze zwią zkami  (3.19),  (3.20)  i odpowiednimi  warunkami  brzegowymi. 

Przechodząc  do  sformułowania  w  przemieszczeniach  i  obrotach  otrzymujemy  odpo­

wiednio: 

(4.22)  riu'p.a.+ib+ftKp+Xp  =  0, 

(4.22')  е ^и '^+Х р ,.)  =  0, 

jak  dla teorii  klasycznej  (por. [8])  [przy  czym  równanie  (4.22')  wynika  z  równań  (4.22)] 

oraz niejednorodny  układ  równań  dla  и 'а' i <p'i 
(fi + а )и 'р>а х  + (X+  [i  ­  <x)e't'? + 2aes,ycp'3\y  =  0, 

(4.23)  y + s 
(y+e)<p3\M­4<X9'3^2aê u'le  + Y3­­

L^eeipXpta  = 0. 

Rozpatrzymy  przykładowo  działanie  «obcią ż eń»  masowych  w  postaci  siły  skupionej 

umieszczonej  w  począ tku  układu  współrzę dnych  (w przestrzeni  nieskoń czonej  — zagad­

nienie  płaskie).  Wówczas 

(4.24)  Xi  =  PÓ(Xl)d(x2),  X2  =  Y3  = 0, 

gdzie  ó(...)  jest  funkcją  Diraca. 

Z  równań  (4.22) wyznaczamy  równanie  dla dylatacji 

(4.25)  < « « = ­ 2 ^ Х * ­> 

oraz  rozseparowane  równania  dla u[  i u'2: 

« U W  =  ­ 2 ^ X ^ 1 . 1 1 ­ — ^ 1 . 2 2, 

(4.26) 

;л1.12­
t 

Z  (4.22') przy  uwzglę dnieniu  (4.2)  otrzymujemy  równanie  dla  <р 'ъ =  co3,  mianowicie 

(4.27)  <p'3,a. =  ­^­Xu2. 

Wprowadź my  podwójną  transformację  Fouriera 

№  , &)  ­  f  ff(*i,  x2)e^'dXi  dx2, 

(4.28) 
+ 00 

/(*,,  x2)  = ^ f  ff(ii,  « 2 
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oraz przepiszmy  z pracy  [7]  oznaczenia  i wartoś ci  dla  nastę pują cych  całek: 

+  00 

1  Г  /*  e­li'x* 

(4.29) 

h  = 
2­

+  00 

2,t242  ditdS2  =  ­ r ( C + l n r ) , 

gdzie  r  =  ]/xaxx,  С  jest  stałą  Eulera,  K0(z)  jest  zmodyfikowaną  funkcją  Bessela 

trzeciego rodzaju  (funkcja  Mac Donalda). Całka  / 3  obliczona  jest  w sensie wartoś ci  głównej 

Cauchy'ego.  Całki  I l3I2  obliczono  według  prac  [11],  [12]. 

Wykonując  transformacje  (4.28)!  na  równaniach  (4.26),  (4.27)  oraz  na  warunku 

(4.24),  otrzymujemy: 

u [  2/i + Я ( f l+H) 2  X l  +  и (tf +Й )2 X l ' 

( 4 ­ 3 0 )  ­  =  ­ ^ w ^ ­

S' - ł' ^ у  
9 , 3 - 2л ( Й +Й Г1 ' 

(4.31)  Xx  =  ~ . 
2л  

Podstawiając  (4.31)  do  (4.30)  i  wykonując  transformację  odwrotną,  wyraż amy  u[,  u'2,  (p'3 

poprzez  całki  IY,  I2,13  z  (4.29),  mianowicie 

P  .  P  . 
U l  ~  2я ( 2̂ +  Я)  h ­ 1 1  ~  2 ^ 7 У з' 2 2 ' 

Z  równań  (4.23)  otrzymujemy  odpowiednio  dla  dylatacji  równanie  Laplace'a 

(4.33)  =  О, 



156  J .  DYSZLEWIC Z 

zaś  dla и ", u'i   i <p'i  rуwnania  w postaci: 

V  « l , «r   —  ul),SSyy —  ~Ą^T  л1­22р р , 

(4.34)  ( / 2«2.a« — " 2 ) , « y »  =  T ­ 2 ­ ^ l , 12 f t l > 

(!   Ч >з,в а—<Р з ),*а  =  ­ ~—Xia№' 

м 9  2./Л  

W  celu  wyznaczania и ", и2'> 9>З w  przestrzeni  nieskoń czonej  wystarczy  wyznaczyć  rozwią­

zanie  szczegуlne  rуwnań  (4.34),  tzn. znaleźć  rozwią zanie  dla rуwnań: 

(4.35)  (l
2u'2,„­U2),is  =  ­  V

4  /  х 1л г , 

l
2<p'łaa­<P'3'   =  ­ 1 ^ X U 2 . 

Transformujemy  rуwnania  (4.35)  otrzymując  odpowiednio: 

y,  «  a  •  у  

(12+Й )(*2+Й  +  7Т  

( 4 3 6 )  *   =  7 ^ ) " : ( Й + Й ) ( Й ! Й+ 1 Г ' 1  ' 

Podstawiamy  do  zależ noś ci  (4.36)  wartość  Xx  z  (4.31),  a  nastę pnie  wyraż enia 
Ł2  t   t  

rozkładamy  na  ułamki  proste  i  po wy­

(й + II) (f2 +Й+ y2")  (I? + H) (f2 + II + ­TV 

konaniu  transformacji  odwrotnej  otrzymujemy: 
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Rezultat  klasyczny  przedstawiają  wzory  (4.32),  natomiast  dla  oś rodka  mikropolarnego 

otrzymujemy  rozwią zanie  w  postaci 

(4.38)  =  ?>3 =  ?'з +9з , 

co prowadzi do  rezultatu: 

Ul(Xl,X2)  =  _ _ ^ _ _ / , i ł l + / , i a a ­ _ _ _ f t _ W > „ 

(4.39)  „ f c , ^  =  ­ Л ­  У 4±
в­ (Л ­ /2) 

p 

W  powyż szy  sposób  uzyskujemy  również  rozwią zania  dla  siły  masowej  w  postaci  X2  = 

=  Só(x1)d(.x2)  oraz  dla  skupionego  momentu  masowego  w  postaci  Y3  =  М д (х1)б (х2), 

przy  czym  otrzymane  rezultaty  zgodne  są z  wynikami  cytowanej  pracy  [7]. 

W  pracy  [6]  do  równań  równowagi  w  przemieszczeniach  i  obrotach  (1.6)  wprowadza 

się wektor  С za pomocą  nastę pują cego  podstawienia: 

(4.40)  С =  y V ­ u ­ 4 >, 

co  dla przypadku  płaskiego  prowadzi  do 

(4.40')  q>3 =  jeeaUe,,­^­

Wówczas  układ  równań  (1.6)  przechodzi w  układ 

/и м р,«а+(Я +/*К (з  =  2txePyC3,y  , 

(4.41)  1 
2 - ( у + £) е а. 4" / з ,а С £ = ( y +  £)C3,«­4af3  . 

Przyjmując  nastę pnie  rozwią zanie  w  postaci 

(4.42)  ua  =  u'a+u':   ,  C3  =  Cś +Cs  oraz  =  0, 

otrzymujemy  z  (4.41)  dwa  nastę pują ce  układy  równań: 

+  = o, 
(4.43) 

eot/3  aec  —  0. 

oraz 

/И »У ,«а+(Я +^)е" р  =  2 а ев у? з> у , 

(4.44)  1 
у О ' + в ^ и у , . , .­  ( y + e ) f t ' , „ ­ 4 « f t ' . 

Układ  (4.43)  zwią zany  jest  z  klasyczną  teorią  sprę ż ystoś ci,  natomiast  układ  (4.44)  daje 

nam  rozwią zanie  uzupełniają ce  uwzglę dniają ce  efekty  brzegowe. 
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Zauważ my,  że  układy  równań  w  przemieszczeniach  i  w  przemieszczeniach  —  obrotach, 

które  uzyskaliś my  w  tej  pracy  z  równań  naprę ż eniowych,  tzn.  układ  (4.3)  i  (4.6),  pokrywają  

się  odpowiednio  z  układami  (4.43)x  i  (4.44).  Wystarczy  tylko  w  (4.44)  podstawić  

(4.45)  Сз  =  y ą> e « A « ­ 9 s. 
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Р е з ю ме  

О  Н Е К О Т О Р ОМ  С П О С О БЕ  Р Е Ш Е Н ИЯ  С Т А Т И Ч Е С К ИХ  З А Д АЧ  
Л И Н Е Й Н ОЙ  Н Е С И М М Е Т Р И Ч Н ОЙ  Т Е О Р ИИ  У П Р У Г О С ТИ  

На  п р и м е ре  п л о с к ой  з а д а ч и,  о п и с ы в а е м ой  в е к т о р а ми  u (и ,,  иг,  0),  <р (0, 0,  <р3)  (с м.  р а б о ту  [7]). 
р а с с м о т р ен  н е к о т о р ый  с п о с об  р е ш е н ия  с т а т и ч е с к их  з а д ач  л и н е й н ой  н е с и м м е т р и ч н ой  т е о р ии  у п р у­
г о с т и,  с о с т о я щ ий  в  н а л о ж е н ии  р е ш е н ия  д ля  а н а л о г и ч н ой  к л а с с и ч е с к ой  з а д а чи  и  д о п о л н я ю щ е го  
р е ш е н и я.  В  к а ч е с т ве  и с х о д н ых  з а в и с и м о с т ей  п р и н я ты  ф о р м у лы  д ля  н а п р я ж е н ий  в  п л о с к ой  з а­
д а ч е,  п р и в е д е н н ые  в  р а б о те  [7]. 

S u m m a ry 

ON  A  CERTAI N  METHO D  O F SOLUTIO N  OF  STATI C  PROBLEM S  OF  TH E  LINEA R  THEOR Y 
OF  NON­SYMMETRI C  ELASTICIT Y 

The  plane strain problem represented by  the  vectors u(uy,  u2,  0),  <p(0, 0,  <p3)  serves as  an  example  to 
demonstrate the  method of solution of  static problems of  the  linear  theory of  non­symmetric elasticity. The 
method consists in  assuming  the  solution  in  a  form  of  a sum  of  the  classical solution and  a complementary 
solution.  The  considerations are  based  on  the  stress equations of  the  two­dimensional problem presented 
in  [71. 
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