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1. Wprowadzenie

W liowym osrodku mikropolarnym stan naprezenia opisuja dwa niesymetryczne
tensory: tensor naprezen sitowych o;; oraz tensor naprezen momentowych w;;. Sktadowe
tych tensoréw spetniaja rézniczkowe rownania rownowagi, ktére —dla zagadnicnia
statycznego bez uwzglednienia wektora sit i wektora momentéw masowych i w ukladzie
kartezjanskim x; — maja postaé [1], [2], [3]:

(I.H i =0, Epontuy, =0 (), k=1,2,3)".

Symbol € oznacza alternator Levi-Civitd. Pole przemieszezen w oérodku opisuje wektor
przemieszczenia u, pole obrotéw — wektor obrotu ¢. Przy pomocy wektoréw u i ¢ de-
finiuje si¢ nastgpujace tensory:
(1.2) Vi = Wi 7 CjiQPus Zii = Qi
gdzie y;; jest niesymetrycznym tensorem odksztalcenia, natomiast x;; — niesymetrycznym
tensorem skretno-gigtnym. Tensory y;;, »;; wiaza sie z tensorami Gji, M;; pOprzez réwnania
konstytutywne, ktére (bez uwzglgdnienia temperatury) maja- postaé:
aji = (+a)ys+ (=) + Ay di;
(1.3)

Mji = (7 +&)xyi+ (¥~ &)xij + fri 0y .

Symbol §;; oznacza delte Kroneckera, wielkosci a, f, ¥, &, A, u sa stalymi materialowymi.
Funkcje i, #;; nie sa dowolne i powinny spelniaé warunki geometrycznej zgodnosci
Viioh— Vhi, 1 — €imi ¥k +Expi e = 0,
(1.4) '
Ali,h = #pi, -
Jezeli na powierzchni ograniczajacej cialo dane mamy obcigzenia w postaci sity p i mo-
mentu m, to mozemy zanotowa¢ warunki brzegowe w nastepujacy sposob:
(1.5) . Dy = oyny, Ny = uyng,
gdzie n; sa sktadowymi jednostkowego wektora n normalnego do powierzchni ciala.

1 Bedziemy przyjmowali dla indekséw laciniskich wartoéci 1, 2, 3, natomiast dla greckich 1, 2.
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Wyrazajac zwiazki (1.4) poprzez tensory o¢;;, #;; przy pomocy rownan (1.3) otrzymu-
jemy warunki geometrycznej zgodnosci wyrazone w naprezeniach. Te ostatnie w pola-
czeniu z réwnaniami réwnowagi (1.1) i warunkami brzegowymi (1.5) stanowia napreze-
niowe sformutowanie statycznego problemu mikropolarnej sprezystosci [4], [5]. Podsta-
wiajgc do réwnan réwnowagi (1.1) zwiazki (1.3) i wykorzystujac definicje (1.2) otrzymu-
jemy w potlaczeniu z warunkami (1.5) sformutowanie w przemieszczeniach — obrotach
dla statycznego zagadnienia mikropolarnej sprezystosci (por. [1]):

(w+du; j+(Q+pu—a)u; ;i +2a€,p,; = 0,

(y+e)pi, j—4a@i+(B+y—e)p;, ji+20€u; ; = 0.

W pracy [6] pokazane jest, ze uktad réwnan (1.6) mozna zastqpi¢ dwoma niezaleznymi
od siebie uktadami réwnan, z ktorych jeden identyczny jest z réwnaniami przemieszczenio-
wymi klasycznej elastostatyki. Wowczas rozwiagzanie ukladu réwnan (1.6) z warunkami
brzegowymi (1.5) mozna ztozy¢ z rozwiazania klasycznej teorii sprezystosci z warunkami
brzegowymi
(17) pi = U'j,~11j
uzupelnionego rozwigzaniem typowego problemu mikropolarnej sprezystoscei.

W niniejszej pracy powyzszy rezultat uzyskamy na innej drodze wychodzac ze sformu-
towania naprezeniowego problemu. Ograniczymy si¢ jednak do prze§ledzenia toku poste-
powania dla przypadku plaskiego stanu odksztalcenia. Niemniej jednak sposéb rozwia-
zania pozostaje poprawny dla przestrzennego zagadnienia statycznego z uwzglednieniem
temperatury 1 «obcigzen» masowych.

Za podstawe rozwazan przyjmujemy komplet réwnan napr¢zeniowych odpowiadajacy
wektorowi u(u,u,,0) i ¢@(0,0,¢3) z pracy [7].

(1.6)

2. Plaski stan odksztalcenia

Przyjmujemy plaski stan odksztatcenia (wszelkie przyczyny i skutki zaleza tylko od x,)
reprezentowany przez wektory u i ¢ postaci:

2.1 u(x,,x;) = (4,u2,0),  @(x(,x2) = (0,0,¢3).
Prowadzi to do nastepujacego zestawu zwiazkéw dla plaskiego zagadnienia uzyskanego
z (1.D)=(1.49):
- niezerowe skladowe stanu odksztalcenia
(22) Vii = Vap> % = Xa3 5
niezerowe skladowe stanu napreZenia
(2.3) 051 = (048,033),  Hji = (Ha35H434);
warunki réwnowagi
(24) Gaﬂ,a = 0, eaﬁgaﬂ +,ua3,a = 0,

gdzie &, jest symbolem Ricciego,
zwiazki konstytutywne
Gap = (,I,L + a’)yaﬂ + (lu - O‘)Vﬂa + 2"}/'y'y 6(1}3 >

2.5)
Moz = (Y +E)%a3,
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oraz
033 = Ay, = my Oag »
(2.5)
— _r—¢ .
Usg = (Y —€)xa3 vie Ma3 s

zwigzki geometrycznej zgodnosci
Va1~ V1,2~ %13 =0,
(2.6) V22,1~ Y12.2— %23 = 0,

%23,1—#13,2 = 0.
Réwnania (2.6) mozna przeksztalcié do postaci:

Va2, 11+ V11,22 = iz +¥21), 125
(2.7) YVi2,227Y21,11 = (722‘711),12‘(”13,1+”23,2),
%23,1—%13,2 = 0.

Te ostatnie wyrazone w napr¢zeniach maja postac:

A
022,11 +011,22— 2—()._;/")'0'««,;9/1 = (0124021),12>»

7
(2.8) (0124021),22=(012+02,), 11 + %(Ulz_azl)ma'}'

4
+2(0,,—022).12F ‘y——/:e'uas’a =0,

M23,1 = HU13,2 -

3. Zagadnienie pélprzestrzeni

Rozpatrzmy problem jednorodnej, izotropowej potprzestrzeni mikropolarnej w ptlas-
kim stanie odksztalcenia. Potprzestrzen orientujemy przy pomocy kartezjanskiego uktadu
wspotrzednych, przy czym x;€(0, ), x,6(— 00, +c0). Przyjmujemy, Ze na brzegu pdtprze-
strzeni (w plaszczyznie x, = 0) dziata obciazenie p(x,) zgodnie skierowane z osia Ox, .

(3.1) 011(0,x2) = —p(x2), 012(0,x5) =0, wu;3(0,x,) = 0.

Poszukujemy takiego rozkiadu naprezen i stanu odksztalcenia w polprzestrzeni, aby
byly spelnione réwnania réwnowagi (2.4), réwnania geometrycznej zgodnosci (2.6),
zwigzki konstytutywne (2.5) i warunki brzegowe (3.1). Przy czym bedziemy chcieli poszuki-
wane rozwiazanie ztozyé z dwéch czeéci w taki sposdb, aby pierwsza jego czgs¢ byla for-
malnym przeniesieniem rozwiazania klasycznego problemu (o{, = 03, yi2 = ¥3'), -
analogicznego do wyzej sformutowanego, tzn. lemu pdlprzestrzeni z warunkami brze-
gowymi postaci //pml\

(3.2) 011 (0,x5) = —pdx,z)'i:‘,';zrzj

-
-

K}

,\'2) e 0

W 03
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Przyjmujemy zatem

(3.3) Oap = Oxg+0s3,  Maz = Has + a3
oraz warunek symetrii tensora napre¢zen

(3.4) O'up = O d

Rownania (2.4) +(2.8) zapisane dla czgsci« primowanej» zagadnienia, wobec zalozenia
(3.3) i (3.4), przyjmuja nastepujaca postac:
- warunki rGwnowagi
(3.5) Oup,a = 0,
(3.5 Ha3,x = 0;
zwiazki konstytutywne
Oug = 2UVap+ 2V, Oup »
(36) ,f M Vap ' Vyy Oap
Uaz = (Y +€)stys

lub te ostatnie rozwigzane wzgledem odksztalcen

A a; —La' ) ]
oh = | T 2Grw T )
I
y+e

3.6)

- 4 — ’ .
a3 = Ha3 5
rownania geometrycznej zgodnosci
7 I - ’ - O
Vi, 1= V11,2 %13 = U,
!
3.7 “/2'2,1—7;2,2—7‘23 =0,
7 14
X23,1 — #13,2 = 0.

Przeksztalcone réwnania (3.7) po wykorzystaniu zaleznoéci (3.6"), i réwnania rownowagi
(3.5") oraz zaleznosci (3.4) i (3.6"), (co prowadzi do réwnosci v.s = ¥4, pPrzyjma postaé

! ! !
V22,11 FP11,22 = 2712.12,

(3.8) 7{2,22_712,11 = (752—7;1),12,
%323,1—%13,2 = 0

lub

o, +0, l g 2075,
A , 122 = 575 Oaa,pp = 2012,12
(3.9) 22,11 11,22 200 +1) aa, 12,12>

012,22— 012,11 +(011—022),12 =0

oraz
(3.9) .u;3,l = #;3,2 .

Roézniczkujac réwnania réwnowagi (3.5) (dla g = 1) po x, oraz (3.5) (dla § = 2) po x,
i odejmujac otrzymane réwnania stronami, uzyskujemy zalezno$¢ (3.9),. Dlatego w dal-
szych rozwazaniach zaleznos¢ te, a co zg tym idzie i (3.8),, bgdziemy pomijali. Zauwazmy,
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Ze w réwnaniach rownowagi (2.4) i zwigzkach (2.8) nie bylo rozseparowania naprezen
sitowych 1 naprgzen momentowych; teraz réwnania (3.5) i (3.5") oraz (3.9); i (3.9') sa
rozseparowane. Ponadto funkcje 0,5 sa funkcjami biharmonicznymi, a oy, (zatem i o3;)
jest funkcja harmoniczna (rozpatrujemy zagadnienie statyczne bez temperatury i sit ma-
sowych):

(3.10) Tupasyy = 05 033,00 = 0
oraz
(3.10) Crapp = 0.

Przy uwzglednieniu (3.10) réwnanie (3.9), mozemy przepisaé w postaci
(3.11) 022,11t 011,22 = 20712,12-

Uzyskaliémy wigc dla «primowanej» czgsci szukanego rozwigzania sformutowanie napre-
zeniowe, na ktdre skltadaja si¢ rownania rownowagi (3.5), rownanie geometrycznej zgod-
‘noSci w odksztafceniach (3.8), lub w naprezeniach (3.9); [badZz (3.11) w potaczeniu
z (3.107)], warunki brzegowe (3.2), prawo konstytutywne (3.6), lub (3.6"), oraz warunki
konieczne, jakie musza spetnia¢ skfadowe 0,5 1 033, tzn. warunki (3.10).

Wyzej wymienione sformulowanie jest identyczne z napreZzeniowym sformutowaniem
z klasycznej teorii sprgzystosci dla plaskiego zagadnienia bez udzialu temperatury i sit
masowych (por. W. NOwACKI, Teoria spreZystosci [8] ss. 285+287).

Zagadnienie powyZsze mozna rozwiaza¢ w sposob bezposredni przy uzyciu wykladni-
czej transformacji Fouriera

fxer, & = f Slxy, x2)et 2 dx,,
(3.12)
Sxy, X3) = ——= f f(xl, Ee~bx2gg,
co prowadzi do rezultatu:
oh(xy, X2) = — — -2 f pIEY(L +|&|x,) e ¥x1— 2 gg
l/2ﬂ r p 1 p >
(3.13) 022(%y, X3) = — —— f P(E(1—|&|x,) e~ ¥ixi=itx2gg
012(x1, X3) = 05,(x, X3) = — —= f p(&)EemlEiximitxns g
(3 131) 0’33()‘ xZ) = — - Z J (E 1§]x 1= 'exzdg
. 1> 2,+‘LL ]/27; P )e

2%
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Pamietaé nalezy, Ze rozpatrywany stan rownowagi w zakresie «primowanej» czesci tensora
naprezen silowych jest stanem réwnowagt w osrodku mikropolarnym, w ktérym oprécz
stalych Lamégo A, 4 wystepuja stale «, y, ¢ (stala 8 w rozpatrywanym plaskim zagadnieniu
nic wystepuje). WiaZe si¢ z tym wystgpowanie tensora napreZzn momentowych, przy czym
«primowana» jego czg$¢ spefniaé musi réwnanie rownowagi (3.5') i rownanie zgodnosci
odksztatcen (3.8); wyrazone w naprezzniach (3.9"). Prawo konstytutywne okreéla si¢
wzorem (3.6), lub (3.6'),. Sktadowe les (m@wniez ub,) sa tu funkcjami harmonicznymi,
otrzymujemy bowiem z (3.5") i (3.9") réwnanie Laplace’a

(314) ,LL;;;,ﬁﬁ = 0.

Przejdzmy do wyznaczenia «primowanychy skladowych tensora naprg¢zzn momento-
wych. W tym celu do réwnan (3.7),,, podstawiamy zwiazki (3.6") i uwzgledniamy zalez-
no$¢ (2.5"),, otrzymujac odpowiednio

y+e

Hhs = T(Uaz,t—ah,z'*'(f’ss,z),
(3.15)
’ +8 ’ ’ ’
M2z = >y2_‘u_ (022.1 _033,1_011,2)-

Bezpo$rednim podstawieniem do (3.14) sprawdzamy, Ze u,; sa funkcjami harmonicznymi
i ze spelniaja réwnanie réwnowagi (3.5’) oraz rownanie zgodnoéci odksztalcen w napre-
zeniach (3.9"). Uwzgledniajac (3.13) i (3.13') wyznaczamy

’ _ 2iao e ~ _|=|\. —i&x
ra(xy, x2) = _]Eﬂz: p(&)éelsixi=txa gt

3.16)
+ w0 -
Salxy, Xx3) = 2 { D(E)| &| e~ EIximitxz g
Ha3l¥1s X2 Von . pléle ,
wprowadziliémy oznaczenie: a, = (y +&)Qu+A)[4u(l+u).
Dla x, = 0 otrzymujemy z (3.16), warto$é uis na brzegu poiprzestrzeni
, d
3.17) #13(0, x2) = 2a, ‘a‘——P(xz)-
X,

PrzejdZmy teraz do wyznaczenia drugiej czgici rozwiagzania. Zaleznosei, ktorymi tu
dysponujemy, sa identyczne w swej postaci ze zwiazkami (2.1) +(2.8). W celu ustalenia
uwagi czg§ciowo je tu przepiszemy.

Rownania réwnowagi

13.18) Oapa =0,  Epoip s, =0.
Zwiazki konstytutywne

o = (u+a)yes+ (u—c)vse+ 4 L Oug s
(3.19) p = (U+0)Yap+ (U —)Ypat AVyy Oup

Has = (y +e)%5 .
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lub te ostatnie rozwigzanie wzgledem odksztatcen

Vaa = 2—1#— [a;; - i’-ﬁiﬁu-) a,’;};] (« nie sumowad),
y o, L,
(3.19) Yap = zu"”(af) T 5y Csy o # B,
’ 1 '
Haz = -y-i-—e HMas -

Symbole () i [] oznaczaja odpowiednio cz¢$¢ symetryczng i antysymetryczng tensora ayg.
Réwnania geometrycznej zgodnosci

Y2, —7Vit,2—%13 =0,
(3.20) 7;;,1“7’1;,2_”;3 =0,

%33,1 _”1:/5,2 =0,
po przeksztalceniach i uwzglednieniu zwiazkow (3.19), przyjmujg postac

,t I )" 17 ’
032,11+011,22—m) Oaa, B8 = 2‘7(12),12,

(3.21) 2[0(,1’2),22 - U(,l,'_), 1] + '25*(76’12].“ +2(011=033),12 +‘%#;§,a =0,

M23,1 = Mi3,2-
Zagadnienie nalezy rozwigza¢ z warunkami brzegowymi, ktére otrzymamy z wyjéciowych
warunkéw brzegowych (3.1) po uwzglednieniu podstawienia (3.3), warunkéw brzegowych
dla «primowanego» zagadnienia (3.2) oraz zaleznosci (3.17):

(322) 0110, x) =0, 0i50,x) =0,  uis(0,x2) = —2a

dil p(x2).
Poszukujac rozwigzania wyjdziemy z rozseparowanych réwnan rézniczkowych, jakie spst-
niajg skladowe o3 i u3 (por. [7]

(12 0up,ec— Oup) 5,y = 0,

3.23 ' ’
( ) (lzlu'aS.u:_,u'aS) pr = 0

Ponadto zachodzg zwigzki

U;;,ﬂﬁ = 0’

(3.24) 1 ’1
12071 27, aa— 0127 = 0.

Wiclkosé /2 jest stala i wynosi /2 = (u+a)(y +¢)/4ux. Po transformacji rownan (3.23)
otrzymujemy réwnania rézniczkowe zwyczajne postaci:

d* L\ 4
e -o) (g o) =o

d? d? 1\
sl - =0 e=levn)

Ogdling postaé rozwigzania réwnan (3.25) z warunkami fizycznymi dla pélprzestrzeni

(0uy = 0, wy > 0 dla Jx.x, —»0 przyjmuiemy nastgpujaco:
Gup = (Aup+ Bip| €| x ) e F¥ 1+ Cpemr™s,

~rt

flgy = ae” " 14+ bze .

(3.25)

(3.26)
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I

Wielkosci Ays, Ba, Cass day, ba5 jako funkcje parametru £ wyznaczamy spelniajac kolejno
transformowane warunki (3.24), (3.21),, (3.22), (3.18), (3.20), . Przyréwnujac teraz w po-
szozegolinych réwnaniach wspdlezynniki przy odpowiednich wyrazeniach postaci e™1¥%1,
x, e”FiY e otrzymujemy proste ukiady liniowych réownan algebraicznych do wy-
znaczania wyzej wymienionych wielkosci.

W ten sposdb uzyskujemy rozwiazanic dla o,3, p.3 spelniajace wszystkie rownania
wyszczegolnione w sformulowaniu problemu. Ma ono postaé:

(3.27)

(3.27)

oraz

(3.28)

+o0
rr 1 D
o (X ) = —757;—‘ f ZP—[(I—AO)(I+|§|x1)€_§$x‘+
0
+2a, 52(6“""' - %e‘]""“)]e‘““d\f .
1Y
05(x ) = — = A VA _ ! —18x,
22( ) ]/27Z _f s [(l Ao)( 1+|£|x,)e +
+2a, &* (e“”"‘ —- il e‘f!"l)] e gE,
. + oo
rr _l ) D
Ulz(f\’ail)=7/277?— f i[(l—do)fxle”m'“—i-
+20062%(e—”-‘1—e-'f“‘1)]e-"E-"zd.f,
' . i T £
Tl D) = = f ALO[(I—AO)EXIe‘-"“-f-
2
+2€1052% %-e“’"'—e"f"“)]e"‘é"zdﬁ,
+ o
A 1 ;
oy3(xgy ) = — - —— — f P o — 18X mifxs
33( ) A+,uA ]/2.7'[ J Ao (1 Ao)é’ 0’5,
+ -
. 2ia >
His(xes 1) = —72:;—— f ALH(I—Ao)e"m"“—e"’"‘]e‘i'f"zdf,
0

2a, P &l .
" Xy hH = f — | & 1—-4 e lElxn e~ Px1| p—itx2 de.
Haa( ) = A, | |[( o) 0

-

OznaczyliSmy tu: p = p(§), dg = Ay(&) = 1+2a052(1_ |_Z|)
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Ostatecznie rozklad naprezen w polprzestrzeni uzyskujemy sumujac o, z (3.13) i oy
z (3.27) oraz pus z (3.16) 1 ugy z (3.28).

Dla przypadku szezegdlnego [o = 0] otrzymujemy rozwigzanie z klasycznej teorii
sprezystosci dane wzorami (3.13), (3.13"). UzyskalisSmy zatein rozwigzanie ztozone z dwéch
czgéei i spelniajace nalozone na nie w punkcie 3 warunki, przy czym jest to rezultat zgodny
z wynikami pracy W. NOWACKIEGO por. [7].

4. Rownania przemieszczeniowe

Przejdzmy do réwnan przemieszczeniowych odpowiadajacych poszczegdlnym zagad-
nieniom (z «jedng» i «dwiema kreskami»). Dla «primowanego» zagadnienia z (1.2) po
uwzglednieniu (2.1) 1 (3.3) uzyskujemy
(4]) 7;;3 = u;],a_eaﬂ(pg’ 3;3 = (pé,a'

Z zatozenia (3.4) wynika (3.6"), (tzn. v,z = ¥p.) 1 dalej z (4.1) zaleznoséé

’ l ’
(42) Y3 = _2_ 2B UB, -

. 1
Widzimy, ze @3 pokrywa si¢ teraz ze skltadowa w; wektora obrotu w = 7V xv dla

ptaskiego zagadnienia klasycznej teorii sprezystosci. Podstawiajac (3.6); do réwnan réwno-
wagi (3.5) i uwzgledniajac pierwsza grupe zwigzkdw z (4.1) oraz (4.2), uzyskujemy naste-
pujacy uklad réwnan rézniczkowych w przemieszczeniach:

4.3) g ps+(A+pwe, =0, € =us;
oraz
4.3) EapUpace = 0.

Warunki brzegowe (3.2) pozostajg bez zmiany, tzn
4.9 011(0, x2) = —p(xz),  012(0,x;) = 0.

Réwnanie (4.3") wynika z réwnan (4.3), natomiast te ostatnie w potaczeniu z (4.4)
formutuja problem klasycznej sprezystosci (réwnania zgodnosci (3.7) po wprowadzeniu
do nich zwiazkéw (4.1) spelnione sa tozsamo$ciowo (por. [8]).

Przejdzmy do zagadnienia z «dwiema kreskami». Podstawiajac zwigzki (3.19) do réw-
nan réwnowagi (3.18) i uwzgledniajac

4.5) Vap = Upa—Cap®3, Mgz = P34

otrzymujemy uklad réwnan rézniczkowych w przemieszczeniach — obrotach w postaci
(zwiazki (3.20) spelnione sg tozsamos$ciowo):

(H+ o) ug oo+ (A+p—a)es+206p,¢%,, = 0,

12

4.6
(4.6 (Y +6) 95 sa—4aps +2065u5 , = 0, €' = ugyq,

z warunkami briegowymi jak w (3.22), tzn.

17 7 rr d
4.7 011(0, x;) = 0, 012(0, x,) = 0, #1300, x,) = —ZaoWP(xz)-
. 2
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Rezultat koncowy w przemieszczeniach i obrotach uzyskujemy zestawiajgc
(4.8) Uy = Ug+uy, @3 = @3+y.

Ostatecznie wiec uzyskaliémy sformutowanie problemu przedstawionego na poczatku
[zarowno w naprezeniach, jak i w przemieszczeniach — obrotach], ktére sklada sie ze
sformutowania (analogicznego problemu do rozpatrywanego) wynikajacego z klasycznej
teorii sprezystosci oraz sformutowania uzupetniajacego.

Rozpatrzmy pokrétce zagadnienie termosprezyste. W tym przypadku nalezy wyjsé
z podstawowych réwnan mikropolarnej termosprezystosci dla zagadnienia stacjonarnego
(por. [1] lub prace Zrédiowe [9]). Dla zagadnienia plaskiego réwnania réwnowagi i zwiazki
geometrycznej zgodnosci pokrywaja si¢ odpowiednio z (2.4) i (2.6), natomiast prawo
konstytutywne okreslaja zaleznosci

Oa = (Au+a)7/a, +(/l—a) 1+(;» .—1’0 (Sa 5
(49) f Z Ve Yy» ) 5

Maz = (Y +8)xaz, 033 = Ay,,—0.
Postgpowanie analogiczne do przeprowadzonego w punkcie 3 pracy prowadzi do ukla-
déw réwnan w przemieszczeniach — obrotach, ktére kolejno omoéwimy.
Dla zagadnienia klasycznej termospregzystosci [por. [8]]
(4.10) HUtp e+ (A p)elg= 10 5,
(4.10") Eapllpuey = 0.
W (4.9) i (4.10) v = (31 +2u)«,, natomiast o, jest termicznym wspétczynnikiem liniowej

rozszerzalnosci osrodka. Temperaturg 0 wyznaczamy z réwnania przewodnictwa ciepl-
nego

(4.11) O,aa = - 2

/5.0

gdzie W oznacza intensywnos$¢ zrodet ciepla, 2, — wspdltezynnik przewodnictwa cieplnego.
Dla wyznaczenia wielkosci uy’ 1 @3 otrzymujemy jednorodny uklad réwnan rézniczkowych
identyczny z uktadem (4.6).

Jezeli wyjéciowe warunki brzegowe maja postaé:

(4-12) 01,(0,x,) = —pa(x2), y,3(0,x2) =0,
dla obciagZzen mechanicznych oraz
(4.12") 0(0,x,) = f(x2),

dla temperatury, to wowczas rozwigzujemy rownanie przewodnictwa cieplnego (4.11)
z warunkiem (4.12), a nastgpnie znana funkcj¢ 6 wprowadzamy do uktadu réwnan (4.10)
i uktad ten rozwiazujemy z warunkami brzegowymi

4.13) 012(0,x2) = —palx2).

Dla ukladu réwnan z u; i @7, tzn. dla (4.6) otrzymujemy warunki brzegowe typu (4.7)
(tylko u13(0,x,) # 0) i teraz wystarczy, w celu uzyskania petnego rozwigzania, dodaé
do uzyskanego rozwiazania klasycznego rozwiazanie problemu brzegowego mikropolarnej
sprezystosci danego wzorami (3.27), zastepujac tam jednak p(x,) odpowiednio dobranym
p¥(x2).
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Rozpatrzmy przyktadowo poétprzestrzen ogrzana na brzegu [warunek (4.12')] i wolna
od obcigzert mechanicznych. Zatézmy ponadto brak Zrédet ciepta w pélprzestrzeni. Wow-
czas rozklad temperatury okresla catka

A
0(x;,xp) = —— ’ = 18X —igx, ,
(4.14) (xy,%5) Gr _j [ (&e £

natomiast rozklad naprezen w przestrzeni uzyskujemy sumujgc rozwigzanie klasyczne

G;ﬂ(xla xZ) = 09

(4.15) U
: = ————0 »
033(xy, X3) It p (x5 x2),

z rozwiazaniem danym wzorami (3.27) i (3.27') oraz sumujac

+ o
1 - .
pia(xy, X3) = 2ymaoiﬁ *f J(E)EemKIm=itn gE
(4.16)

1 -
%wmx»=—hm%7§ifﬂﬂ£fWWW&,

z rozwigzaniem danym wzorami (3.28), przy czym za obciagzenie p(x,) w (3.27), (3.27)
i (3.28) podstawiamy teraz

4.17) pea) = pHxes) = —pmf(xy),  m = :

otrzymujac rezultat zgodny z rozwigzaniem tego zagadnienia w pracach [7], [10].
Dla przypadku, gdy w zagadnieniu wystepuja «obcigzenia» masowe, tzn.

(4]8) X(X17X2,0)9Y(070, YS)’

gdzie X jest wektorem sit masowych, Y — wektorem momentéw masowych, pozostaje

w mocy komplet réwnan z punktu 2 [(2.1)+(2.8)], z wyjatkiem réwnan réwnowagi (2.4),

ktére teraz maja postaé:

Oap,a+X5 = 0,

(4.19) Fra T8
Eaﬂaaﬂ +,u/a3,a+ Y3 = 0.

Uzyskujemy stad klasyczne stormutowanie naprezeniowe (por. [8]), tj. zwiazki (3.6),,
(3.8), i réwnania réwnowagi

(4.20) Ous,a+Xp5 = 0.
Takze '

(4.20) u;3.1+y—:8€aﬁ/\’a,a =0



154 J. DYszLEwiICZ

w polgczeniu ze zwigzkami (3.6), 1 (3.8);. Natomiast dla o5 i us5 uzyskujemy tu niejedno-
rodny uklad réwnan rézniczkowych w postaci:

O, = 0,
4.2] v , +
( ) eaﬁgaﬂ'*"uais,a'*'YJ__Y’ 'f’eaﬂxﬁ,a = 0:
2u
ktSry taczymy ze zwigzkami (3.19), (3.20) i odpowiednimi warunkami brzegowymi.
Przechodzac do sformulowania w przemieszczeniach i obrotach otrzymujemy odpo-
wiednio:
(422) ‘uué,aa_*'(l_*-‘u)e:ﬂ_*—xﬁ =0,

(4221) eaﬂ(,u“fg,aw_*-xﬂ,a) = 0:

jak dla teorii klasycznej (por. [8]) [przy czym réwnanie (4.22') wynika z réwnan (4.22)]
oraz niejednorodny uklad réwnan dlau, i ¢%

(u+)up st (A+u—a)es+2aes,905, = 0,
(4.23) e

17 7 1’ y+
(V +8) <P3,aa—4°“793 +2aeaﬂ Ug,at Y;— 2#

eaﬂX[“,a = 0.

Rozpatrzymy przyktadowo dzialanie «obcigZen» masowych w postaci sily skupionej
umieszczonej w poczatku ukladu wspdtrzednych (w przestrzeni nieskonczonej — zagad-
nicnie plaskie). Wowczas

(4.24) X, = Po(x)o(x;), X, =Y;=0,
gdzie d(...) jest funkcja Diraca.
Z réwnan (4.22) wyznaczamy réwnanie dla dylatacji

(4.25) e:aa = — 0 X1,1,

oraz rozseparowane réwnania dla u{ 1 uj:

1 1
f = —- —X -
Uy, aapp 2+ 1,11

(4.26) ,
Ud, gapp = ﬁ/\’mz. |

Z (4.22") przy uwzglednieniu (4.2) otrzymujemy réwnanie dla ¢3 = w3, mianowicie

L

2u

Wprowadzmy podwdjna transformacj¢ Fouriera

(4.27) P00 = 5 K12

f~(51’ £) = f(xl,xz)eie“x“dxl dx,,

s F:
F

1
2w

(4.28)

Sy, E)emitaxedE, dE,

%l"‘ !
I8

1
f(xl,x2)=z

1
8
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oraz przepiszmy z pracy [7] oznaczenia 1 wartosci dla nastepujacych catek:

L 77 e- s
2 =-2;U Gy i e = = (C+Inn),
+ o0

|

~ 15Xy .
S - dE,dE, = K, (’—)

1
( %+5§+]2) -

+
1 Y —iaXy 1.2
b= z—f_ @z ©F =g (G,

(4.29)

~
N
!
N —
d
I!;\_
8l

gdzie r = ]/;\‘axa‘, C jest stalg Eulera, K,(z) jest zmodyfikowana funkcja Bessela
trzeciego rodzaju (funkcja Mac Donalda). Calka /5 obliczona jest w sensie wartosci glownej
Cauchy’ego. Calki I, I, obliczono wedhug prae [11], [12].

Wykonujac transformacje (4.28); na rownaniach (4.26), (4.27) oraz na warunku
(4.24), otrzymujemy:

SRS SRR S S N N
W= oin @rae Nt @ S
~ Atu 5152

4.30 L= . St i 3

*.30) W= o h G
~,= i 52
3= o0 (§2+5)
. P

(4.31) | Xi= 5.

Podstawiajac (4.31) do (4.30) i wykonujac transformacje odwrotna, wyrazamy uy, ujy, @4
poprzez calki /,, I,, Iy z (4.29), mianowicie

S R NN
1 = 2720+ ) 3,11 m 3,22
, . _ POA+p
4,32 =
( ) u, 27z,u(2u+l) 3,12
. , P
@3 = _Wlld-

Z réwnan (4.23) otrzymujemy odpowiednio dla dylatacji réwnanie Laplace’a

(4.33) el =0,
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’

za$ dla uy, uy i ¢4 rownania w postaci:

v y +e
(lzul,aa_”l),ééy‘/ = )}Tﬂ_z— 1,228p8>
" r’ +6
(4.34) (Pt a0 = = s Nz
([2 2] . II) _ [2 X
Q’Sga P3), 85 72/1, 1,2£8-

W celu wyznaczania Y, vy, ¢3 w przcestrzeni nieskoficzonej wystarczy wyznaczy¢ rozwia-
zanie szczegolne réwnan (4.34), tzn. znaleZ¢ rozwiazanie dla réwnan:

1 1 +€
(Izul,aa_ul),éé = ’};,U«Z X1,221
rr r? +8
(4.35) (lzuz,aa_uz),éé = = ‘);7/\/1,12,
[2
lz‘Plsl,aa—‘Plsl = - 72;/‘,1.2-

Transformujemy réownania (4.35) otrzymujgc odpowiednio:

R Y e
@ren(eira ,—2)
f{" = d 5152 /\"/
2 Yo) — X,
(4.36) plp+a) :(§f+§§)(§f+§§+%2)
L T

2u , "
48+ e

Podstawiamy do zaleznoéci (4.36) wartosé X, z (4.31), a nastgpnie wyraZenia

2
E o ,E‘SZ 1 rozkladamy na ulamki proste i po wy-
(£1+&D) (§%+E%+ ﬁ—) (¢t +£§)(§f +&3+ 7)
konaniu transformacji odwrotnej otrzymujemy:
7 P +8
Uy = EyT[uz"(lx‘Iz),zz,
L _ P yte
(4.37) U = _Tn—%‘_ (Ii—=1),12,
1 P
3 = 2,2
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Rezultat klasyczny przedstawiaja wzory (4.32), natomiast dla osrodka mikropolarnego
otrzymujemy rozwigzanie w postaci

(4.38) Uy = UpgFit, @3 = @i+,
co prowadzi do rezultatu:

uy (X, X3) = — 72:#- [--ﬁ2-13,11+13_22—%”:(11—12),22],
(4.39) pa(xy, X2) = 'Zf,; [E)u—%h— l‘;_s , —12)],12,

p3(xy, x3) = — 471; (I,-1,),,.

)

W powyZszy sposob uzyskujemy rowniez rozwigzania dla sity masowej w postaci X, =
= S0(x)0(x,) oraz dla skupionego momentu masowego w postaci Yy = Md(x,)d(x,),
przy czym otrzymane rezultaty zgodne sa z wynikami cytowanej pracy [7].

W pracy [6] do réwnan réwnowagi w przemieszczeniach i obrotach (1.6) wprowadza
si¢ wektor € za pomocg nastepujacego podstawienia:

(4.40) g = %—V-u—tp,

co dla przypadku plaskiego prowadzi do

1
(4.40’) (ps = E‘Elgauﬂ,a_c:; .

Woéwcezas uktad réwnan (1.6) przechodzi w ukiad

Mlgaa+(A+pes = 2ues,C5,, ,

(4.41) 1
_2—(‘}/—*—8)601/3”0,(122: (7"*‘8)53.011_4“&—3 . )

Przyjmujac nastgpnie rozwigzanie w postaci
(4.42) Uy = tg+u, , Ly ="C0i+LY oraz £ =0,
otrzymujemy z (4.41) dwa nast¢pujace ukiady réwnan:

Mg g+ (2 +u)e s =0,

(4.43)
Eplp, qee = 0.
oraz
pitg o+ (e’ s = 2ae, LY,
(4.44)

1 rr rr 1
5 Y+ OCpU ae= (y+8)05 au— 40y .

Ukdad (4.43) zwiazany jest z klasyczng teorig sprezystoéci, natomiast uklad (4.44) daje
nam rozwigzanie uzupetniajace uwzgledniajace efekty brzegowe.
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Zauwazmy, ze uklady rownan w przemieszczeniach 1 w przemieszczeniach — obrotach,
ktére uzyskalismy w tej pracy z réwnan napreZeniowych, tzn. uktad (4.3) i (4.6), pokrywaja
siec odpowiednio z ukladami (4.43), i (4.44). Wystarczy tylko w (4.44) podstawié

7 ] s r?
(4.45) 1y = 5 Casltp a— 9% .
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Pesrowme

O HEKOTOPOM CIIOCOBE PEHIEHMS CTATHYECKHNX 3AIAY
JIMHENHON HECUMMETPUYHON TEOPHH YIIPYTOCTHU

Ha npnsvepe mockoit 3afauil, omucbIBaeMmoil BekTopamu u(u,, iy, 0), ¢(0, 0, ¢,) (cm. padory (7]).
PAacCMOTPEH HEKOTOPDIH CIIOCOD PELLIEHHs CTaTHYECKHMX 3ajad JHHEHHON HECHMMETPHYHOIT TeOpHU ynpy-
[OCTH, COCTOALUMIT B HAJIOYKEHUH PEIUCHUST U1l AHAJIOTHYHOM KIacCHMUeCKoH 3aauM M [OMOJHSIOLIErO
pelleHysa. B KayecTBE HCXOJHLIX 3aBHCHUMOCTEH NMPIHSTLI POPMYNbI ANA HANPSOKEHHH B ILUIOCKOH 3a-
laue, NpMBeneHHble B pabore [7].

Summary

ON A CERTAIN METHOD OF SOLUTION OF STATIC PROBLEMS OF THE LINEAR THEORY
OF NON-SYMMETRIC ELASTICITY

The plane strain problem represented by the vectors u(u;, w2, 0), ¢(0, 0, ;) serves as an example to
demonstrate the method of solution of static problems of the linear theory of non-symmetric elasticity. The
method consists in assuming the solution in a form of a sum of the ¢lassical solution and a complementary
solution, The considerations are based on the stress equations of the two-dimensional problem presented
in [7].
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