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Oznaczenia

t\   przemieszczenie  punktów  osi ś rodków  zginania  w  kierunku  osi Y,
i  pizemieszczenie  punktów  osi ś rodków  zginania  w  kierunku  osi Z,
C  przemieszczenie  punktów  osi ś rodków  zginania  w  kierunku  osi X,
q>  ką t  obrotu  przekroju,

x,y, 2  gtówne  cen t ralne  osie  bezwł adnoś ci  przekroju,
y&  współ rzę dne  ś rodka  zginan ia  w  kierunku  osi  Y,
za  wspó ł rzę dna  ś rodka  zginan ia  w  kierunku  osi  Z ,
E  m o d uł   sprę ż ystoś ci  podł uż nej,
G  m o d uł   sprę ż ystoś ci  poprzecznej,
y  cię ż ar  obję toś ciowy  mater iał u, z  którego  wykon ano  prę t,
A  powierzchn ia  przekro ju  prę ta,
g  przyspieszenie  ziemskie,

Jy  m om ent  bezwł adnoś ci  przekroju  wzglę dem  osi y, Jy  ~  /   z2dA,

Jz  m om ent  bezwł adnoś ci  przekro ju  wzglę dem  osi z, Jz  —  j  y2dA,

Je,  wycinkowy  m om ent  bezwł adnoś ci  przekro ju  Ja, — /   w2dA,
A

Js  moment  bezwładnoś ci  przekroju  przy  czystym  skrę caniu.

1.  Wstęp

Zagadnieniom  dynamiki  i  statecznoś ci  prę tów  cienkoś ciennych  o  profilu  otwartym
poś wię cono  wiele prac.  W  wię kszoś ci  dotyczą   one prę tów  o stał ym i  charakterystycznym
przekroju,  dla  pewnych  szczególnych  warunków  brzegowych  [1, 2,  3, 4].

W  przypadku  prę tów  o  zmiennym  przekroju  zagadnienie  dynamiki  i  statecznoś ci
sprowadza  się   do  rozwią zania  ukł adu  równań  róż niczkowych  o  współ czynnikach  funk-
cyjnych,  przy  czym  funkcje  tych współ czynników  zależą   od  charakteru zmiany  przekroju.
Rozwią zanie  tego  problemu  moż na uzyskać  w  wyniku  pracochł onnych  obliczeń  stosując
jedną   z  metod przybliż onych  [5,  6]. Każ dorazowy  inny  charakter zmiany  przekroju  wy-
maga  w  ogólnym  przypadku  ponownego  rozwią zania.

Zastę pując  prę t  o  dowolnie  zmiennym  przekroju,  prę tem  o  przekroju  odcinkowo
stał ym  (skokowo  zmiennym) i  stosując  metodę  macierzy  przeniesienia, moż emy  otrzymać
rozwią zanie  powyż szego problemu w znacznie prostszej  postaci, nadają cej  się   stosunkowo
ł atwo  zaprogramować  na  elektroniczną   maszynę   cyfrową   [7,  8,  9].  Dodatkową   zaletą



488 E.  Ś WITOŃ SKI

metody  macierzy  przeniesienia jest  moż liwość  każ dorazowego  okreś lenia  granic, w  jakich
powinno  zawierać  się   rozwią zanie  ś cisłe, a  wię c  moż na  otrzymać  rozwią zanie  o  ż ą danej
dokł adnoś ci.

Metoda  macierzy  przeniesienia  polega  na  okreś leniu  macierzy  zwanej  macierzą prze-
niesienia, którą   otrzymuje  się   w  wyniku  iloczynu  macierzy  przę sła  i  macierzy  przekroju.
Macierz  przę sła buduje  się   na  podstawie  rozwią zania  danego  problemu  dla  prę ta  o  sta-
ł ym  przekroju.  Natomiast  macierz  przekroju  otrzymuje  się   z  warunków  statycznych
bą dź  kinetostatycznych  i  z  warunków  nierozdzielnoś ci  przemieszczeń  [10].

Celem  pracy  jest  rozwią zanie  zagadnienia  drgań  swobodnych  i  statecznoś ci  prostych
jednoprzę słowych  prę tów  cienkoś ciennych  za  pomocą   metody  macierzy  przeniesienia,
programując  ją   na  elektroniczną   maszynę   cyfrową .

Zagadnienie  rozpatrzono w  uję ciu  liniowo- sprę ż ystyrn  przy  zał oż eniach tzw.  technicz-
nej  teorii prę tów  cienkoś ciennych  [4].  Rozwią zanie  zagadnienia  statecznoś ci  otrzymano
jako  szczególny  przypadek  rozwią zania  zagadnienia  drgań  swobodnych  (gdy  P  ~*  Pkr

to  a>„   -» 0).

2.  Okreś lenie  macierzy  przę sła

Macierz przę sła okreś la  się   na  podstawie  rozwią zania  równań  róż niczkowych  danego
problemu  dla  prę ta  o  stał ym przekroju,  przy  czym  musi  to  być  rozwią zanie,  w  którym

Rys.  1

stałymi  cał kowania są   wartoś ci  funkcji  w  przekroju  począ tkowym  oraz  wartoś ci  propor-
cjonalne  do  kilku  pierwszych  pochodnych tej  funkcji  również  w  przekroju  począ tkowym.
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Podstawowe  równania  róż niczkowe  zagadnienia  drgań  swobodnych  prę ta  cienko-
ś ciennego o profilu  otwartym  i stał ym przekroju, obcią ż onego  siłą P  dział ają cą  centralnie
(rys.  1) mają  postać [4]:

Ł A  dx2

  g  dt2  ~  u>

yJz  A  yA  d2r,  d2

V  yAza  82cp  82cp

- J-  + T  + FIF"~T~F  + pz
dV  y A za  8cp

+FIF"~T~dF  +pz*

dt2  + F~dT2-   F ""^ 5 ""^""a P " =  '
y A za  d2

n  d2

n  y A ya  j ^ -  d^

F+ Fz-   T~  dt2  ry*"dx 2

yAr2  82w  82w  «  82w
I  »  J _  __ r^ T  T  i  D p *  •   tf)

gdzie

A  a  x>  y

Pierwsze  równanie  wyraż enia  (2.1) przedstawia  równanie  róż niczkowe  swobodnych
drgań  podł uż nych prę ta  i jest  niezależ ne od pozostał ych trzech. Rozwią zanie jego moż na
znaleźć w każ dym  podstawowym  podrę czniku dotyczą cym  dynamiki o cią gł ym rozkł adzie
mas.  Dalsze  więc  rozważ ania  dotyczyć  bę dą  tylko  swobodnych  drgań  gię tno- skrę tnych,
okreś lonych  pozostał ymi  trzema  równaniami  róż niczkowymi.

Stosując  metodę rozdziału zmiennych przedstawioną  przez Poissona, moż emy w przy-
padku  drgań  swobodnych  funkcje  f](x, i), £(x, t),  q>(x,  t)  wyrazić w nastę pują cej  postaci:

ri(x, t) =  V  dn(x)sinwnt,
n- 1, 2,3

•   ,'M '  •   ni  .•   vy  ULI   t?  Ci
/./•   - ,\   V  17/  /   \   •  '  S

n= l,2,3

<p(.X,t)=  ^^ntosinUnt,

gdzie  co„ — n- ta,  czę stość  ką towa  drgań  swobodnych  prę ta.
Podstawiając  zależ noś ci  (2.2) do równań  (2.1) otrzymamy

^'n\   = 0,

(2.3)  EJyV!iv+(^co2+p)?'n'-^co2
ny„+^co2

nxn-Pya>c'„'  = 0,

  + w
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Wprowadź my  do  równań  (2.3)  nastę pują ce  oznaczenia:

/  "fix  2  n\  yA  2
ax  =  EJZ,  a2 -   I —- o)n+ P  ,  a3 =  - - — <»„

\   £  I   o

,  as  = Pza,
g

b3  =  - •

=  EJm,  c2  =  ( p^ +  ̂ ^ - G / l  c3 =

c 5  =  Pza,  c6  =   ^ ^ c o n

2

5  c 7 =   - Pya.
C 4  co„ , c 5  za,  6

Wówczas  równania  (2.3)  przyjmą  postać

ax6lv+a2d'„'+a 3d„+a 4.x„+a s>c'n'  =  0,

(2.4)  bx V? + b2 K  +  b3 f „ + b A  «„ + b5  K';  =  0,

Ci «2V+ c2 K + c3 %n+cj„   + cs 6'n'+c6W„  +  c7 Wn' = 0.

Rozwią zanie w postaci zamknię tej, np. transformacji  Laplace'a, równań róż niczkowych
(2.4) prowadzi  do bardzo pracochł onnych  obliczeń i jest z praktycznego  punktu  widzenia
niemalże  nieosią galne.  D latego,  podobnie jak w pracach  [11,  12, 13],  do rozwią zania
równań  (2.4)  zastosowano  rozwinię cie  funkcji  6„,W„,?en w szeregi  potę gowe  w postaci

...  +es

rx
r,

(2.5)  Wn  =   y°0+?lx+W2x
2+?s

3x
3+  ...  +*Ff

...  +x?rx
r.

Pierwsze  cztery  współczynniki  każ dego z szeregów  są  wartoś ciami  brzegowymi  odpo-
wiednich funkcji  6„,  W,,,  x„  dla x = 0, pomnoż onymi przez  liczbę   jeden,  dwa  lub  sześ ć.

Wstawiając  funkcje  (2.5) do  równań róż niczkowych  (2.4) i przyrównując  odpowiednie
współczynniki  do  zera  otrzymamy  nastę pują ce  wzory  rekurencyjne:

61 =   a2(r)d
s

r_2+a3(r)6
s

r_4+a4(r)t<
s

r_i+as(f)x
s

r_2,

(2.6)  Ą?

gdzie

r(r- l)(ł - 2)(r- 3)ai'
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b2(r)   =
b2

K - ,  bs(r)   -   -

* a v '  r ( r - l ) ( r - 2)C r - 3)C l  '  " 7 V V  ~  r(r

Po  dokonaniu  przekształceń  otrzymamy  nastę pują ce  wyraż enia  na  funkcje  0„,  xPn,  xtt

i  ich pochodne:

6„

(2.7)

O' tt '

On"

/   /   /   /   /   /   /   /   /   /   /   /
" 1  " 2  " 3  "4 .  " 5  **6  "7  " 8  " 9  "1 0  *̂ 11  "1 2

tf  u  f̂f   u  II   tt  it  u  n  II   n  II

" 1  ^2  " 3  "4 .  " 5  ^6  "7  " 8  " 9  "1 0  *̂ 11  "1 2
iS*!  iS*2  S- $  SĄ   J5  i?g  J7  1S3  SQ  ^10  *Si 1  ^12

1  1  t  t  t  - t  - ł  1 1  1  t  1
^1 3  "1 4  »15  "1 6  ^1 7  "1 8  "1 9  " 2 O  "2 1  * 2̂2  ^2 3  ^24

/ /   "  / /  II II II H II II II II II

^13  "̂1 4  ^15  ^16  ^17  ^18  "̂19  ^20  ^21  ^22  »^23  ^24

i i t  111  111  i t i  t u  i , ' "  ' "  ' "  " '  ' "  ' ' '  ' "

"1 3  "1 4  15  "1 6  "1 7  18  "1 9  "2 0  21  "2 2  "2 3  "2 4

^26  *2T  ^28  ^29

J3 2  JŚ3   • S'34

^3 2  $33   J34.

$31

gdzie  (  )'  -
dx'

Macierz  kwadratową   utworzoną   ze  współczynników  Jj,— s36  nazywamy  macierzą
przę sła. Poszczególne  elementy macierzy  przę sła są   okreś lone przez nastę pują ce  funkcje:

s2
,  s3  -

r= l

(2.8)
r= «2

,  s6  = *  V

r - 2 r- =2
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(2.8)  s10  = j^ I , ^ * 2 " 1 ,  sn  = ^Ahx*',   s12  ^
[c.d.]   r = 2  r = 2

2 2
r= 2  r= 2

m

r= 2

m

r= 2

m

r= 2

m

/ 1  L2rX  ,  S2

m

Vc 2  x2r+ 1

m

S  =

520  =

*„ -
m

r= 2

^2 9  =

m

1  +

A

T

v3  i

m

T =  2

m

r= 2

m

y  B2r.= 2

m

r= 2

36  x 2 r

- <3  V2r
'2 r A  >

„2 r  ^

rĄ .\X

2 4 - 2*
= 2

/n

r= 2

m

m

j .  V1  R3  v 2 r + 1

m

Cfrx  ',

- <3  2 r+ l
- *2r+1  J

m

r- 2  ,  r= 2

r= 2

Funkcje  (2.8)  zostały  wyprowadzone  na  podstawie  zależ noś ci  (2.5) i  (2.6).
Współczynniki  A\t,A\rJrU  B\r,B\tJtU  C\r, C

k

2r+U  dla fc = 1,2, 3, 4,  5, 6 i  r = 2,
3,4,5,  ...,m obliczone na podstawie wzorów  rekurencyjnych  (2.6) wyraż ają   się  w postaci

A\T  =   a 2 ( 2 r ) ^ | i

(2.9)  .BL+ I  =

CL =  c2(2r)  C t_2 + c3(2r) C i _ 4 + cs( 2r ) 4, - a + c6(2r)  Bk

2r_t+cnCLr)B\ r_2,

Dla  k=  1, 2, 3, 4, 5,6  i  f  m 0,1  współczynniki  A\ „   Ak

2r+1,  Blr,B\r+ i,  C\t,  Clr+U

są   równe  zeru z wyją tkiem  nastę pują cych:

Ah = l,  A\ = \ ,  Al = l,  A2

3  = l,  B3

0 = l,  B\ -   i ,  5f = l ,  5^ =  1,

C S - 1,  C f - 1,  C | = l ,  Cf = l .
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3.  Okreś lenie  macierzy  przekroju  i  macierzy  przeniesienia

Macierz  przekroju  uł oż ymy  dla prę ta,  którego  główne  centralne  osie  bezwładnoś ci
przekroju  poszczególnych  odcinków  leżą   w jednej  płaszczyź nie, a oś prę ta jest  linią   prostą.

Wykorzystując  warunki  statyczne i warunki  nierozdzielnoś ci przemieszczeń otrzymamy
zależ noś ci  pomię dzy  wartoś ciami  funkcji  d„,  \Pn, x„   oraz  ich  pochodnymi  z  lewej  i  pra-
wej  strony  miejsca  (rys.  2), w którym  nastę puje  skokowa  zmiana  przekroju.

Rys.  2
,i

N a  podstawie  tych  zależ noś ci  otrzymamy  nastę pują cą   postać  macierzy  przekroju

(3.1)
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HÓbO

•

I3±
EJZP

, w 4 = EJyp  EJyp

gdzie  w i, =   — (zap—zai),  w2  ~  (yap—yai)>  v

Symbole z indeksem  „ / "  dotyczą   lewej  strony  prę ta, natomiast  symbole z indeksem „p"
prawej  strony.

Jeż eli  przez Dt  oznaczymy  macierz przę sła  / - tego, a przez Ft  macierz  przekroju  z- tego
(skokowa  zmiana), wówczas  macierz przeniesienia H  dla  danego  prę ta o podziale na  W
odcinków  wyrazi  się  w  postaci  i

(3.2)  ttrisnjl  =   JD H rFw_1Z) w_ iFM , _2  ... FtDi...  F1Di.s
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4.  Okreś lenie czę stoś ci  drgań  swobodnych  i  siły  krytycznej

Czę stoś ci  drgań  swobodnych  okreś limy  przyrównując  odpowiedni  minor  macierzy
przeniesienia H  (3.2), tzw. wyznacznik  charakterystyczny,  do zera.  Wartoś ci  wł asne  tego
wyznacznika  są  czę stotliwoś ciami  drgań  swobodnych.  Postać  wyznacznika  charakterys-
tycznego  zależy  od warunków  brzegowych.

Zagadnienie  drgań  swobodnych  rozwią zano  dla prę ta  obcią ż onego  siłą  P  dział ają cą
centralnie.  Jeż eli  wielkość  siły P  obcią ż ają cej  pręt  bę dzie  dą ż yć  do wielkoś ci  krytycznej,
to  czę stotliwoś ci  drgań  swobodnych  bę dą  dą ż yć do zera.

W  zwią zku  z powyż szym  otrzymane  rozwią zanie  dla zagadnienia  drgań  swobodnych
moż na wykorzystać do okreś lenia obcią ż enia krytycznego  tego prę ta, wstawiając  tam w„ =
=   0.  Wówczas  wartoś ciami  wł asnymi  wyznacznika  charakterystycznego  bę dą  wartoś ci
obcią ż enia  krytycznego.

Cał ość obliczeń została zaprogramowana w ję zyku  OD RA- ALG OL na elektroniczną
maszynę  cyfrową  ODRA- 1204.

5.  Przykł ady  liczbowe

Dla  ilustracji  przedstawionego  rozwią zania  obliczono  czę stotliwoś ci  drgań  swobod-
nych  i  siły  krytyczne  dla prę ta  skł adają cego  się z  dwóch  odcinków  o  stał ym  przekroju
(rys. 3).

Rys. 3

Odcinek /  ma przekrój  przedstawiony  na rys. 4a, a odcinek / /  przekrój  przedstawiony
na  rys.  4b.

Obliczenia  przeprowadzono  dla  dł ugoś ci  odcinków  /  = 200 cm,  /  = 400 cm, /  =
=  600  cm.

Rozpatrzono  nastę pują ce  warunki  brzegowe:

x  = O77  = O,  |  = 0,  c> = 0,  x  = lr)   = 0,  £ = 0,  <p  = 0,

\ V  ł ? ' - 0,  £' - 0,  <p'  = 0;  r,' = 0,  £' = 0,  q/ =  0;

*  = 0  ij = 0,  £ = 0,  tp = O,  x  -   /   »? = 0,  £ = 0,  p  = 0

"  ;  n'  = 0,  f  = 0,  c»' = 0;  f]"   -   0,  £" = 0,  <p" -   0.

Wartoś ci  obcią ż enia  krytycznego  obliczane  na podstawie  przedstawionego  rozwią za-
nia  porównano  z  wartoś ciami  obcią ż enia  krytycznego  obliczanego  przy  zastosowaniu
transformacji  Laplace'a do wyznaczania  macierzy  przę sła  [14]. Otrzymano
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a)  dla  przekrojów  podanych  na  rys.  4  i  warunków  brzegowych  (5.1):

/  =  200  cm,  /  =  400  cm,  /  =  600  cm,

<uffiln 35,5j'-1,  9,9s-1,  3,6s- \

Pr a I n776  kN ,  381  kN ,  195  kN ,

P £t n776  kN ,  381  kN  195  kN ;

a

Rys. 4

b)  dla  przekrojów  podanych  na  rys.  4  i  warunków  brzegowych  (5.2):

/  =  200  cm,  /  =  400  cm,  /  -   600  cm,

comln26,l.y-\   7,9s-1,  3,6s-1,

Pmla  536  kN ,  213  kN ,  103  kN ,

i>£ ln  536  kN ,  213  kN ,  102  kN ,

gdzie  P^in —  macierz  przę sła  obliczona  wedł ug  [14].

6. Wnioski

Analizuj  przedstawiony  algorytm  obliczeń  i  przykł ady  liczbowe,  moż na  wycią gnąć
nastę pują ce  wnioski.

1.  Zastosowany  w  pracy  sposób  rozwią zania  pozwala  okreś lić  czę stotliwoś ci  drgań
swobodnych  i  obcią ż enia  krytyczne  dla  prę tów  cienkoś ciennych  o  profilu  otwartym
i  zmiennym  przekroju  przy  dowolnych  warunkach  brzegowych.

2.  Cał ość  bardzo  dobrze  nadaje  się  do  zaprogramowania  i  przeprowadzenia  obliczeń
na  elektronicznej  maszynie  cyfrowej.

3.  Porównanie  wartoś ci  obcią ż enia  krytycznego  obliczonego  na  podstawie  rozwią za-
nia zagadnienia drgań  swobodnych  (40 wyrazów szeregu potę gowego)  z wartoś ciami  obcią-
ż enia  krytycznego,  obliczonego  przy  wykorzystaniu  transformacji  Laplace'a,  wskazuje
na  wystarczają cą  zbież ność  przyję tych  funkcji  przemieszczeń.

6  Mechanika  Teoretyczna
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P  e 3  IO  M e

n P H M E H E H HE  METOflA  MATPHIJ;  I IEPEH OCA  flJM
AH AJIH 3A  TOH KOCTEH H BIX  CTEPJKH Eft

B  pa6oie npeflciaBjieH MeTOfl peiueHHH 3aaa Ĥ o  CBO6O«H MX  K0^e6aHiiHx  H ycToM^HBocTH  Tomto-
creHHBix cTepwueft OTKpHToro npodpHJiH H nepeiweHHoro cenenHH  AJIH npoH3BOJitHBix wpaesbix ycjioBHił .

H J IH  pemeHHa  npHMeHHncn  MeTOfl  iwaTpnq  nepenoca,  KOTopbiM  nporpaMMHposajicH  Ha  3U .BM.
B  3aBepineHHH pa6oTbi npHBOflHTcii  npHMepti  pacmeTOB, yi<a3biBaiomHe  Ha xopoiuyio  cxoflHMOCTt

npHHHTŁK  <byHKE(HH.

S u m m a ry

APPLIANCE  OF  THE  TRANSFER  MATRI X  METHOD  TO  THE  DYNAMI C
ANALYSI S  OF  THIN- WALLED  RODS

I n  the paper  the problem  of  a proper vibration and  stability  of  thin- walled rods with the  open  shape
and  variable  section  for  arbitrary  boundary  conditions  was  presented.  For  solving  the  transfer  matrix
programmed on digital computer  was  applied. At  the end, numerical examples are presented and  the  results
show a  good convergence of  the assumed  functions.
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