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1.  Wstęp

Jednym  z  istotnych  problemów  pojawiają cych  się   w  badaniach przepływów  w  oś rod-
kach  wielofazowych  jest  problem  wymiany  masy,  pę du  i  energii  mię dzy  poszczególnymi
fazami.  Opis  matematyczny  takiej  wymiany  w  przypadku  ogólnym  jest  niezwykle  złoż o-
ny.  Zadanie przyjmuje  jednak  znacznie prostszą   postać, gdy  poszczególne  fazy  wystę pują
w  postaci  regularnych  geometrycznie  skupień,  np. w  postaci  czą stek  kulistych,  oraz  gdy
rozpatrywać  zagadnienie w postaci  zlinearyzowanej.

W  ostatnich latach literatura dotyczą ca przepływów wielofazowych  rozwija  się   szczegól-
nie  gwał townie. Powstało wiele modeli ruchu oś rodka wielofazowego.  Z samej  tylko  litera-
tury  monograficznej  poś wię conej  przepł ywom  wielofazowym  wymienić  moż na  m.in.
prace  [4, 6,  8,  14,  17, 22, 27]. Jedną   z nowszych jest praca  SZANIAWSKIEGO  [25], w  której
dla  dość  ogólnego  przypadku  podano ukł ad  równań rzą dzą cy  przepływem oś rodka  wielo-
fazowego.  Przyję to,  że  oś rodek  skł ada  się   z  jednej  fazy  spójnej  i  pewnej  liczby  faz  roz-
proszonych, przy  czym  w  każ dej  fazie  może  wystę pować  jeden  lub  wię ksza  liczba  skład-
ników  chemicznych. Ponadto zał oż ono,  że fazy  rozproszone wystę pują   w  postaci  jpewnej
liczby  frakcji  — każ da  frakcja  skł ada się   z  kulistych  czą stek  o  identycznych parametrach
(w  danym  miejscu  przepł ywu  i  w  danej  chwili).  Ukł ad  równań  dla  przepływu  takiej mie-
szaniny  zawiera  równania  opisują ce  zachowanie  mieszaniny  jako  całoś ci,  jak  również
równania  opisują ce  zjawiska  transportu  mię dzy  poszczególnymi  frakcjami  a  fazą   spójną
(oddział ywania bezpoś rednie  mię dzy  fazami  rozproszonymi zostały we wspomnianym mo-
delu pominię te).

Rozpatrywanie  zjawisk  transportu upraszcza  się   istotnie, jeż eli  badać zjawiska, w któ-
rych  wystę pują   tylko  niewielkie  odchylenia  od  stanu  równowagi  termodynamicznej i me-
chanicznej.  Szukane  strumienie  termodynamiczne  są   wtedy  funkcjami  liniowymi  jedno-
rodnymi  odpowiednich  sił  termodynamicznych i zadanie wyznaczenia  takich funkcji  spro-
wadza  się   do  znalezienia  odpowiednich  współczynników.  Wartoś ci  tych  współczynników
zależą   od  skł adu  mieszaniny,  wachlarza  uwzglę dnianych  zjawisk  fizycznych  (lepkoś ć,
przewodnictwo  cieplne,  dyfuzja,  termodyfuzja  itp.),  geometrii  przepływu,  zakresu  zmien-
noś ci parametrów  (zwłaszcza liczby Knudsena).

Zagadnieniom  parowania  i  kondensacji  na  kroplach  (dla  ustalenia  uwagi  bę dziemy
uż ywać  terminu «kropla»  zamiast  «czą stka  kulista»,  aczkolwiek  wszystko,  co zostanie po-
wiedziane  o kroplach,  odnosić  się   bę dzie  także  do  czą stek  kulistych  ciała  stałego, na któ-
rych  zachodzi  sublimacja  lub  kondensacja)  poś wię cono  już  wiele  prac.  Celem  niniejszej
pracy  jest  krótkie  lecz  systematyczne  przedstawienie  istnieją cych  wyników  w  zakresie
teorii zlinearyzowanej,  a także —  tam; gdzie to bę dzie niezbę dne — ich rozszerzenie i adap-
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towanie  do  takiej  postaci,  która  stanowił aby  uzupełnienie  ukł adu  równań  przepływu
mieszaniny podanego w  [25].

W  dalszym  cią gu  bę dziemy  zajmować  się   zadaniem,  w  którym  pojedyncza  kulista
kropla  porusza  się   w  nieskoń czonym  oś rodku  gazowym  jednoskł adnikowym  (para),  lub
dwuskładnikowym  (para  + gaz,  nie biorą cy  udziału  w  przemianie  fazowej).  Ograniczymy
się   do  przypadku  ustalonego,  ponieważ  przy  niewielkich  odchyleniach  od  stanu  równo-
wagi  termodynamicznej  i  niewielkich  prę dkoś ciach  wzglę dnych  kropel,  szybkoś ci  paro-
wania  i kondensacji  są   także  małe, co pozwala  traktować zjawiska  nieustalone jako  quasi-
ustalone.

2.  Podstawowe  zależ noś ci  ogólne

Jak  już  wspomnieliś my,  istotnym  parametrem  od  którego  zależy  obraz  zjawiska,  jest
liczba  Knudsena Kn  =   ljr 0,  gdzie  /  jest  ś rednią   drogą   swobodną   czą steczek,  r0  zaś  pro-
mieniem  kropli.  Drogę   swobodną   okreś limy  za  pomocą   kinematycznego  współ czynnika
lepkoś ci v  (p. np.  [5])

Ż -  —
gdzie o jest prę dkoś cią   ś rednią   czą steczek

v  =
n

Zatem dla  oś rodka  składają cego  się   tylko  z  pary,  liczba  Knudsena  wyraża  się   w  postaci

Kn„   sa  — '

Moż na  za  pomocą   analogicznego  wzoru  okreś lić  liczbę   Knudsena  dla  mieszaniny

2RmT  '

należy  jednak  pamię tać, że  wprowadzona  przez  ten  wzór  «droga  swobodna»  czą steczek
w  mieszaninie  ma  charakter  umowny.  W  powyż szych  wzorach  i  niż ej  wskaź nik  v  wystę-
puje  przy  wielkoś ciach  dotyczą cych  pary,  wskaź nik  m  przy  odpowiednio  uś rednionych
wielkoś ciach  odpowiadają cych  gazowi  dwuskł adnikowemu.  Pominię cie wskaź ników  v  lub
m we wzorze wskazuje,  że odpowiedni wzór  odnosi się  do gazu zarówno jedno-, jak  i  dwu-
składnikowego.

W  dalszym  cią gu  bę dziemy  rozważ ać  bezwymiarowe  siły  i  strumienie termodynamicz-
ne.  Jako  wielkoś ci  odniesienia  dla  strumieni  termodynamicznych przyjmiemy  strumienie
przenoszone przez padają ce  na powierzchnię  czą steczki  o rozkł adzie prę dkoś ci  Maxwella.
Tak  okreś lone  jednostkowe  strumienie  masy,  energii  i  pę du  mają   odpowiednio  postać
nastę pują cą   (p. np.  [11]):

gdzie p  oznacza  ciś nienie,  T—  temperaturę,  R —  sfałą   gazową,  « —  wykł adnik  adiabaty.
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Zastę pując  w  powyż szych  wzorach  wskaź nik  v  przez  m  otrzymamy  odpowiednie  wyraż e-
nia  dla  mieszaniny.  Bezwymiarowe  strumienie  termodynamiczne  moż emy  teraz  okreś lić
wzorami

J  E  P

Ą jzroJ'  4ra'o£  '  AnrlP

Strumień energii w  gazie  moż na przedstawić jako  sumę 2 skł adników:  strumienia ciepła Q
(tzn.  strumienia energii  w  ukł adzie ś rodka  masy)  i-  konwekcyjnego  strumienia energii

(1)  E  =  Q + cpTJ.

Wprowadzimy  także bezwymiarowy  strumień ciepła  ą

AnrlE  '

Jako siły termodynamiczne przyjmiemy  3 niezależ ne  wielkoś ci:

Wskaź niki  vii  odnoszą  się  odpowiednio  do pary  i  cieczy, ps(T,)  oznacza  prę ż ność  pary
nasyconej w temperaturze powierzchni kropli, Au — prę dkość kropli wzglę dem  gazu w nie-
skoń czonoś ci.  Wszystkie  3  wprowadzone  wyż ej  wielkoś ci  są  w  myśl  przyję tych  zał oż eń
dużo mniejsze  od 1.

Z  termodynamiki  wiadomo,  że  przy  niewielkich  odchyleniach  od  stanu  równowagi
strumienie termodynamiczne wyraż ają  się  liniowo  przez  odpowiednie  siły termodynamicz-
ne, przy  czym  (w oś rodku  izotropowym)  siły termodynamiczne bę dą ce  tensorami róż nych
rzę dów  nie  mogą  wystę pować  w  tym  samym  wyraż eniu  liniowym.  Otrzymujemy  więc
zwią zki:

i  =  AAT+BAp,  e  =  CAT+DAp,  IJ  =   Hń U.

Korzystając  z  równoś ci  (1) moż na zamiast  strumienia energii  wprowadzić  strumień  ciepła

q=KAT+LAp.

Tak więc w przybliż eniu  liniowym  wymiana  masy  i energii  (lub ciepł a) z jednej  strony,
a wymiana  pę du z drugiej  strony  nie są  ze sobą  sprzę ż one  (zależą  od róż nych sił  termody-
namicznych).  Znaczy  to, że  dla  kropli  poruszają cej  się  z  niewielką  (wzglę dem  prę dkoś ci
termicznej czą steczek), prę dkoś cią,  strumienie masy  i  energii  są  identyczne, jak  dla  kropli
spoczywają cej,  jednocześ nie  zaś  siła  oporu  przy  ruchu  kropli  parują cej  jest  identyczna
z  oporem, jaki  doznaje  czą stka  nie wymieniają ca  masy  i energii.

Z  ogólnych  rozważ ań  termodynamicznych  wynika,  że  współ czynniki  w  zwią zkach
liniowych  mię dzy  sił ami  i  strumieniami  termodynamicznymi  są  powią zane  przez  pewne
zależ noś ci.  Zależ noś ci  te  przybierają  szczególnie  prostą  postać  (zależ noś ci  symetrii  Onsa-
gera),  gdy  siły  i  strumienie  termodynamiczne są  odpowiednio  dobrane  (sprzę ż one); taka
sytuacja  zachodzi  np.  wtedy,  gdy  dla  sił   termodynamicznych  AT  i  Ap  jako  strumienie
termodynamiczne przyjąć  J  oraz Q, Zwią zki  mię dzy  sił ami i strumieniami termodynamicz-
nymi  oraz zależ noś ci  Onsagera  dla zjawisk  transportu w  oś rodku wielofazowym  omówió-
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no  bliż ej  w  [25]. W  naszych  oznaczeniach zależ noś ci  mię dzy  współ czynnikami fenomeno-

logicznymi  przyjmują   postać

2  %- \

A

W  nastę pnych  rozdział ach  rozpatrzymy  bliż ej  współ czynniki  fenomenologiczne  dla

kropli w róż nych zakresach  liczb Knudsena.

3.  Krople  małe  (Kn §> 1)

W  tym  przypadku  zjawiska  transportu przebiegają   w  warunkach  swobodnie  moleku-
larnych, co znacznie upraszcza analizę  zagadnienia. Pierwsze  próby  rozpatrywania  zjawisk
w  tym  zakresie  znane  są   już  od  dawna  (LANGMUIR ,  H ERZ,  KN U D SEN,  EPSTEIN;  por.  [7,

9,  10]), jednakże  pełniejszą   analizę   procesów  wymiany  mię dzy  kroplą   małą   a otoczeniem
zawierają   dopiero stosunkowo niedawne prace  BROCKA  [1, 2] (dla oś rodka wieloskładniko-
wego),  a  także  KONORSKIEGO  [12]  i  SZANIAWSKIEGO  [24]  (dla  oś rodka jednoskł adnikowe-
go).

D la  duż ych  liczb  Knudsena  o  intensywnoś ci  wymiany  mię dzyfazowej  decydują   wy-
ł ą cznie  zjawiska  zachodzą ce  na  powierzchni  rozdziału  faz.  Do  uję cia  tych  zjawisk  służą
współczynniki kondensacji  cc, akomodacji  energii  fSe i  akomodacji  pę du  jip.  Przyjmuje  się
że  czę ść  (a)  czą steczek  padają cych  na  powierzchnię   zostaje  pochł onię ta  przez  ciecz, po-
została  zaś  czę ść ulega  odbiciu  od  powierzchni. Ponieważ  dysponujemy  tylko  ograniczo-
nymi  informacjami  o  energii  i  pę dzie  czą steczek  odbitych  od  powierzchni,  przyjmuje  się
zazwyczaj,  że  ich  wartoś ci  są   zawarte  mię dzy  wartoś ciami  skrajnymi  odpowiadają cymi
odbiciu  zwierciadlanemu  i  dyfuzyjnemu,  przy  czym  zmiana  wartoś ci  poszczególnych
strumieni  przy  odbiciu  scharakteryzowana  jest  przez  odpowiedni  współ czynnik  adaptacji
zawarty  mię dzy  0  a  1. Współczynniki  te  okreś lone  są   nastę pują cymi  równoś ciami:

W  powyż szych  wzorach  S  oznacza  ś rednią   energię,  0> ś redni  moduł   pę du  przypadają ce
na jedną   czą steczkę, wskaź nik  i dotyczy czą steczek  padają cych  na  powierzchnię,  wskaź nik
/•  — czą steczek  odbitych,  wskaź nik  s  charakteryzuje  strumień  bę dą cy  w  równowadze
z  powierzchnią.  N iekiedy  czyni  się   rozróż nienie  mię dzy  współ czynnikami  akomodacji
fł r  składowej  stycznej  pę du  i  /?„  składowej  normalnej  pę du

in ^ nr

ni <s ns

a  także mię dzy współczynnikami akomodacji  /?w wewnę trznych  stopni swobody  i  /?(1.energii
ruchu  postę powego

K =
1 wi ® wr a ®tri  ®trr
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Wś ród  czą steczek  poruszają cych  się   od  powierzchni  kropli,  oprócz  czą steczek  odbi-
tych,  wyróż nia  się   także  czą steczki  emitowane  przez  ciecz.  Własnoś ci  czą steczek  emito-
wanych  zależą   wył ą cznie  od parametrów powierzchni  cieczy,  nie zależą   natomiast od pa-
rametrów  czą steczek  padają cych  na  powierzchnię   cieczy  (w  szczególnoś ci  emisja  z  po-
wierzchni zachodzi także i wtedy,  gdy  na powierzchnię  nie padają   ż adne czą steczki). Stru-
mienie masy, energii  i składowych pę du przenoszone przez czą steczki  emitowane są   równe
co  do modułu  odpowiednim strumieniom przenoszonym przez czą steczki  padają ce  w wa-
runkach  równowagi.

Tablica  1

Strumień masy
i

Strumień
energii e

Strumień
pę duiT

Brock  [1],  [2]

- «.Ap+  —AT

—

AU

Konorski  [12]

- a.Ap+  —AT
2

— uAp

K , . „ - „ ] .

Szaniawski  [24]

— ocAp

l  o  l  A- 4-  i

L  '  2  '

W  tablicy  1  podano  w  ujednoliconym  zapisie  wyraż enia  dla  strumieni  otrzymane
w  [1, 2,  12,  24]  dla  małych róż nic  ciś nień  i  temperatur  i  dla  małych prę dkoś ci  (wyniki
BROCKA  zlinearyzowano  na  uż ytek  tej  pracy).  Przyrosty  Ap  i  AT  są   bezwymiarowymi
róż nicami ciś nień i temperatur

AT  =
T.- Tx

Wskaź niki  v  i  /  odnoszą   się   odpowiednio  do  pary  i  powierzchni  cieczy, ps(Ti)  oznacza
prę ż ność  pary  nasyconej" odpowiadają cą   temperaturze  Tu  zaś  prę dkość  bezwymiarowa

AU  = — — ,  gdzie Au  oznacza prę dkość kropli wzglę dem  pary, jest dużo mniejsza  od  1.

Porównując wyniki  róż nych autorów zawarte w  tabl.  1 należy  stwierdzić  co nastę puje:
1. Wyraż enie  dla  strumieni masy  są   we wszystkich przypadkach  identyczne i  stanowią

zlinearyzowaną   postać znanego wzoru Herza- Knudsena.
2.  D la  /3W =  /S,M wyraż enia  dla  strumienia energii  także  są   identyczne.
3.  D la /?„  =  /fT)  wyraż enie  dla  strumienia pę du z  [12] róż ni się  od odpowiednich  wyra-

ż eń  z  [2] i  [24]. Ponieważ  mię dzy  omawianymi  pracami brak  róż nic modelowych  uspra-
wiedliwiają cych  podobną   rozbież noś ć,  za  ź ródło  rozbież noś ci  uznać  należy — zdaniem
autora — bł ę dy rachunkowe w  [12].
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4.  Krople  duże  (Kn <§ 1)

Ze wzglę du na istotną   rolę  mechanizmów kinetycznych w procesach  wymiany,  zacho-
dzą cych  na powierzchni  kropli,  nawet  dla  Kn  ^  1 nie zawsze  moż liwy  jest  opis procesów
towarzyszą cych  przemianie  fazowej,  oparty  wył ą cznie  na  równaniach  oś rodka  cią głego.
Moż na  wtedy  1"  opisywać  zjawiska  transportu  w  całym  obszarze  otaczają cym  kroplę
za  pomocą   równań  kinetycznych,  bą dź  też  2°  przyją ć  istnienie  przy  powierzchni  kropli
cienkiej —  o  gruboś ci  rzę du  kilku  dróg  swobodnych — warstwy,  rzą dzonej  przez mecha-
nizmy  kinetyczne  (warstwa  Knudsena),  a  w  obszarze  poza  warstwą   stosować  równania
oś rodka  cią głego.

Sytuacja jest odmienna w oś rodku jednoskł adnikowym i wieloskł adnikowym.  W  oś rod-
ku  wieloskładnikowym  czynnikiem  ograniczają cym  strumień  masy  jest  dyfuzja,  procesy
kinetyczne przy powierzchni duż ej  kropli  nie mają   wpływu  na strumień masy.  Wpływ tych
procesów  pojawia  się   dopiero  wtedy,  gdy  rozmiary  kropli  są   porównywalne  ze  ś rednią
drogą  czą steczek w gazie.  Inaczej jest  w  oś rodku  jednoskł adnikowym, warstwa  kinetyczna
może mieć tam istotne znaczenie nawet  w  przypadku  powierzchni pł askiej.

Rozpatrzymy  najpierw  oś rodek  jednoskł adnikowy.  Pomijając  wpływ  niewielkiej  krzy-
wizny  moż na  traktować  warstwę   Knudsena  przy  powierzchni  duż ej  kropli  analogicznie
do  warstwy  przy  powierzchni  pł askiej.  Mechanizmy  rzą dzą ce  warstwą   pł aską   badali
SCHRAGE  [18],  KUCZEROW  i  RIKIENGŁAZ  [13],  MURATOWA  i  ŁABUNCOW  [16].  Metody

stosowane  przez poszczególnych  autorów  są   z  koniecznoś ci  uproszczone, oparte na mniej
lub  wię cej  arbitralnych  zał oż eniach; nic  też  dziwnego,  że  i wyniki  nie  są   identyczne.

SCHRAGE  przyjmuje,  że  funkcja  rozkł adu prę dkoś ci  czą steczek  bezpoś rednio  przy po-
wierzchni  ma  postać  maxwellowska  o  prę dkoś ci  makroskopowej  prostopadł ej  do  po-,
wierzchni.  Zwrot  wektora  prę dkoś ci  zależy  od  rodzaju  procesu  fizycznego  —  parowania
lub  kondensacji.  Na  podstawie  przyję tej  funkcji  rozkł adu  w  [18]  znaleziono  strumień
masy  czą steczek  padają cych  na powierzchnię   od  strony  pary.  Znając  strumień  masy  czą-
steczek emitowanych przez powierzchnię   (zależ ny  tylko  od własnoś ci powierzchni)  wyzna-
czono  wypadkowy  strumień  masy.  W  tablicy  2  podano  zależ ność  strumienia  masy  od
małych  róż nic ciś nienia  i temperatury na  warstwie:

A n — P"1 ~Ps(Tl)   |  „  Ty j — Tl
11 lP  =  ,  LX  I  1  —  —  — .

Pvca  1  fco

Wielkoś ci  p01  i  Tvi  oznaczają   ciś nienie  i  temperaturę  na brzegu  warstwy  Knudsena. Róż-
nica  mię dzy  przemianą   fazową   na  powierzchni  kropli  w  warunkach  swobodnie  moleku-
larnych a przemianą  fazową   na powierzchni płaskiej polega  m.in. na tym, że w  przypadku
pierwszym  funkcja  rozkł adu prę dkoś ci  czą steczek  odpowiada  spoczynkowi  (czą steczki pa-
dają   na powierzchnię  z nieskoń czonoś ci), w  drugim  natomiast czą steczki  padają ce  na po-
wierzchnię  uczestniczą  w ruchu makroskopowym  o prę dkoś ci prostopadł ej do powierzchni.
Wskutek  tego  odpowiednie współczynniki w wyraż eniu  dla  strumienia masy  są   w przypad-
ku  drugim wię ksze niż w przypadku  pierwszym  (dla  a  — 1 —  dwukrotnie  wię ksze).

Podobną   metodę   zastosowano  w  pracy  [13].  Autorzy  przyję li  tu  funkcję   rozkładu
prę dkoś ci czą steczek  w przybliż eniu  13 momentów i wyznaczyli  strumienie masy  i  energii.
Jednakże w  przybliż eniu  liniowym  rozkł ad taki  sprowadza  się   do  maxwellowskiego  i  wy-
niki  (we wspólnym  zakresie)  są   identyczne jak  w  [18].
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Inny, nie tak  uproszczony,  sposób  postę powania przyję li  autorzy  [16]. Zamiast zakła-
dać  gotową   funkcję   rozkł adu prę dkoś ci  czą steczek  przy  powierzchni  kropli,  zastosowali
oni  metodę  momentów do  rozwią zywania  równania  Boltzmanna  (a  także  równania mo-
delowego  Krooka)  w  przybliż eniu  liniowym.  Zadanie  to  rozwią zano  w  wielu  wersjach
w  przybliż eniu  6  i  8  momentów, dobierając  róż ne  kombinacje  momentów. Jako  funkcję
rozkładu  przyję to  w  przybliż eniu  6  momentów  «dwustronny  maxwellian»  (o  róż nych
parametrach  w  2  róż nych  półprzestrzeniach prę dkoś ci,  odpowiadają cych  ruchowi  czą-

Tablica  2

Strumień  masy /

Strumień  energii  e
dla  -

«  =  J,  Pe =  1

Strumień  ciepła q

dla

- fft-I

Schrage
[18]

2a
/ I  *  n- ł-2- a  iP  +

a.
1  2 - a  X

'  —

—

Kuczerow,
Rikiengłaz  [13]

dla  a  =  1

dla  a  =  1

dla  a  =  1

1  9
2  4  X

Muratowa,  Łabuncow

[16]

2,21a

2,21-a
- l, 834'u>+ 0,72

2,30a

2,21-a  '

0,47a

2,21-a  l j l

d P- i-   °'91a  i  r
2,21-a

'ALT  dla  a  = 1

3,65- 2,59a  Ą

P  2,21—a  x  '
i^lj T  d laa  =  l

3,65- l,45a

2,21-a  X  '
i T  dla  a  = 1

steczek  ku  powierzchni  i  od  powierzchni), w  przybliż eniu  8 momentów takiż  maxwellian
mnoż ony  przez  pewien  wielomian  składowych  i/ lub  modułu  prę dkoś ci.  Przyję to  także
maxwellowski potencjał  oddział ywania wzajemnego  czą steczek.

Najlepsze  z  otrzymanych  w  [16]  wartoś ci  współczynników  (rekomendowane  przez
autorów) podano we wzorach w  tabl. 2. Ogólnie stwierdzić należ y, że rozbież noś ci mię dzy
poszczególnymi  wersjami  (odpowiadają cymi  róż nym zestawom momentów i  róż nym rów-
nan iom— Boltzmanna  i  Krooka)  są   niezbyt  duże — mniejsze  niż  rozbież noś ci  mię dzy
wynikami  [16] i  [13].

Otrzymane  w  wymienionych  pracach  zależ noś ci  liniowe  mię dzy  strumieniami  masy
i  ciepła  (lub  energii)  a  róż nicami ciś nienia  i  temperatury na  warstwie  Knudsena moż na
przedstawić w postaci  ogólnej

(2)  Axp  = Ai+Bq,  AxT

Stosując  zależ noś ci  tego  typu  dla  warstwy  przy  powierzchni  duż ej  kropli  spróbujemy
wyznaczyć  w  sposób  uproszczony  liniowe  zależ noś ci  strumieni  masy  i  ciepła  od  róż nic
ciś nienia i  temperatury mię dzy  nieskoń czonoś cią   a powierzchnią   kropli

^  =
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N a zewną trz warstwy przyjmiemy  równania  oś rodka cią głego  w postaci

(3)

2  *  dp  du  .
QUr

2  =  COnSt,  - y-  + QU~y-  — 0,

Rozwią zując  układ  tych  3 równań  wraz  z  równaniami  Clapeyrona  i  Fouriera  znajdujemy
dla małych róż nic ciś nienia i temperatury

(4)

gdzie

Pvaa  x  co

%

e  r  ^  1.
x — l  Pr

Liczbę  Prandtła  moż na wyrazić  w  sposób  przybliż ony  przez wykładnik  adiabaty

K  9% —  5

gdzie  k  oznacza współczynnik przewodzenia  temperatury.
Róż nice  (bezwymiarowe)  ciś nienia  Ap  i  temperatury  AT  mię dzy  nieskoń czonoś cią

a  powierzchnią   kropli  otrzymujemy  dodając  odpowiednie  przyrosty  wyznaczone  przez
(2) i (4).  Jeś li  pominąć w  otrzymanych  wyraż eniach  wielkoś ci  małe  wyż szego  rzę du,  to
otrzymujemy  układ  równań  liniowych  wzglę dem  /  oraz q, którego  rozwią zanie  ma postać

Należy  zauważ yć,  że  pominię cie wyrazów  małych  wyż szego  rzę du  doprowadziło  do  wy-
niku  (5), który  moż na  otrzymać  także  prostszą   drogą,  zastę pując  ukł ad  (3)  przez  samo
tylko  równanie przewodzenia  ciepła.

Ponieważ współczynniki  A,  B,  C  są   rzę du  1, zaś s <ś  1, przeto  z  (5) wynikają   2 przy-
padki  szczególne:

1. eZlTjest  małą   rzę du wyż szego niż Ap,  wtedy

Strumień masy  i zależ y  tylko  od róż nicy ciś nień i jest dużo wię kszy od strumienia ciepła q.
2. Ap  i eATś ą .  tego  samego  rzę du  (AT  >  Ap),  wtedy

(7)  i^^+ZlAT, q=- eAT.

Strumień ciepła jest wyznaczony  wył ą cznie przez przewodnictwo  w  obszarze  zewnę trznym.
Przyrosty  ciś nienia  i  temperatury w  warstwie  powierzchniowej  są   małymi rzę du wyż szego
niż przyrost  temperatury poza warstwą.
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Dotychczas  była  mowa  o  transporcie  masy  i  ciepła  w  oś rodku  jednoskładnikowym.
Prostszy  i  mniej  kontrowersyjny  jest  opis  zjawisk  transportu  w  oś rodku  dwuskładniko-
wym.  Strumień  ciepła  jest  wtedy  dany  przez  równanie  przewodnictwa  i  ma  postać  iden-
tyczną   jak  w  (7),  strumień  masy  natomiast  jest  okreś lony  przez  wzór  Stefana  (p.  [9]):

J  =   - 47tr0NDmv  Inf 1  -   • %•) —ln (l —
N

gdzie  m  oznacza  masę   molową,  D —  współ czynnik  dyfuzji,  N—zaś  stę ż enie  molowe,
przy  czym  Nv +N g  — N  «  const,  wskaź nik  0  przy  Nv  i  QV  odpowiada  wartoś ciom  tych

wielkoś ci  przy  powierzchni  kropli.  Wzór  Stefana  dla~rr^- -> 0  przechodzi  w  znany  wzór

Maxwella

J  — — AnrQ  D{Qm  — QVO)  .

Należy jednak  zauważ yć,  że wzór  Stefana  nie zapewnia  poprawnego  przejś cia  granicznego

dla Ę f  -> 0.

Strumień pę du  niezależ nie  od  liczby  skł adników w  oś rodku jest  dla Kn  4  1 okreś lony
przez wzór  Stokesa

P  =   6nr0QvAu.

Jeż eli  zamiast  /   i  P  wprowadzić  strumienie bezwymiarowe  i oraz II,   to wzory  Stefana

i Stokesa przyjmują   postać:

/  =  - 2 Kn
v  m  \  \  N

5.  Zakres poś redni

Zadanie  opisu  zjawisk  transportu  wokół   parują cej  kropli  jest  najbardziej  zł oż one
w  zakresie  poś rednich  liczb  Knudsena,  gdzie  zawodzi  zarówno  model  swobodnie  mole-
kularny, jak  i model  oś rodka  cią głego. Wachlarz  metod analitycznych stosowanych w  tym
zakresie  jest  bardzo  rozległ y.  Jednym  z  bardzo  prostych,  a  zarazem  dość  uniwersalnym
sposobem  jest  zastosowanie  tzw.  uniwersalnego  wzoru  SHERMANA  [21],  który  w  wielu
przypadkach daje  zadowalają ce  wyniki.  Zgodnie z  tym wzorem pewną  wielkość  0  opisują-
cą  zjawiska  transportu w  gazie  moż na przedstawić  w postaci

(8 )  ś> =  -

gdzie wskaź niki  c i k  odnoszą   się  odpowiednio do modelu cią głego  i swobodnie molekular-
nego. Wzór  ten zawiera  poś rednio  liczbę   Knudsena i  zapewnia  przejś cie  cią głe  od warun-
ków  swobodnie  molekularnych do oś rodka  cią głego.
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Niż ej  rozpatrzymy  kolejno  róż ne metody  i otrzymane za ich pomocą   wyniki dla  stru-
mieni masy,  ciepła i pę du.

Strumień  masy.  SHANKAR  [19] wyznaczył   strumień masy  przy  parowaniu  (kondensacji)
kropli  w  oś rodku  jedno-   lub dwuskładnikowym  w  szerokim  zakresie  liczb  Knudsena.
Przyję ta  przez niego metoda polega na zastosowaniu  uję cia  kinetycznego w cał ym obszarze
otaczają cym  kroplę ,  a nie tylko  w  cienkiej  warstwie  przy  powierzchni  cieczy.  SHANKAR
rozwią zuje  równanie Boltzmanna metodą  momentów Leesa.  Funkcja rozkł adu dla każ dego
ze  składników ma postać  rozważ anego  już  poprzednio  «dwustronnego  maxwellianu»,
którego  jeden  człon  obowią zuje  wewną trz  pewnego  obszaru  przestrzeni  prę dkoś ci zwa-
nego  «stoż kiem  widzenia»,  drugi  zaś na zewną trz  tego  obszaru.  D la każ dego  ze składni-
ków  wystę pują   4 niewiadome  (wielkoś ci  typu  gę stoś ci  i  temperatury w każ dej  z 2 czę ś ci
przestrzeni  prę dkoś ci).  Odpowiedni  ukł ad 4 (dla  każ dego  ze skł adników  równań)  zawiera
oprócz  trzech momentów podstawowych  także  strumień  ciepła  jako  moment rzę du wyż-
szego.  Równania rozwią zywane  są  w przybliż eniu  liniowym.  Przyjmuje  się , że przy oddzia-
ływaniu z powierzchnią   kropli czą steczki  gazu  nie biorą cego  udziału w przemianie  fazowej
ulegają   odbiciu  dyfuzyjnemu,  natomiast dla czą steczek  pary  istnieje  pewien  nieokreś lony
współczynnik  kondensacji  i współczynnik  akomodacji  energii.  Zakł ada  się  maxwellowski
model  oddział ywania wzajemnego  czą steczek.  Ponadto przyjmuje  się , że temperatury obu
składników są  jednakowe, co pozwala na pominię cie jednego z 8 równań.

Dla  strumienia masy  SHANKAR  otrzymuje  zależ ność

\ń T- {\+c5W,+c6Wa,)Ap

W  l+c1Wv+c2W.e+c3W,W.t  + CtW*l  '
gdzie

Po*  ~Ps(Ti)  Arr,  Tm — Ti
Apm

W  ml  W
YY  v  i  YY  VQ  — nD  nu+ng

*i  -   - 5  imv+mg  nig  mv+mg  (m„+m gy  J

5  j_  mv+mg  Ax  mg+m„   (mg+mv)
2  \

5
m„]/ m gm0  I   _  A2\

(mv+mgy  V  A,  j '

6  K T5^

c2  m  b3~- L
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W  powyż szych  wzorach  /  oznacza ś rednią   drogę   czą steczek  pary  w  nieobecnoś ci  drugiego
skł adnika gazowego,  n —  gę stość  liczbową, D — współ czynnik dyfuzji, m —  masę  czą stecz-
kową .  Stałe Ai  i  A2  są   wyznaczone  z  całek  zderzeń, wartoś ci  tych  stałych nie zostały po-
dane  w  pracy  [19]. Autor  odsyła  czytelnika  do  swej  wcześ niejszej,  trudno dostę pnej  pra-
cy  [20].

Zbadajmy  w  co przechodzi wzór  (9) w  przypadkach  asyjnptotycznych.  W  warunkach
swobodnie  molekularnych  (W„ - *•   0,  Wvg  -»  0) otrzymujemy  zależ ność identyczną   z odpo-
wiednim wzorem w tabl. 1. Obecność dodatkowego  skł adnika gazowego nie ma zatem wpły-
wu  na strumień  masy.

D la  kropel duż ych w oś rodku  dwuskł adnikowym  (Wv~>  oo, Wvg  - * co) wzór  (9) prze-
chodzi  we  wzór  Maxwella  z  poprawką   hydrodynamiczną.  W  przeciwień stwie  do  wzoru
Stefana,  wzór  (9) zapewnia  sensowne  przejś cie  od  oś rodka  dwuskładnikowego  do jedno-
skł adnikowego.

D la  kropel duż ych w  oś rodku jednoskł adnikowym  (Wv  -»  oo, Wvg  ~* 0) wzór  (9) upra-
szcza  się  do postaci

Strumień masy nie zależy w  tym przypadku  od róż nicy temperatur. Podobną  zależ ność

otrzymaliś my już poprzednio (p. (6)). Jeż eli ze zwią zków  (2) i tabl. 2 wyznaczyć wartość  A,
to  okazuje  się , że dla  a  =   jie  =  1 otrzymujemy  l/ A  =  - 2,9  na podstawie  [16] oraz  IIA  =
=  — 4  na  podstawie  [13]. Wartość  analogicznego  współczynnika wyznaczona  za pomocą
wzoru  (9) wynosi  — 8/9.

Należy  zauważ yć,  że w  przyję tej  przez  SHANKARA  funcji  rozkł adu każ dy  człon  «dwu-
stronnego  maxwellianu»  odpowiada  warunkom  gazu  spoczywają cego  (co jednak  nie zna-
czy, że gaz  jako  cał ość pozostaje  w  spoczynku),  tzn.  zależy  tylko  od  2  parametrów  typu
gę stoś ci  i  temperatury.  W  odpowiednich  czł onach  przyjmowanych  w  [16] wystę pował   co
najmniej  jeszcze  1  parametr  typu  prę dkoś ci  makroskopowej.  Dzię ki  temu  uproszczeniu
SHANKAR  otrzymuje  ukł ad  równań,  który  potrafi  rozwią zać  analitycznie.  D la  oś rodka
jednoskł adnikowego  ukł ad  taki zawiera  4 równania. Dodanie dodatkowej  zmiennej w isto-
tny  sposób  komplikuje  równania; w  [16] dla prostszego  geometrycznie przypadku  wyniki
otrzymano  na drodze numerycznej.

Skutki przyję cia  uproszczonej funkcji  rozkł adu uwidaczniają   się  przy analizie przypadku
asymptotycznego, odpowiadają cego  parowaniu  duż ych  kropel w  oś rodku jednoskł adniko-

8  Mechanika  Teoretyczna  3/74
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wym.  W  modelu  Shankara  (o  4  parametrach  swobodnych)  nie  tworzy  się   bowiem  przy
powierzchni  kropli warstwa  Knudsena, co jest prawdopodobną   przyczyną   otrzymania za-
niż onych wartoś ci  strumienia masy,  o czym była mowa poprzednio.

Strumień  ciepła. W  pracach, w  których  obliczano  strumień  ciepła  w  zakresie  poś red-
nich liczb Knudsena z reguły nie uwzglę dniano  przemiany  fazowej  (a  =  0).  W  przypad-
kach  asymptotycznych  mamy wtedy  dla Kn  -> co

qk  =   ptAT,
i dla Kn  -> 0

4%  Kn

N a podstawie uniwersalnego wzoru  SHERMANA (8), otrzymujemy  dla dowolnego  Kn

qc  _  4x  K n
q  "  «+1  fePF'

Nieco inną  zależ ność podają   SPRINGER  i  TSAI   [23], mianowicie

qc  1  4x  Kn
•   +  •

q  1+ Kn

Wyniki  doś wiadczalne  zawiera  praca  TAKAO  [26]. Najlepszą   zgodność  z  doś wiadczeniem
zapewnia metoda wariacyjna  Cercignaniego  i współ pracowników  [3]. Metoda ta  dostarcza
wyników  numerycznych, które  zostały obliczone  przez  autorów  dla  /?„  =  1.

Ze  wzglę du  na  sprzę ż enie  wystę pują ce  mię dzy  strumieniami  masy  i  ciepła  (energii)
wymienione  tu wyniki  mogą   mieć jedynie  ograniczone  zastosowanie  do  przypadku  paru-

•   ją cych  kropel.  '
Strumień pę du. Wymianę  pę du mię dzy  kroplą   a gazem  dla mał ych Re badał  MILLIKA N

[15].  Na podstawie  doś wiadczeń  z  kropelkami  oleju  w  powietrzu,  MILLIKA N  podał   wzór
empiryczny  na  sił ę  oporu  kropli  w  szerokim  zakresie  Kn.  W  naszych  oznaczeniach wzór
ten przyjmuje  postać

1 +a  •  Kn +b  •  Knexp I  -

gdzie a  =  1,234, b  =  0,414, c  = 0,876.
Dla Kn  -+  oo otrzymujemy  zależ ność asymptotyczną

Uniwersalny  wzór  Shermana, po uwzglę dnieniu  (10), przyjmuje  postać

n_ n

CERCIGNANI  i PAGANI   [3] stosując  opracowaną  przez siebie metodę  wariacyjną   obliczyli
numerycznie  siłę  oporu  sfery  przyjmują c,  że współ czynniki  adaptacji  skł adowych  pę du są
równe  1. Otrzymane przez nich wyniki  nie  róż nią   się   wię cej  niż  o  2%  od wzoru  doś wiad-
czalnego Millikana. N ieco wię ksze  (się gają ce  10%) odchylenia daje  wzór Shermana.
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6.  Współ czynniki  kondensacji  i  adaptacji

W  wielu  z przedstawionych  wyż ej wzorów  dla strumieni termodynamicznych  wystę pują
współ czynniki  kondensacji  i  adaptacji  energii  i  pę du,  które  charakteryzują   oddziaływanie
czą steczek  z  powierzchnią   cieczy.  Wyznaczenie  doś wiadczalne  tych  współczynników  nie
zawsze jest ł atwe. Porównanie wyników  doś wiadczalnych  (np.  MILLIKAN ,  TAKAO )  Z teorią
sugeruje,  że współ czynniki  adaptacji  energii  i pę du są  bliskie 1. Wię ksze  trudnoś ci  powstają
przy  wyznaczaniu  współ czynnika  kondensacji  (por.  np.  [17]). Pomiary  dokonywane  przez
róż nych  autorów  prowadzą   czę stokroć  do  bardzo  róż nych  wyników.  Szczególnie  wielkie
rozbież noś ci  wykazują   pomiary  współ czynnika  kondensacji  wody,  który  według  róż nych
autorów  wynosi  od  0,002  do  1. Wydaje  się ,  że  istotny  wpływ  na  wartość  współczynnika
kondensacji  mogą   wywierać róż ne trudno poddają ce  się  kontroli czynniki uboczne, zwłasz-
cza  czystość  powierzchni  cieczy.  W  tych  warunkach  dla  uzyskania  wię kszej jasnoś ci  w  tej
sprawie  potrzebne jest prowadzenie  dalszych  badań  zarówno doś wiadczalnych,  jak  i teore-
tycznych.
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P  e  3  IO  M e

OBMEH  MACCLI ,  H MIiyJIŁC A  H  SH E P rHH  ME>KflY  UIAPOBHflHOił   tJACTHLIEfi
H  TA3OB0H  CPEflOH

B  ypaBHeHHHx T e^e t raa  Mnorocba3H HX CMeceii  (C M . H a n p.  [25])  HiweiOTCH 3aBHCHM0CTH ivie>Kfly  TepMo-

CHJiaMH  reH epH pyioiU H MH 4'a3OBbie  n e p e xo ^ bi  H  noTOiOMH  M accbi,  SH ep rmi  H  KOJI H-

flBn>Keinra.  J ^ J IH  He6ojn>uiHX  OTKJioHeHjiii  OT paBH OBecM   H TH  3BBH C H M OC TH  HMeiOT  jiHHeHHbiii

xapaKTep.  I lpH MeH iiH  ypaBH emiH  fljm   Kom tpeTH oro BH «a  Mnoroct>a3HOH  cpeflw,  neoSxoflHMO  3iiaT&  K03(J)-

43HIlHeHTW  n pH  COOTBeTCTByiOIUHX JIHHeHHLIX  33BHCHMOCTHX.  3TH  KO3<pCpjmHeHTbI  3aBHCHT B MaCTHOCTH

OT  reoMeTpiwecKOH  CTpyKTypw  MHoro4)a3Hott cpeflbi  H  OT n peflen oB H3MeHeHHH

B  flaHHoft  CTaTte  co6paHH  H  cacTeiviaTiraecKH  npH BefleH oe  jiH iepaTypH bie

K  JIHHeiłHWM  3aBHCHM0CTHM  MOKfly  TepMOflHHaMH^eCKHMH CHJiaMH H  TepMOflHHaMHMeCKHMH  nOTOKaMH

fljw   raapoBoii  ^acTH iibi  flBHWymeftcH  c  M anoii  cKopoc ibio  B  ycjioBH Hx  6J I H 3K HX  K TepMOflHHaMimecKOMy

paBH OBecmo.  I IpeflCTaBJieHHbie  pe3yjiBTaTbi  6bu iH  nojiy^ieH bi  fljia   pa3J im iH bix  MOflejieii  c p e ^ bi  u  OTH O-

CH TCH  K  nojiHOMy  «H ana3OHy  ^jH cen  KH yflceH a.

S u m m a ry

MASS,  MOMENTUM  AN D  ENERGY  EXCHANGE BETWEEN  A  SPHERICAL PARTICLE  AN D
GASEOUS MEDIU M

To  the equations  of  flow  of  multiphase  mixture  (see  f.e.  [25]) enter  the relations  between  thermody-
namic forces  generating  the phase change,  and  the mass,  energy  and  momentum fluxes.  For  the  mixture
near  the equilibrium  state  these  relations  are  linear.  Before  applying  the flow  equations  to  any  specific
medium,  one should  know  the coefficients  in  these  relations.  The coefficients  depend  on  the  geometrical
structure of  the multiphase  medium and on  the range  of  Knudsen  number.

In  the paper  such  coefficients,  obtained  by  different  authors  for  the  spherical  particle  moving  with
small  velocity  in  the  gas  medium  near  the  thermodynamic  equilibrium,  are  reviewed  in  a  systematical
manner. The results were obtained on the basis of different  models and cover  the full  range of  the Knudsen
number.

INSTYTUT  PODSTAWOWYCH  PROBLEMÓW  TECHN IKI   POLSKIEJ  AKADEMI I   NAUK,  WARSZAWA

Praca została  złoż ona  w  Redakcji  dnia 11 grudnia 1973  r.


