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1. Wstęp

Osiowo- symetryczne  zagadnienia  obróbki  plastycznej  metali posiadają   duże znaczenie
praktyczne.  Prawie  wszystkie  procesy  kucia  na  mł otach,  prasach,  kuź niarkach  oraz  pra-
sowanie  na  zimno  i  gorą co,  cią gnienie  prę tów,  wytł aczanie  i  przetł aczanie  przebiegają
w warunkach osiowej  symetrii.

Waż nym  i  czę sto  stosowanym  procesem jest  kucie  swobodne  pierś cieni  i  krą ż ków  bę -
dą cych  odkuwkami  wstę pnymi  do  kucia  matrycowego  lub  gotowymi  pół fabrykatami.
Procesy  obróbki  plastycznej  metali  są   bardzo  waż ne  dla  technologii  obróbki  czę ś ci  ma-
szyn  i  urzą dzeń, ponieważ  obniż ają   one koszt  ich  wytwarzania  i wpływają   na wzrost  wy-
trzymałoś ci mechanicznej poprzez zjawisko  umocnienia materiał u.

Procesy  przebiegają ce  w  warunkach  osiowej  symetrii  są,  z  praktycznego  punktu  wi-
dzenia,  szczególnie  istotne.  N iewiele  z  nich  doczekało  się   jednak  analizy  teoretycznej
opartej  na  teorii plastycznoś ci.  Analiza  tych  procesów jest  znacznie trudniejsza  niż proce-
sów  bę dą cych  w  pł askim stanie  odkształ cenia. Waż ność  zagadnień  osiowo- symetrycznych
dla  technologii wytwarzania  skł oniła  autora do podję cia  rozważ ań  nad nimi.

W  analizie  procesów  obróbki  plastycznej  metali  podstawowym  zagadnieniem  jest
okreś lenie  nacisków  pomię dzy  narzę dziem  formują cym  a  materiałem,  energii  zuż ytej
w czasie  procesu  oraz mechanizmu pł ynię cia. Traktując  materiał  jako  sztywno- plastyczny,
izotropowy,  nieś ciś liwy  i  pomijając  efekt  wzmocnienia  oraz  lepkoś ci,  moż emy  znacznie
uproś cić  analizę.  Zagadnienie  pł ynię cia  plastycznego  moż emy  rozwią zywać  metodami
teorii plastycznoś ci,  poszukują c:

1) rozwią zań  ś cisłych,
2) ocen noś noś ci:

a)  oceny  górnej  na  podstawie  pól  kinematycznie  dopuszczalnych  (pól  charakterys-
tyk  prę dkoś ci, zadanych analitycznych rozkł adów prę dkoś ci lub  ruchu sztywnych  bloków),

b)  oceny  dolnej  na  podstawie  pól  statycznie  dopuszczalnych  (pól  charakterystyk
naprę ż eń  lub  zadanych  analitycznych  rozkł adów naprę ż enia),

3)"rozwią zań  uproszczonych.
D la  celów  praktycznych  wię ksze  znaczenie  mają   metody  uproszczone.

W pracy podano rozwią zania  dwóch, praktycznie waż nych, zagadnień obróbki plastycz-
nej  metali:

1. Wciskanie  dwóch przeciwległych  cylindrycznych  stempli  w krą ż ek  (rys. 1).
2.  Ś ciskanie  pierś cieni mię dzy  sztywnymi  pł ytami (rys. 2).

*  Streszczenie pracy  doktorskiej  pt. Osiowo- symetryczne zagadnienia obróbki plastycznej metali,  obro-
nionej  w  czerwcu  1973  r.  [9].
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Do  znalezienia  nacisków  jednostkowych  i  mechanizmu płynię cia zastosowano  metodę

charakterystyk,  metodę   założ enia  funkcji  rozkł adu  prę dkoś ci  oraz  metodę   uproszczoną.

Wyniki  teoretyczne porównano z wynikami  doś wiadczalnymi.
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Rys.  1. Schemat wciskania  dwóch  przeciwległych
cylindrycznych  stempli  w  krą ż ek

Rys.  2.  Schemat  ś ciskania  pierś cienia  mię dzy
sztywnymi  płytami

Pole  statyczne  znajdziemy  wychodząc  z  równań  równowagi  dla  osiowej  symetrii,  wa-

runku  plastycznoś ci  Treski  i  postulatu  pełnej  plastycznoś ci.  Po  rozwią zaniu  ukł adu

równań  otrzymujemy  równania  róż niczkowe  charakterystyk  i  zwią zków  wzdłuż  cha-

rakterystyk  [23, 26]

(1.1)

dp—2kd$  ——  (dz±dr)  dla  lin ii'a,

dp+2kd&  =   - - —(dz+dr)  dla  lini i /?.

G órne  znaki  dotyczą   pł ynię cia  materiału  na  zewną trz,  dolne  natomiast —  do  ś rodka

przyję tego  układu  osi  współ rzę dnych.  Pole  kinematyczne  znajdziemy  wychodząc  z  wa-

runku  nieś ciś liwoś ci  i  warunku  izotropii.  Równania  róż niczkowe  charakterystyk  dla

prę dkoś ci  i  zwią zków  wzdłuż  charakterystyk  dla  prę dkoś ci  przyjmują   postać

(1.2)

dz_

dr
vrdVrCosft+dvzsin&  -   — - y-(drcos&+dzsin#)  dla  lini i  a,

vr

~2r
-  dr sin#) dla  lini i /?.

Równania  róż niczkowe  charakterystyk  dla  prę dkoś ci  (1.2)  są   takie  same,  jak  równania

róż niczkowe  charakterystyk  dla  naprę ż eń  (1.1),  a  wię c  charakterystyki  dla  prę dkoś ci

pokrywają   się  z charakterystykami  dla naprę ż eń.

Wzdłuż  lini i  niecią głoś ci  prę dkoś ci  a  skok  prę dkoś ci  jest  okreś lony  wzorem

(1.3) kl •

w  którym  R jest  promieniem punktu przecię cia  rozpatrywanej  lini i  z  osią   r,  va  jest  skła-

dową   prę dkoś ci  w  tym  punkcie,  r  jest  współ rzę dną   punktu,  w  którym  wartość  skoku
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składowej  prę dkoś ci  Ava  jest  obliczona.  Analogiczny  wzór  obowią zuje,  gdy  linią   niecią-
głoś ci prę dkoś ci jest  linia /?.

Nacisk  jednostkowy  p  potrzebny  do  odkształ cenia plastycznego  oblicza  się   z  bilansu
energii  dysypacji  w  elementach  obję toś ci,  na  powierzchniach  kontaktu  z  narzę dziem
i na liniach niecią głoś ci. Nacisk ten oblicza  się  z równania  [1, 14]

(1.4)  ^pv0dF0  =  f  oukijdV+  j  rsvsdFs,
Fo ¥ • F,

a  w przypadku  przyję cia  warunku  plastycznoś ci  Hubera- Misesa z równania

(1.5)  /   pvodFo  =  J  apeidV+  j  TsvsdFs.
F*  V F,

Z  równań  (1.4)  i  (1.5)  oblicza  się   górną   ocenę  noś noś ci granicznej.

2.  Wciskanie  dwóch  przeciwległ ych  cylindrycznych  stempli  w  krą ż ek

Zagadnienie  wciskania  dwóch  przeciwległych  cylindrycznych  stempli  w  krą ż ek  wystę-
puje  w  procesie  kucia  odkuwek  swobodnie  kutych  z  otworem w  ś rodku  oraz w  pierwszej
fazie  kucia  matrycowego  wszelkiego rodzaju  kół , pierś cieni  i krą ż ków  również z otworem
w  ś rodku.  Zagadnienie to zostanie  rozwią zane  metodą   charakterystyk  i metodą  założ enia
funkcji  rozkł adu prę dkoś ci pł ynię cia.

2.1. Obliczenie ś redniego nacisku jednostkowego metodą  charakterystyk. Zadanie wciskania dwóch
przeciwległych  cylindrycznych  stempli  w  krą ż ek  moż na  rozwią zać  metodą   charakterys-
tyk przez  rozbicie go  na dwa  zagadnienia:

1) roztł aczanie pierś cienia o promieniu rs  <  r <  rm  ciś nieniem q wynikają cym  ze ś ciska-
nia  walca  o  promieniu  rs  stemplami  (vr  >  0, eg  >  0, er+ee  =  0),

2) ś ciskanie walca  o ś rednicy 2/-s mię dzy stemplami z uwzglę dnieniem  działania boczne-
go ciś nienia q.

Ciś nienie q  roztł aczania pierś cieni może przyjmować  wartoś ci  od zera do 2k.  Maksymalny
promień  pierś cienia  /• ,„,  który  bę dzie  zależ ny  od  przyję tego  ciś nienia  q  moż na  znaleź ć
z równania

(2.1)  rm  =   rse

Jeś li przyjmiemy,  że ciś nienie q  roztł aczania pierś cienia działa na pobocznicę  walca ś ciska-
nego  stemplami  (q  =  — or),  to  wówczas  na  brzegu  walca  mamy jednorodny  stan naprę-
ż enia  ar  =   —q,oz=   —(2k+q).  Przyjmując  taki  stan  naprę ż enia zamiast  stanu naprę ż e-
nia  dla  ś ciskania  walca  ar  =  0,  az  =  —2k  uwzglę dnimy  oddziaływanie  pierś cienia  na
walec,  a tym  samym  rozwią ż emy  zadanie wciskania  stempli w  krą ż ek.
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Rozwią zanie  statyczne  krą ż ka  pod  stemplami  znajdziemy  rozwią zując  równania  (1.1)
dla  przyję tych  warunków  brzegowych.  Pole  charakterystyk  wraz  z  polem  kinematycznym
pokazano  na  rys.  3.  Dolną   ocenę   noś noś ci  zadania  obliczono  ze  stanu  naprę ż enia  na
ostatniej  charakterystyce  ODC  (rys.  3)  i  przedstawiono  na  rys.  4.

A'  E

Rys.  3. Pole  naprę ż eń  i  pole  prę dkoś ci  płynię cia  dla  rs\h = 1,5

p/ 2k
3,0

W

i 5
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- "   2.0

1   4R

2,0  3,0

Rys.  4. Dolna  ocena  noś noś ci  krą ż ków

0

w  rm/ r s

Rys.  5.  Pole  naprę ż eń  i  prę dkoś ci  pł ynię cia  dla  krą ż ków  o  promien iu rm  <  r s+ 2/ i  j — = 1 ,5
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Rozwią zanie  kinematyczne  krą ż ka  (rys.  3), w  czę ś ci  pod  stemplem, jest  zbudowane
na polu statycznym, natomiast w pierś cieniu przyjmujemy  dowolne pole o prostoliniowych
charakterystykach.  Rozwią zanie  znajdujemy  z  równań  (1.2).  Na  rys.  5  przedstawiono
pole  naprę ż eń  i  prę dkoś ci  pł ynię cia dla  krą ż ków  o  promieniu  ;• „,  <  rs+2h.  Górną  ocenę
noś noś ci oblicza  się  z pola kinematycznego wykorzystując  równanie  (1.4). Wyniki  obliczeń
przedstawiono  na  rys.  6.  Krzywa  /   nacisków  jednostkowych  przechodzi  przez  punkt
obliczony  przez  EASONA  i  SHIELDA  [7]  (rjh  =  0,274,  fx =  0,139, p  -   3,02 •  2/c).

O  1,0  2,0  3,0  4,0  r s/ h

Rys.  6.  Górna  ocena  noś noś ci  krą ż ków  obliczona  metodą   charakterystyk

Rys.  7. Rozkład  prę dkoś ci  płynię cia
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2.2.  Obliczenie górnej oceny nacisku jednostkowego metodą  zał oż enia funkcji  rozkł adu prę dkoś ci pł ynię cia.

Górną   ocenę   noś noś ci  granicznej  dla  osiowo- symetrycznych  zadań  moż na  znaleźć
z  kinematycznie  dopuszczalnego  pola  prę dkoś ci  utworzonego  z  przyję cia  funkcji  opi-
sują cej  promieniową   vr  lub  osiową   vz  składową   prę dkoś ci  pł ynię cia. Funkcje  te  muszą
spełniać  warunki  pola  kinematycznie dopuszczalnego. Do  rozwią zania  zadania  wciskania
dwóch  przeciwległych  cylindrycznych  stempli  w  krą ż ek  przyjmujemy  liniową   zmianę
prę dkoś ci wzdłuż osi  z w postaci

(2.2) • a o  z

Rozkł ad  prę dkoś ci  pł ynię cia w  krą ż ku  pokazano  na  rys.  7. Wykorzystując  warunek  nie-
ś ciś liwoś ci  obliczamy  składowe prę dkoś ci  odkształ ceń i  intensywność  prę dkoś ci odkształ-
ceń.  Z  równania  (1.5)  obliczamy  ś redni  nacisk  jednostkowy,  którego  zależ ność  od  para-
metrów  geometrycznych  pokazano  przykł adowo  dla  współ czynnika  tarcia  c  =  0,35  na
rys.  8.

Rys.  8. Zależ ność ś redniego  nacisku  jednostkowego  od wymiarów  krą ż ka  i  ś rednicy  stempli  dla tarcia
suchego  (c = 0,35)

2.3.  Analiza  wyników  obliczeń  i  ich porównanie.  D o lna  ocena  nacisku  jedn ostkowego  krą ż-
ków  (rys.  4)  roś nie  wraz  ze  wzrostem  stosunków  wymiarów  kr ą ż ka  rs/ h  i  rm/ rs.  D la
krą ż ków  o  promieniu  rm  >  2,72 •   rs  nacisk  zależy  tylko  od  wysokoś ci  h,  a  nie  zależy  od
promienia  rm  a  zatem  zewnę trzna  czę ść  krą ż ka  o  promieniu  /• „, >  2,72-   rs  jest  sztywna
i  nie wpływa  na  noś ność graniczną.  Na  rys.  6 przedstawiono  górną   ocenę  noś noś ci  krą ż-
ków  obliczoną   metodą   charakterystyk.  Krzywa  /  przedstawia  nacisk  dla  krą ż ków  o  duż ej
ś rednicy  (r„ , >  rs+2h),  krzywe  II,   III   i  IV  okreś lają   naciski  dla  krą ż ków  o  promieniu
rm  <  rs+2h  (według  rozwią zania  z  rys.  5),  natomiast  krzywa  V  pokazuje  naciski  przy
ś ciskaniu  walca.  Naciski  obliczone  metodą   założ enia funkcji  rozkł adu prę dkoś ci  (rys.  8)
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zależą   od  geometrii  krą ż ków  i  od  przyję tego  tarcia  na  kontakcie  (współczynnika  c). Na-
cisk  jednostkowy  roś nie  wraz  ze  wzrostem  współ czynnika  c  i  stosunku  promieni  krą ż ka
rmjr s.

N a  rys.  9  przedstawiono  górną   i  dolną   ocenę   nacisków  obliczoną   metodą   charakte-
rystyk.  Wyników  metody  zał oż enia  funkcji  rozkł adu prę dkoś ci  nie  porównywano  z  wy-

wyniki  teoretyczne
górnej  granicy

— —  wyniki  teoretyczne
dolnej  granicy

• to

Rys.  9.  Porównan ie  wyników  teoretycznych  metody  charakterystyk

nikami  uzyskanymi  metodą   charakterystyk,  ponieważ  metoda  ta  opiera  się   na  innych
założ eniach  i w  zwią zku  z  tym krzywe  nacisków  mają   zupełnie inny  charakter wznoszenia
i opadania.

3.  Ś ciskanie  pierś cieni  mię dzy  dwiema  sztywnymi  pł ytami

3.1. Obliczenie ś redniego  nacisku  jednostkowego  metodą  charakterystyk.  Rozwią zanie  zagadnie-
nia  ś ciskania  pierś cieni  (rys.  2)  polega  na  znalezieniu  dopuszczalnego  pola  naprę ż eń
i  dopuszczalnego  pola  prę dkoś ci  pł ynię cia dla  przyję tych  warunków  brzegowych.  Przyj-
mujemy  statyczne  warunki  brzegowe  na  swobodnej  powierzchni  bocznej  zewnę trznej
i wewnę trznej  pierś cienia,  ar  =  0, <sz  =  ~2k.  Na kontakcie pierś cienia z pł ytami przyjmu-
jemy  tarcie  poś lizgowe  scharakteryzowane  współczynnikiem  tarcia  fj, =   r„l<r z wynikają -
cym  z  ostatniej  charakterystyki  rozwią zania  statycznego  zadania.  D la  rozwią zania  ki-
nematyki  przyjmuje  się   warunek  brzegowy  na  powierzchniach  czołowych  pierś cienia,
które poruszają   się  ruchem pionowym ze znaną  prę dkoś cią   narzę dzia v0.  Oczywiś cie z  taką
samą   prę dkoś cią   v0  poruszają   się   obszary  sztywne  przylegają ce  do  płyt.

Z doś wiadczeń  ś ciskania  pierś cieni  wiemy, że pewna  czę ść  materiału pierś cienia płynie
na  zewną trz,  czyli  zgodnie  z  dodatnim  kierunkiem  osi  r,  a  pewna  (wewnę trzna)  czę ść
materiału pł ynie do  ś rodka  przyję tego  ukł adu osi  współ rzę dnych  r,  z.  Istnieje  zatem pro-



300 M.  GRZYMKOWSKI

mień  neutralny  r„  rozdzielają cy  pierś cień  na  wspomniane  strefy  ruchu  materiał u. Warun-
kiem poprawnego  rozwią zania  statycznego jest, aby  naprę ż enie promieniowe  ar,  obliczone
dla wypływu  na zewną trz  i  dla  wpływu  materiału do  ś rodka  pierś cienia, było cią głe. Nie-
cią głe  mogą   być  natomiast  naprę ż enia  <T0  i  <rz.

Ze  wzglę du  na  osiową   symetrię   zadania  (geometria  pierś cienia  i  warunki  brzegowe)
poszukiwane  pole  naprę ż eń, jak  i pole  prę dkoś ci jest symetryczne  wzglę dem  osi z  i płasz-
czyzny  ś rodkowej  pierś cienia.  Wystarczy  zatem rozważ yć  tylko  jedną   czwartą   czę ść prze-
kroju.

Budowę   rozwią zania  oraz analizę  poszczególnych  obszarów  wygodnie  jest  przedstawić
na  konkretnym  przykładzie  przedstawionym  na  rys.  10,  w  którym  przyję to  rjh  =  4,0,
f'z/ rw  =  4,0.  Najpierw  zostanie  przedstawione  rozwią zanie  statyczne  dla  wypływu  ma-
teriału  na zewną trz,  a  nastę pnie dla  wpływu  materiału do  wewną trz  pierś cienia.  Polu  sta-
tycznemu  zostanie przyporzą dkowane  rozwią zanie kinematyczne.

Rys.  10.  Pole  naprę ż eń  i  pole  prę dkoś ci  dla  pierś cienia  o  wymiarach  rjh  = 4  i  rzjrw  — 4

Przy  wypływie  materiału  na  zewną trz  pierś cienia  czyli  w  kierunku  dodatnim  osi /•,
prę dkość  wypływu  vr  >  0,  a  tym  samym  i  prę dkość  odkształ cenia  obwodowego  ś8  =
=   vr/ r  >  0. Z analizy  stanu prę dkoś ci odkształ cenia ze stanem naprę ż enia wynika, że a3 —
=  ffj,  a  główne  prę dkoś ci  odkształ ceń mają   nastę pują ce  znaki:  hj. >  0,  e2  <  0,  e3  >  0.
N a  swobodnej  powierzchni  bocznej  CD  pierś cienia  (rys.  10)  znane  są   naprę ż enia  ar  =
=   0,  az  =  — 2/c.  Linia  CD  nie jest  charakterystyką   i  rodzina  lini i  a  podchodzi  do  niej
pod  ką tem  $  =  3/4?r.  Rozwią zując  równania  róż niczkowe  (1.1)  dla  odpowiednich  za-
gadnień  (Cauchy'ego, charakterystycznego, zdegenerowanego  zagadnienia  charakterystycz-
nego  i  mieszanego)  otrzymamy  rozwią zanie  dla  naprę ż eń  w  polu  CDEGF  dla  wypływu
materiału na zewną trz pierś cienia. Z rozwią zania  tego wynika, że w  obszarze  CDE  istnieje
jednorodny  stan  naprę ż enia  i  charakterystyki  są   prostoliniowe.

Przy  wpływie  materiału do  ś rodka  pierś cienia,  w  kierunku  ujemnym  osi  r,  prę dkoś ci
płynię cia vr  <  0 i prę dkość odkształ cenia  obwodowego  e0  <  0. Wynika  stą d, że  a3  =   a2,
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a  główne  prę dkoś ci  odkształ cenia  spełniają   nastę pują ce  nierównoś ci:  kt  >  0,  s2  <  0,
e3  <  0.  N a  swobodnej,  wewnę trznej  powierzchni  bocznej  (linia  BK)  pierś cienia  (rys.  10)
znane  są   również  naprę ż enia  a,  =  0,  az  =  — 2k.  Pole  naprę ż eń  znajdujemy  rozwią zując
równania  (1.1)  ze znakami  dolnymi.

Z  równań  tych  wynika,  że  w  cał ym polu  BJK  ką t  nachylenia  charakterystyk  a  (linie
równoległe  do  BJ)  wynosi  • &  — 3/4sr, a  ciś nienie p  jest  zmienne. W  polu BJK  mamy  cha-
rakterystyki  prostoliniowe,  ale  niejednorodny  stan  naprę ż enia.  Linia  BHG  i  linia  CFG
wyprowadzane  są   tak  daleko,  aż  bę dzie  spełniony warunek  równoś ci  naprę ż eń promienio-
wych  ar  otrzymanych  z  rozwią zania  dla  wpływu  materiału do  ś rodka  i  dla  wypływu  ma-
teriału  na zewną trz  pierś cienia.

Z  rozwią zania  statycznego  ś ciskania  pierś cieni  (rys.  10)  obliczamy  dolną   ocenę  noś-
noś ci  granicznej,  którą   pokazano  na rys.  11.

Rys,  11.  Dolna  ocena  noś noś ci  granicznej  pierś cieni

Poniż ej  zostanie  przedstawione  rozwią zanie  kinematyczne  ś ciskania  pierś cieni.  Po-
nieważ  równania  róż niczkowe  charakterystyk  dla  prę dkoś ci (1.2)  są   takie  same, jak  rów-
nania  róż niczkowe  charakterystyk  dla  naprę ż eń  (1.1),  to  do  pełnego  wyznaczenia  pola
kinematycznego  pozostaje  jedynie  wyznaczenie  wektorów  prę dkoś ci  we  wszystkich punk-
tach  siatki  charakterystyk  dla  naprę ż eń.  Inaczej  mówią c,  na  polu  statycznym  zostanie
zbudowane  pole  kinematyczne.

Pole  kinematyczne  zostaje  zbudowane  przy  założ eniu,  że  obszar  BCFHG  (rys.  10)
jest  sztywny  i  porusza  się   pionowo  w  dół   z  prę dkoś cią   v0  tak  jak  narzę dzie.  Obszary
CDEGF  i  BKJGH  są   plastyczne.  Linia  BHG  jest  charakterystyką   a,  a  linia  CFG  — cha-
rakterystyką   /?. Linie  te  są   liniami  niecią głoś ci  dla  prę dkoś ci.  Najpierw  należy  wyznaczyć
kinematykę   dla  wypływu  materiału  na  zewną trz,  a  nastę pnie —  do  ś rodka  pierś cienia
posługując  się   równaniami  (1.3)  i  (1.2).  Z  pola  prę dkoś ci  pł ynię cia  wyznacza  się   pole
prę dkoś ci  odkształ ceń  i  nastę pnie  oblicza  się   górną   ocenę  nacisku  jednostkowego  [z  rów-
nania  (1.4)],  którą   pokazano  na  rys.  12.
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Nacisk jednostkowy  obliczony  z pola  statycznego  (rys.  11), jak  i  z pola  kinematyczne-
go  (rys.  12) wzrasta  wraz ze wzrostem  stosunków  wymiarów  pierś cienia  rz/ h  i rz/ rw.  Inaczej
mówią c,  nacisk  ten jest  tym  wię kszy,  im  pierś cień  jest  cień szy  i  im wię kszą   posiada  po-
wierzchnię   kontaktową   z pł ytami.

plik
40
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3,0

gja

1,5
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Rys.  12.  G órna  ocena  noś noś ci  granicznej  pierś cieni

Z/ h
• 7?

3.2.  Obliczenie  nacisku  jednostkowego  metodą   zał oż enia  funkcji  rozkł adu  prę dkoś ci.  P o d o b n ie

jak  w  punkcie  2.2,  przyjmijmy  również  liniową   zmianę   prę dkoś ci  pł ynię cia  wzdłuż
osi  z pierś cienia.  Rozkł ad  prę dkoś ci  pł ynię cia w  pierś cieniu  pokazano  na  rys.  13.  Z  tak
utworzonego  pola  prę dkoś ci  pł ynię cia  oblicza  się   górną   ocenę   noś noś ci  granicznej
pierś cienia.  Z  najmniejszej  mocy dysypowanej  (dDJ8r„  =  0)  w  pierś cieniu  znajduje  się

Rys.  13.  Rozkł ad  prę dkoś ci  pł ynię cia  w  pierś cieniu
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promień  neutralny  r„,  przy  pomocy  którego  oblicza  się  nastę pnie najmniejszy  nacisk  jed-
nostkowy  bę dą cy  górną   oceną   noś noś ci.  Zależ ność  promienia  neutralnego  od geometrii
pierś cienia  i współ czynnika  c uwzglę dniają cego  tarcie pokazano na rys.  14, a  odpowiada-
ją cy  mu  nacisk jednostkowy  — na  rys. 15.
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Rys.  14. Zależ ność r„/ r w  od rjh  i współczynnika  Rys. 15. Zależ ność  nacisku  jednostkowego p\av

c  dla rz[r w  -   2,0  od rzjh  i  współ czynnika  c dla rzlrw  =  2,0

3.3.  Uproszczona  metoda  obliczania  ś redniego  nacisku  jednostkowego  ś ciskania  pierś cieni.  W  t ym

punkcie  zostanie  przedstawiona  uproszczona  metoda  obliczania  nacisku  jednostkowego
ś ciskania  pierś cieni  pomię dzy  dwiema  sztywnymi  pł ytami  z  prę dkoś cią   v0.  Metoda ta
opiera  się  na nastę pują cych  zał oż eniach:

1) stan naprę ż enia w ś ciskanym  pierś cieniu  zależy  jedynie  od promienia r,

2)  naprę ż enie w kierunku  osi z, az jest na całej  wysokoś ci pierś cienia H  stałe  i  równe
naciskowi  jednostkowemu  pł yty,

3) naprę ż enie styczne  rrz  = 0 powoduje,  że naprę ż enie ar,  ae,  az  są  głównymi,



304 M .  GRZYMKOWSKI

4)  przyję cie  Iiipotezy  Haara- Karmana o  pełnym  uplastycznieniu  materiału  (ae  =  ar

przy  wypływie  materiału na zewną trz,  a0  =  c* Przy  wpływie  materiału do  ś rodka  pier-
ś cienia).
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Rys.  16.  Zależ ność  promienia  neutralnego  od
współczynnika  tarcia / i i stosunku  promieni pier-  *

ś cienia  r2/ rw  dla  rz\h  = 4
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Rys.  17, Zależ ność ś redniego  nacisku  jednostko-
wego  od  wymiarów  pierś cienia  (rz/ h,  rg/ rw)  dla

fl  =   0,3

Rozwią zanie  zagadnienia  ś ciskania  pierś cieni  polega  na  rozwią zaniu  równań  równo-
wagi  pierś cienia  dla płynię cia materiału na zewną trz  i dla płynię cia materiału do  ś rodka
pierś cienia

(3.1)
7

dr
'   X  TT  '

r  H

przy przyję ciu  hipotezy  Haara- Karmana o pełnym uplastycznieniu materiału

(3.2)  tf8  =  ar  lub  a9  =   az,

warunku  plastycznoś ci  Treski

(3.3)  ar- az=2k
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oraz jednostkowej  siły  tarcia na powierzchni  kontaktu

(3.4)  t =  - na,

w przypadku  tarcia poś lizgowego  i

(3.5)  /  =  k

w przypadku  tarcia  przylgowego.

N a  kontakcie  pierś cienia  z pł ytą   wystę puje  tarcie  poś lizgowe  tylko  wtedy,  gdy spełniona
jest  nierówność  ojlk  <  1/ 2/ i,  dla az/ 2k  >  1/ 2̂  wystę puje  tarcie  przylgowe.

Z  rozwią zania  równań  [(3.1) do (3.5)] otrzymujemy  po dwa zestawy  równań dla naprę-
ż eń  ar,  az  (jeden  dla pł ynię cia  materiału na zewną trz  pierś cienia,  a  drugi —do  ś rodka
pierś cienia)  dla tarcia  poś lizgowego,  mieszanego  i przylgowego.  Z przyrównania  naprę ż eń
promieniowych  ar  otrzymanych  dla wpływu  materiału do ś rodka  pierś cienia  z naprę ż e-
niami dla wypływu  materiału na zewną trz  pierś cienia  otrzymujemy  promień neutralny  rjr w

rozdzielają cy  te dwie  strefy  pł ynię cia. N a rys.  16 pokazano  zależ ność promienia neutralne-
go  od geometrii  pierś cienia  i warunków  tarcia na kontakcie. Z cał kowania naprę ż eń nor-
malnych  az  po powierzchni  pierś cienia  otrzymujemy  nacisk  jednostkowy,  który  przykła-
dowo  pokazano na rys.  17.

3.4.  Analiza  wyników  obliczeń  i  ich porównanie.  Wyniki  obliczeń  teoretycznych  przedsta-
wione  na rysunkach  od 11 do 17 układają   się  w  sposób  przewidywany  i  zgodny  z  doś-
wiadczeniem.  Nacisk  jednostkowy  wzrasta  wraz  ze wzrostem  stosunków  wymiarów  pier-
ś cienia  (ra/ rw) i (rjh)  i tarcia  na kontakcie.  Nacisk  ten maleje,  gdy powierzchnie  czołowe
pierś cienia  maleją,  maleje  również  gdy wysokość  pierś cienia  wzrasta.  Na rys. 18 pokaza-

p/ 2k
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Rys.  18.  Porównan ie  wyników  obliczeń

górna  ocena  obliczona  metodą   charakterystyk,  dolna  ocena  obliczona  metodą   charakterystyk,  ocena
obliczona  metodą   przybliż oną,  ocena  obliczona  metodą   zał oż enia  funkcji
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no  porównanie  wyników  teoretycznych  dla  ś ciskania  pierś cieni.  Jedynie  górna  ocena
noś noś ci  obliczona  metodą   charakterystyk  wykazuje  wię kszą   rozbież ność  wyników.  Na-
ciski  obliczone metodą  założ enia funkcji  i metodą  uproszczoną   w cał ym zakresie  badanych
stosunków  wymiarów  pierś cieni  są   prawie  identyczne.

4.  Wyniki  doś wiadczeń

Przeprowadzone  doś wiadczenia  miały na  celu  z jednej  strony  zweryfikowanie  założ eń
o  postaci  deformacji  metalu  próbki,  z  drugiej  —  porównanie  iloś ciowej  zgodnoś ci  wy-
ników  doś wiadczalnych  nacisków  jednostkowych  z  wynikami  teoretycznymi.

H  H

Rys.  19.  Zależ ność  a- e  dla  badanego  ołowiu;  e  =  6-

Doś wiadczenia  przeprowadzono  na  próbkach  wykonanych  z  oł owiu  Pb2  o  charakte-
rystyce  pokazanej  na  rys.  19. Jak  wiadomo, ołów jest jednym  z metali  technicznych o naj-
lepszych  własnoś ciach  plastycznych.  Trzeba  jednak  pamię tać,  że  posiada  on  własnoś ci
sprę ż yste,  jest  czuły  na  prę dkość  odkształ cenia  i  wykazuje  wzmocnienie.  Właś ciwoś ci
plastyczne  próbek  zależą   od  technologii  ich  odlewania  i  wykonania  i  od  stopnia  zanie-
czyszczenia  materiał u.  Z  tych  powodów  wyniki  doś wiadczalne  mogą   nawet  znacznie róż-
nić się   od wyników  teoretycznych.

Jako  kryterium  uplastycznienia  przyję to  naprę ż enie  ap  odpowiadają ce  trwałemu  od-
kształ ceniu  e =  0,1%.  Otrzymane  w  ten  sposób  wartoś ci  pokrywają   się   z  naprę ż eniami
wyznaczonymi  metodą   przedłuż enia prostych  do  przecię cia  i  z  mefodą   najwię kszej  krzy-
wizny  wykresu  a—E  (rys.  19).  Na  rys.  20  pokazano  porównanie  wyników  teoretycznych
z  doś wiadczalnymi  dla  zadania  wciskania  stempli  w  krą ż ek,  a  na  rys.  21  pokazano  po-
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równanie  dla  ś ciskania  pierś cieni.  Wyniki  przedstawione  na  tych  rysunkach  są   zgodne
z  twierdzeniemi  o noś noś ci granicznej.

Jak  wykazały  doś wiadczenia,  próbki  deformują   się   w  sposób  podobny  do założ onego
teoretycznie.  Na  rys.  22  pokazano  deformację   siatki  kwadratowej  przez  wciś nię cie  cylin-
drycznych stempli w krą ż ek  (prawie identyczna do założ onej teoretycznie, rys.  3), natomiast

Rys.  20. Porównanie  wyników  teoretycznych  z doś wiadczalnymi  dla wciskania  stempli  w  krą ż ek
••  wyniki  doś wiadczalne,

metodą   charakterystyk
.  górna  granica  obliczona  metodą   charakterystyk,  — • —•—  dolna  granica  obliczona
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Rys.  21. Porównanie  wyników  teoretycznych  z  doś wiadczalnymi  dla ś ciskania  pierś cienit

• wyn i ki  d o ś w i a d c z a l n e,  —•  —  —  g ó r na  o c e na  o b l i c z e n ia  m e t o dą   c h a r a k t e r y s t y k,  —• ••  —  • ••  d o l na  o c e na  o b l i c z o na"J i i i r ^ l  U U ^ Wit lU ^ i l lU C i  "—• *  —"  • —•   gUI  U il  UUClIŁl  UU lJU iCU lcl  lllu it ł U i] .  L.Hrll <lrVLt;i ysiy  I t ,  "* " ł  •   » —  •   •   •   UUIU A  U LCii a  U U ll^ X

metodą   charakterystyk,  —  —  -—  ocena  obliczenia  metodą   przybliż oną,  ocena  obliczenia  metodą   zał oż enia  funkcji

7  Mechanika  Teoretyczna  3/74



Rys.  22.  Siatka  kwadratowa  po  odkształceniu na  próbce  o  wysokoś ci  H  -   30
mm

Rys.  23.  Pierś cienie  z  naniesioną   siatką   kwadratową   po  odkształceniu  eir  =  0,35

[308]
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Rys.  24. Porównanie  teoretycznych  promieni  neutralnych  z doś wiadczalnymi

na  rys.  23  pokazano  zdeformowaną   siatkę   ś ciskanych  pierś cieni,  przy  pomocy  której
moż na  ocenić poł oż enie promienia neutralnego. Jak  wyniki  doś wiadczalne  korelują   z  wy-
nikami  teoretycznymi  obliczonymi  róż nymi  metodami pokazano na  rys.  24.

5.  Wnioski

W  ś wietle  przytoczonych  wyników  zarówno  teoretycznych, jak  i doś wiadczalnych na-
leży  stwierdzić,  że  metody  teorii  plastycznoś ci  obliczania  nacisku  jednostkowego  oraz
mechanizmu  począ tkowego  pł ynię cia metalu  róż nych  procesów  obróbki  plastycznej  dają
wyniki  dość  dobrze  potwierdzone  przez  doś wiadczenie.  Najlepsze  wyniki  daje  metoda
charakterystyk,  co wydaje  się   być  spowodowane  mniejszą   liczbą   założ eń  upraszczają cych
w porównaniu z metodą   zał oż enia funkcji  i metodą   uproszczenia. Metoda  charakterystyk
powinna być  stosowana  do  obliczeń procesów  plastycznych, ponieważ  nie jest  ona praco-
chł onna,  a jednak  daje  dużo  informacji  odnoś nie nacisków  jednostkowych  i mechanizmu
płynię cia metalu.

Wykaz  oznaczeń

dij  tensor  naprę ż enia,
r, 0, z  współ rzę dne  walcowe  punktu,

ar,  c?o, az,  T „   naprę ż enia  w  układzie  współ rzę dnych  walcowych,
ffi»  a2>  o3  n apr ę ż en ia  gł ówne,

crp  naprę ż enie  uplastyczniają ce,
k  granica  plastycznoś ci  na ś cianie,

7*
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p  ś rednic  naprę ż enie,
p  ś redni  nacisk  jednostkowy,
q  ciś nienie  wewnę trzne,

T S  naprę ż enie  styczne  na  lini i  niecią głoś ci  lub  na  kontakcie  materiału  z  narzę dziem,
vr,  vz  prę dkość  płynię cia  w  układzie  współ rzę dnych  walcowych,

vo  prę dkość  ruchu  narzę dzia,
va, vp  prę dkoś ci  płynię cia  wzdłuż  charakterystyk  a  i  fł ,

vs  prę dkość  styczna  na  linii  niecią głoś ci  lub  na  kontakcie  materiału z  narzę dziem,
By  tensor  prę dkoś ci  odkształ cenia,

er,  e$, ez,  erz  prę dkoś ci  odkształ ceń  w  układzie  współ rzę dnych  walcowych,
Bi,  E2,  e3  gł ówne  prę dkoś ci odkształ ceń,

śj  intensywność  prę dkoś ci odkształ ceń,
P  siła zewnę trzna,

D w  moc  sił   wewnę trznych,
Fo  powierzchnia  czoł owa narzę dzia  lub  powierzchnia  począ tkowa  próbki,
Fs  powierzchnia  niecią głoś ci  lub  powierzchnia  kontaktu  materiału z  narzę dziem,
&   ką t,  jaki  tworzy  charakterystyka  a. z  osią   r  w  pł aszczyź nie  r,  z,
c  współ czynnik  tarcia,
H  współ czynnik  tarcia  suchego  Coulomba,
t  jednostkowa  siła  tarcia,
r  promień  bież ą cy,

rs  promień stempla,
rm  promień  zewnę trzny  krą ż ka,
h  poł owa wysokoś ci  H  krą ż ka  lub  pierś cienia  (H  =   2h),
rn  promień neutralny  w  pierś cieniu,
r„   promień  wewnę trzny  pierś cienia,
rz  promień  zewnę trzny  pierś cienia.
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P  e 3  IO  M e

K3BPAHHLIE  OCECHMMKTPHMECKHE  UPOBJIEMLI   nJIACTH ^ECKOS  OEPAEOTKH
METAJIJIOB

B  paGoTe upoEOfliiTCH  TeopeMmecKHii  H 3i<cnepnMeiiTaJiŁHBiH  aHaJiH3 flByx npaKTHiecKH  sa>KHbix
BonpocoB  njiacTHMecKoii  o6pa6oTi<H  MeTannoB: BflaBHiiBanim  B Kpyrjiti H  SUCK  flsyx  npoTHBonojiowHO
pacnojioH<eHHBix nyancoHOB H cflaBJiHBaHHH Kojieu..  TeopeimecKHM  aHajin3 npoBOAMcfl  c npHiweHeHHeM
cooTBeTCTBeHHO  flByx  H  Tpex  MeioflOB,  npiraeM   onpeflejtfuiHCB:  yfleJitHBiH  HawHM  H BHJI,  flecbopiwaiiHH
n pa  njiacTH îecKOM   TeyeHHH.  ,HJIH  ieopeTH^ecKOi'0  aHanH3a
qecKoro  MaTepnana  H accoiiapoBairabra  3ai<0H nuaciH iiecKoro  Te^eirHH.  ITo xofly
anajiH3a  npoBepeH  iwexaHH3M   Te^eHHH H cpaBHeHBi  noJiyMeHHBie na  CBHHUOBBIX  o6pa3u;ax
c  TeopeTH^ecKHMH H onpeflenena  HX B3aHMosaBHCHMOCTB.

B  paSoTe noKa3aHo3  MTO MeTOfl xapaKiepHCTHK  flocTaio^mo  TO ĵeii  B OTHonieanH 3Ha^eHHH yneJiBHoro
HajKHAia  H BHfla fledpop/ viaqHH o6pa3r;a  H MOJKCT  npHAieHHTtcH  p,nx  aHanH3a  npoyeccoB
o6pa6oTKH

S u m m a ry

SOME  AXI- SYMMETRIC  PROBLEMS  OF  PLASTIC  WORKING  OF  METALS

I n  the paper  theoretical  and  experimental  analysis is given  for  two  problems  of practical  importance,
namely  the identation  of  two  opposite  punches  into a  disc  and  the ring  compression.  Theoretical  analysis
is  developed  using two  or  three different  methods. Specific  pressure  and deformation  mode of  the  plastic
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process  are found. The analysis  is  based  on the model of  rigid- perfectly  plastic  body  and  the associated
flow  rule. In the experiments flow  patterns for  lead  specimens were  investigated  and compared with  the
theory.

I n  the paper  it  is  shown  that  the characteristics  method  is  sufficiently  accurate  for  the  evaluation
of specific  pressure and  deformation  modes  of  the  specimen  and  it  may  be  applied  for  the  analysis
of  working  processes  of  metals.
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