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przedstawić równania ruchu cieczy lepkiej w układzie współ rzę dnych krzywoliniowych  [13]
dla  osiowej  symetrii  w  postaci:

(1.1)
dvx 8vx

+v

(1.3)

"  dx  y  dy  '  R

8Vy  dVy

V*~8x  Vy  8y

oraz równanie cią głoś ci

(1.4)

I ^  + ^  + JLJ^- J^V  RI2

V

\   8x2  r  8y2  R  dx  R  x  R2  J

.  82v,  .  R'  8vB  R"  R'2

R

\   8p  182v
Q  dy  '  \dx2  T  dy2

d(Rvx)  ,  dVyxQ

8y  '  'R  8x

gdzie  primem  oznaczono  pochodną   wzglę dem  zmiennej  X.

R2

R'  dvĄ
R  dx]

Wti

Rys.  1

Przyję te  wcześ niej  założ enie,  że  h(x)  - 4 R(x)  pozwala  po  dokonaniu  odpowiednich
przejść asymptotycznych  [10,12], wynikają cych  z oszacowania poszczególnych składników,
sprowadzić  równania  ruchu  (1.1)—(1.3)  do  ukł adu  równań  liniowych:

(1.5)

(1.6)

J51
R dx  dy2  > '

0 82Vę

8y2  '

(\  i\   •   o —  ^

Równań  tych  uż yjemy  do  zbadania przepływu  cieczy  w  szczelinie.
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2.  Całki  równań  ruchu

Rozwią zania  równań  ruchu  powinny  spełniać  warunki  brzegowe:

(2.1)  «*(x,  ±h) = 0,

(2.2)  ve(x, - h) =  iJ ( xK,  Mx,  +h)  =  R(x)m2,

(2.3)  vy(x, ±h) m 0.

Ponadto na wlocie  i wylocie ze szczeliny  powinny  być  spełnione warunki  brzegowe  doty-
czą ce ciś nienia:

(2.4)  P=Pw  dla  x =  xw,

(2.5)  i> = />*  dla  x  -   xz,

gdzie przez xw  oznaczono współ rzę dną   wlotu  na  linii  symetrii  przekroju  południkowego
szczeliny,  a przez xz — współ rzę dną   wylotu  na  tej  linii .

Całkując  równanie  (1.6)  wzglę dem  zmiennej y  i wyznaczając  stałe  całkowania z wa-
runków  brzegowych  (2.2)  otrzymamy

(2.6)  © o ^ y  (o> i+ a>2) - (o) i- a)2) - |-  •

Z równania  (1.7) wynika,  że

(2.7)  j »- * ( * ).

Nastę pnie całkując  równanie  cią głoś ci  (1.4) w poprzek  szczeliny  i uwzglę dniając  warunki
brzegowe  dostaniemy

A

1  3  „   r  ,
- Rix-R  J  V* dy + V

h

A

JyJ
- h

a stąd  wynika

=  0,

( Z 8 )  /

Podstawiając  wartość składowej prę dkoś ci ve ze wzoru  (2.6) do równania  (1.5) otrzymamy
po  scałkowaniu i  uwzglę dnieniu  warunku  brzegowego  (2.1)  oraz  zależ noś ci  (2.7):

Po  uwzglę dnieniu  powyż szej  zależ noś ci w  (2.8)  i  po  wykonaniu  całkowania  znajdziemy

(210)  P -   Q R 2 Q 1  I

'  P  8  +
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gdzie oznaczono:

(2.11)

r  dx
A W ~  J ~tf&)R(x)'

Aw  — A(XW),  Az  =   A\Xzy,

Q2Rl  D  .  Q2

—  Pw~Q

Rw  =   R(xw),

Wprowadzając  (2.10)  do  (2.9)  wyznaczymy

1  B„- Bz  y2- h2  RR'
(2.12)

4v 60h2 - (co1- (o2)
2-

y3- h2y

3h

Składową   prę dkoś ci  vy  wyznaczymy  podstawiając  (2.12)  do  (1.4)  i  cał kując  otrzymane
wyraż enie  wzglę dem  zmiennej  y:

Równania  (2.6), (2.10),  (2.12) oraz  (2.13) pozwalają   okreś lić  skł adowe prę dkoś ci  i rozkł ad
ciś nienia  w  szczelinie  mię dzy  wirują cymi  powierzchniami  obrotowymi.

3.  Przykłady  zastosowań

Wyprowadzone  wyż ej  równania  zostaną   uż yte  do  okreś lenia  parametrów  przepł ywu
w szczelinach mię dzy wirują cymi  powierzchniami stoż kowymi  i kulistymi.  D la uproszczenia

Rys. 2

założ ymy,  że  wiruje  tylko  powierzchnia  wewnę trzna,  co  wyrazi  się   zależ noś ciami:

(3.1)  coj  =   co #  0,  OD2  =   0.



PRZEPŁYW  CIECZY  LEPKIEJ  W  SZCZELINIE 11

3.1.  Przepływ  mię dzy  powierzchniami  stoż kowymi o równych ką tach  rozwarcia. Rozważ my  dwie

równoległe  powierzchnie  stoż kowe;  z  rys.  2 wynikają   zależ noś ci:

(3.2) R  = Rw  =  xwsin a, h  =  const.

Uwzglę dniając  (3.1)  oraz  (3.2)  we  wzorach  okreś lają cych  składowe  prę dkoś ci  i  rozkład

ciś nień  otrzymamy:

(3.3)

(3.4)
t/   —

'- RD  y2- hz

x

co2 sin2 a  \  1
~  4vh2'~l6Q

h2y)\x,

(3.5)

(3.6)

co2 sin2 a  /  y — 5h

2vh2 60
(y2- h2)2,

P =

x sin a

In-

Otrzymane  tutaj  zależ noś ci  dla  skł adowych  prę dkoś ci  i  ciś nienia  są   identyczne  z zależ no-
ś ciami wyprowadzonymi  w  pracy  [10].

3.2.  Przepływ  mię dzy  powierzchniami  stoż kowymi  o  róż nych  ką tach  rozwarcia.  Dla  szczeliny
mię dzy  powierzchniami  stoż kowymi  o  róż nych  ką tach  rozwarcia  mają   miejsce  zależ noś ci
geometryczne  (rys.  3):

(3.7) — xsinoc,  h  =   hw  + (x- xw)d,  K  =   6,

Rys. 3
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Podstawiając  (3.1) i  (3.7) do  wzorów  okreś lają cych  parametry  przepływu  dostaniemy:

(3.8)  s
cosma  [  y'_____  1  ,

(3.9)

{K- .

a Ą   . / xw  xz\   d2lx*

xwAr

  +  \K  hxj  2\h%

co2 sin2 a
~W~|60

(3.10)  », - . -•

l# *\ y  Aj(jL

xzhw xw  xz

+ •
sin2 a I  y—5h

2vh2  \  60
0,»_A2) i_  ° [5h(y2- h2)- 2(y2+h2)(5h- y)]

4^ A3 60

(3.11)

x  X  \  & 2  IX2  X2  \
I   I   I

A* /   2  \  A2  AJ

Dla  d = 0  (co odpowiada  szczelinie  o stałej  gruboś ci)  powyż sze  wzory  pokrywają   się  ze
wzorami dla poprzedniego  przypadku.

3.3.  Przepływ  mię dzy  powierzchniami  kulistymi.  Zależ noś ci  geometryczne  prowadzą   do
zwią zków  (rys. 4):

(3.12) i?  = i?osin^,  cp  = x/ R0,  R'  = cosc>,  h  — const.

Rys. 4
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Uwzglę dniając  (3.1)  oraz  (3.12)  we  wzorach  okreś lają cych  parametry  przepł ywu  wyzna-

czymy:

(3.13)

pw - pz + 0 ,1 5QCOZRQ(sin2  cpz -   sin2 <pw)  y2- h2

/
(/ ?,v- 0,15£a)2i?osin29v)lln  tg- y- - ln  tg- ~-

(3.16)  p  =   0,15eco2R2,sm2(p+  •

4.  Uwagi  koń cowe

Wzory  odnoszą ce  się  do  skł adowych  prę dkoś ci,  otrzymane  w  p.  3  pracy,  dla  stał ej

gruboś ci  szczeliny  moż na przedstawić  w  uproszczonej  postaci  niezależ nie  od  kształ tu po-

wierzchni  ograniczają cych  przepł yw:

(4.1)  v0  =

(4.2)  vx  -

(4.3)  vy  =

dla  szczeliny  zaś  o zmiennej  gruboś ci  w  postaci:

(4.4)  ».

(4.5)  t>,

(4- 6)  ^  =   D

gdzie oznaczono dla  uproszczenia:

—
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Tutaj  £>f, D\  oznaczają  współ czynniki zależ ne od  lokalnego  poł oż enia przekroju  poprzecz-
nego szczeliny.  Górny wskaź nik  oznacza odpowiednio stałą  lub zmienną grubość  szczeliny.

Z  analizy  otrzymanych wzorów  wynika,  że przepł yw w  szczelinie jest  wywoł any  przez
dwa  czynniki:  ruch wirowy  powierzchni  ograniczają cych  szczelinę  (w przypadkach  szcze-

/

• *•

ty$^

hi
02

\ ,
0,1

\
\

- 0,1

It   2

2,0

to

0,0

\

> ——

/

- ffl  - 0,8  - 0,6  - 0,4  - 0,2  0,0  0,2  0,4  0,6  0,8  1,0

Rys. 5

gólnych — przez ruch wirowy powierzchni wewnę trznej)  oraz przez  róż nicę ciś nień mię dzy
wlotem i wylotem  szczeliny.

Wzofy  charakteryzują ce  skł adowe  prę dkoś ci  przepł ywu  dla  przypadków  szczególnych
omówionych w  p. 3 pozwalają  stwierdzić,  że profil  prę dkoś ci  obwodowej  v„  dla  ustalonej

0,006

0,004

0,3

0,2

0,0

- 0,1

- 0,2

- 0,3

Z

- 1,0  - 0,8  - O,B  - 0,4  - o£

Rys. 6

wartoś ci współ rzę dnej x jest liniowy  (funkcja / iO?) na rys.  5) niezależ nie od kształ tu szcze-
liny.  Profil  ten jest  identyczny  z profilem  przepł ywu  Couette'a mię dzy  dwiema  pł aszczyz-
nami,  z  których jedna jest  nieruchoma, a  druga  posiada  lokalną  prę dkość  równą a>R(x).
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Z  postaci  wzorów  opisują cych  składową   wzdłuż ną   prę dkoś ci  vx  wynika,  że  główną
jej  czę ś cią  jest paraboliczny profil  pł askiego przepł ywu Poiseuille'a  (funkcja/ ;, )̂  na rys. 5)
uwarunkowany  istnieniem  wspomnianej  wyż ej  róż nicy  ciś nień  i  ruchem  wirowym  po-
wierzchni  wewnę trznej.

N a  główną   czę ść  składowej  prę dkoś ci  wzdłuż nej  nakł ada  się   przepływ  wtórny,  wy-
wołany  ssą cym  dział aniem wirują cej  powierzchni  wewnę trznej.  Powierzchnia  wewnę trzna
zasysa  w  swoim  są siedztwie  ciecz  wywołują c  jej  ruch  wzdłuż ny  odś rodkowy.  Ruch  ten
musi  być  równoważ ony  ruchem wzdłuż nym  doś rodkowym  przy  powierzchni  zewnę trznej
i  ruchem poprzecznym  okreś lonym  składową   vy  prę dkoś ci.  Przepływ wtórny  opisany jest
drugim skł adnikiem prę dkoś ci vx  i  prę dkoś cią   vy;  profile  przepływu  wtórnego reprezento-
wane  funkcjami/3(t?)  oraz/4(77) pokazano na  rys.  5 i  rys.  6.

D la  szczeliny  o  zmiennej  gruboś ci  profil  prę dkoś ci  vy,  zwią zanej  z omówionym wyż ej
przepł ywem  wtórnym,  ulega  zmianom  okreś lonym  funkcjami  fs(rj)   i  f6(rj)   pokazanymi
na  rys.  6.

Rozkł ad  ciś nień  wzdł uż  tworzą cej  powierzchni  symetrii  szczeliny —  niezależ nie  od
rodzaju  i  kształ tu  szczeliny  — daje  się   przedstawić  w  postaci  sumy  dwóch  składowych:
pierwszej —  wywołanej  ssą cym  dział aniem  wirują cej  powierzchni  i  drugiej —  bę dą cej
skutkiem  istnienia  przepł ywu  wzdł uż nego.  Wynikiem  dodawania  tych  składowych  może
być  istnienie podciś nień wewną trz  szczeliny.

Wnioski  o podobnym charakterze jakoś ciowym  wynikają   z analizy  wzorów  wyprowa-
dzonych  w  p.  2  pracy.

Literatura  cytowana  w  tekś cie

1.  W. RICE, An Analytical  and Experimental  Investigation of Multiple Disk Pumps and Compressors, J. Eng.
for  Power, Trans. ASME, Series A, 3, 85 (1963),  191- 200.

2.  T.  VANNERUS,  Rotierende  Scheiben  fiir   Luftvorwarmer  mit geblasen- wirkung, Allg.  Warmetechn.,  6
(1955),  251- 262.

3.  W.  RICE, An Analytical  and Experimental  Investigation  of  Multiple  Disk  Turbines,  J. Eng. for Power,
Trans. ASME, Series A, 1, 87 (1965),  29- 36.

4.  J.- L.  PEUBE, F. RREITH,  Ecoulement permanent  d'un fluide  visqueux incompressible  entre  deux disques
paralleles en rotation, J. Mecanique, 2, 5  (1966),  260- 281.

5.  F. KREITH, H. VWIAND , Laminar Source Flow Between Two Parallel Coaxial Disks Rotating at Different
Speeds, J. Appl.  Mech., Trans. ASME, Series E, 3, 34  (1967),  541- 547.

6.  L.  MATSCH, W.  RICE,  An Asymptotic Solution for  Laminar Flow of  an  Incompressible Fluid Between
Rotating Disks, J. Appl.  Mech., Trans. ASME, Series E, 1, 35 (1968),  155- 159.

7.  K. E. BOYD, W. RICE,  Laminar Inward Flow of  an Incompressible  Fluid Between Rotating Disks with
Full Periphera Admission,  J. Appl.  Mech., Trans. ASME, Series E, 2, 35 (1968),  229- 237.

8.  R. G. ADAMS,  W.  RICE,  Experimental  Investigation  of  the Flow Between Corotating  Disks,  J.  Appl.
Mech., Trans. ASME,  Series  E, 3, 37 (1970),  844- 849.

9.  W.  RICE,  K. W.  MCALISTER,  Laminar  Throughflow  of  Newtonian Fluid Between  Coaxial  Rotating
Cones,  J. Appl.  Mech., Trans. ASME, Series  E, 1, 37  (1970),  210- 212.

10. A.  SZANIAWSKI,  Przepływ  lepkiej  cieczy nieś ciś liwej w szczelinie stoż kowego  łoż yska ś lizgowego,  Prace
IPPT  PAN 15  (1970).

11.  K. W. MCALISTER, W. RICE,  Through/ lows Between Rotating Surfaces of Revolution, Having Similarity
Solutions, J. Appl.  Mech., Trans. ASME, Series E, 4, 37 (1970),  924- 930.

12. A. H .  FonyBEB,  CoepeMenHue  ynjiomueuun  epaufaroufuxcn ea/ ioe,  MocKBa 1963.



16  E.  WAUCKI

13.  H . E.  KOHHHJ  H . A.  KH BEH B,  B. B.  P O 3E3  TeopetnuuecKan  tudpoMexmuKa,  i.  II,   MooKBa  1963.

14.  J I. A. flopo&MAHj  rudpodmaMtmecKoe  conpomuenemte  u  metuioombana  spaufawiauxca  men,  MocKBa

1960.

P  e 3  IO  M e

TE^IEHHE  BH 3K0fł   JKHflKOCTH  B 3A30PE  MEHCJTy  BPAHIAIOIimMHCf l
nOBEPXHOCTHMH BPAIHEHKM

B  p a 6o ie  BBiBefleH ti  dpopiwyjibi  o n p e se n n io iu He  Taraie  n a p a M e ipw  jiaMH H apH oro  C TaqnoH apH oro

TPreH Ha  BH3K0ił   >KHflKOCTH B 3330pe  MOKfl y  BpamaiOIltHMHCfl  nOBepXHOCTHMH BpameH H Hj  KaK  COCiaBJIH-

io m ne  ci<opocTH   vxsVOtVy  H  flasjieHHe  p.

IIpHMeHHIOTCH  HHHeapH30BaHHbie  ypaBHeHHH  flBHHCeHHH BH3KOH  H<HflKOCTH  flUS  OCe- CHMMeTpHtł-

HOrO  Te^KHHJI  B  CHCTeMe  KpHBOJIHHeHHBIX  KOOpflHHaT  X, 0j  y.

IToJiyiieHHBie  p e m e ia ra  ypaBHeHHH  flsn>KeiniH  n poH Jun ocrpH poBaH Bi  npHMepaiwH  TeqeHHH B  3a3ope

nocTOHHHofi:  TOJI I U H H BI  Me>Kfly  Bpam aiom eiicH  H HenoHBH>KHoii  KOHycHbiMH  noBepxnocTH M H,  a  TaiOKe

MewAy  BparmaiomeflcH  H HenoffBH>KHoft  ciJjepH^ecKHMH  noBepxHOCTHMH.  P ac c M o ip eno  raioKe  TeieH He

B  3a3ope  nepeMeHHOH T on m m ibij  o6pa3yiomeMCH   Memjxy  KoiiycHMM H  n oBepxH ocM MH  c pa3tn>iMH  yrjiaM H

S u m m a ry

FLOW  OF VISCOUS  FLUID  BETWEEN  ROTATING SURFACES  OF REVOLUTION

This  paper  contains  formulae  which  define  such  parameters  of the  steady  laminar  flow  of  viscous
fluid  between  rotating  surfaces  of revolution as the velocity  components vx, ve, vy  and  pressure/ j.

The linearized  equations of motion of the viscous  fluid  flow for axial  symmetry  in the intrinsic  curvi-
linear orthogonal coordinate system  x, 0, y are  used.

The solutions of the equations of motion have  been illustrated by examples of fluid  flow  through the
slot of stable thickness between rotating and fixed conical surfaces, and between rotating and fixed spherical
surfaces.

The flow through the slot of variable  thickness formed  by conical surfaces  with various  angles of  diver-
gence has also been examined.
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