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1.  Wstęp

Doś wiadczalne  badania  prę tów  na  wyboczenie  przeprowadza  się   najczę ś ciej  dla  dwu-
przegubowego  sposobu  zamocowania.  W  konstrukcyjnych  rozwią zaniach  przegubów
niemoż liwe  jest  cał kowite  wyeliminowanie  tarcia,  a  jak  się   okazuje,  ma  ono duży  wpływ
na  przebieg  i  wynik  eksperymentu.  W  niektórych  przypadkach  tarcie  może  spowodować
nawet  przekroczenie  siły eulerowskiej,  rozumianej jako  siła krytyczna  dla prę ta idealnego,
zamocowanego  dwuprzegubowo.  Na  zjawisko  to  zwraca  uwagę   WASIUTYŃ SKI  [9], do-
szukując  się   w  nim  przyczyny  nagłoś ci  procesu  wyboczenia:  ,...Przed  wygię ciem prę ta,
sił y tarcia, wzrastają c stopniowo do wartoś ci rozwinię tych, dają  w przegubach pewne  momenty
opierają ce się   wygię ciu prę ta,  a  wię c  działają ce podobnie  jak  czę ś ciowe zamocowanie jego
koń ców,  i pozwalają ce  na doprowadzenie obcią ż enia do wartoś ci nieco wię kszej od  tej, którą
by  moż na  było osią gną ć  w razie zmniejszenia  sil  tarcia.  W chwili powstania ruchu, rozwinię te
siły  tarcia w przegubach  zmniejszają  się   nagle do wartoś ci  tarć posuwistych,  wskutek  czego
obcią ż enie prę ta nagle staje się   wię ksze  o skoń czoną  nadwyż kę  od sił y, odpowiadają cej stanowi
równowagi."  Tej  nadwyż ce  obcią ż enia  WASIUTYŃ SKI  przypisuje  dynamiczny  charakter
wię kszoś ci  prób  na  wyboczenie.

Tarcie  w  przegubach  z  jednej  strony,  a  podatność  utwierdzenia  z  drugiej  powodują,
że  rzeczywiste  warunki  zamocowania  ś ciskanych  prę tów  odbiegają   od  idealnych  i  są   za-
warte  mię dzy  idealnymi  przegubami  a  idealnym  utwierdzeniem.  Z  zagadnieniem  tym
wią żą   się   również  inne  nieuniknione  odstę pstwa  od  teoretycznego  schematu:  pierwotna
krzywizna  osi  prę ta  i  mimoś rodowe  przył oż enie  obcią ż enia.  Wpływ  tych  czynników  na
przebieg  wyboczenia  jest  szeroko  omówiony  w  monografiach  BLEICHA  [1], TIMOSHENKI [8]
i  WOLMIRA  [11].  Oprócz  rozważ ań  teoretycznych,  autorzy  przytaczają   wyniki  licznych
doś wiadczeń  oraz  proponują   metody  uwzglę dniania  wymienionych  wyż ej  nieprawidło-
woś ci  w  obliczeniach  wytrzymałoś ciowych  rzeczywistych  elementów  konstrukcyjnych.

Doś wiadczalny  sposób  okreś lenia  warunków  brzegowych  na  koń cach  ś ciskanego
prę ta,  ą   w  konsekwencji  wielkoś ci  obcią ż enia  krytycznego,  podają   HORTON,  CRAIG
i  STRUBLE  [3]. Przy  klasycznych  badaniach na  ś ciskanie  siłą   osiową,  obcią ż enie  musi  być
doprowadzone  do  bliskiego  krytycznemu.  Wią żą   się   z  tym jednak  niepoż ą dane odkształ-
cenia  trwałe,  zatem  autorzy  proponują   badać  prę t  na  zginanie  siłą   prostopadłą   do  osi.
W  pracy zamieszczone  są   wyniki  badań prę tów  aluminiowych  i  stalowych,  których koń ce
zamocowane były na spiralnych  sprę ż ynach  o róż nej  sztywnoś ci.  Podobnym zagadnieniem
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zajmowali  się  LAZAR D  i  MOUTY  [5]. Badali oni na zginanie prę t z utwierdzonymi  sprę ż yś cie

koń cami, wyliczając  sił ę  krytyczną   z wyprowadzonej  zależ noś ci  mię dzy gię tną   sztywnoś cią

elementu  i  osiowym  obcią ż eniem  prę ta.

Metoda  doś wiadczalnego  okreś lenia  począ tkowego  ugię cia  i  mimoś rodu  obcią ż enia
ś ciskanego  osiowo  prę ta  przedstawiona  jest  w  pracach  [2]  i  [4].  Zakł adając  pierwotną
krzywiznę   w  postaci  pół fali  sinusoidy  i  wykorzystując  znane  równanie  róż niczkowe  osi
prę ta  dla małych przemieszczeń, autorzy  otrzymują   zależ ność ugię ć  prę ta  od  ugię cia  pier-
wotnego  i  mimoś rodu.  Przy  jej  pomocy  opracowano  wyniki  badań,  z  których  wynika,
że wpływ  mimoś rodu  wypadkowej  siły  zewnę trznej  jest  w  porównaniu  z  wpływem  krzy-
wizny począ tkowej  niewielki  i daje  efekty  rzę du 10%. Ten sam problem jest celem rozważ ań
SHINGO  [7].

Niniejsza  praca  zajmuje  się   teoretycznym  opisem  przebiegu  wyboczenia  sprę ż ystego
.  prę ta, zamocowanego  w  dwóch rzeczywistych  przegubach z  tarciem. Wyboczenie  rozumie

się   tu  w  sensie  technicznym  (WIERZBICKI  [10]), jako  silny  wzrost  ugię ć  ś ciskanego  prę ta
o  niewielkich  niedokładnoś ciach wstę pnych,  które  w  pracy  bę dą   reprezentowane  stałą
krzywizną   pierwotną  prę ta x0  •   Wpływ  mimoś rodowoś ci  obcią ż enia  i niejednorodnoś ci ma-
teriału prę ta ma zbliż ony  charakter i zazwyczaj  może być uję ty  pewną  zastę pczą   krzywizną
pierwotną   (Ż YCZKOWSKI  [12]).  Takie  podejś cie  umoż liwi  zbliż enie  teorii  do  realnych
warunków  doś wiadczalnych,  gdzie  całkowite  wyeliminowanie  niedokł adnoś ci  wstę pnych
nie  jest moż liwe. Praca pozostaje  w  zwią zku  z eksperymentalnymi badaniami  wyboczenia,
wykonanymi  dla prę tów z tworzywa  sztucznego. Obcią ż enie  realizowano  przy  stałej prę d-
koś ci  przesuwu  półek  maszyny,  równej  0,5  cm/ min. D la  serii  sześ ciu  prób,  w  czterech
przypadkach nagły wzrost  ugię ć prę ta wystą pił  wyraź nie  powyż ej  teoretycznej  siły  krytycz-
nej  (eulerowskiej)  dla  zamocowania  dwuprzegubowego,  przekraczając  ją   odpowiednio
o  5, 3, 1 i 5%. Ponieważ reologiczne własnoś ci materiału powodować mogą  jedynie zmniej-
szenie  siły krytycznej  badanych prę tów  (RABOTNOW,  SZESTIERIKOW  [6]), wyniki  doś wiad-
czeń moż na wytłumaczyć przede wszystkim  istnieniem tarcia w przegubach  i  temu  zagad-
nieniu  jest  poś wię cona  obecna  praca.

2.  Opis  budowy  zastosowanego  przegubu  i  okreś lenie  momentu tarcia

Prę t zamocowany był  w maszynie wytrzymałoś ciowej  w dwóch jednakowych przegubach
(rys.  1). Każ dy z nich składał  się  z pł ytki oporowej  / , z wydrą ż onym  wgł ę bieniem w kształ-
cie stoż ka  o ką cie  rozwarcia  2<p. We  wgł ę bieniu  osadzona  była koń cówka  2, zamocowana
w  badanym  prę cie.  Miał a  ona  również  kształt  stoż ka,  lecz  o  mniejszym  ką cie  rozwarcia
i wierzchołku zaokrą glonym promieniem r.  Oba elementy były wykonane ze stali. Moment
tarcia Mr  w przegubie  (przy założ eniu, że w przegubie  tym wystę puje  ruch) moż na okreś lić,
analizując jego budowę   i  współpracę  koń cówki  z pł ytką  podczas  obcią ż ania prę ta. W  dal-
szym  cią gu  założ ono, że styk obu tych czę ś ci nastę puje  jedynie  w  dwóch  punktach  A  i B,
leż ą cych  w  płaszczyź nie  osi  wstę pnie  wygię tego  prę ta  (rys.  2). Zgodnie  z  prawem  tarcia
Coulomba  pojawią   się   w  nich  reakcje  normalne PA  i  PB  oraz  proporcjonalne  do  nich
reakcje  styczne.  Ich  zwrot  jest  przeciwny  do  założ onego  kierunku  obrotu  koń cówki,



WPŁYW  TARCIA  NA  PRZEBIEG  WYBOCZENIA PRĘ TA 365

zaznaczonego  na  rys.  2  strzał ką.  Reakcje  PA  i  PB  moż na wyliczyć  z  warunku  równowagi
sił   w  przegubie,  a  moment  tarcia  ostatecznie  wynosi

gdzie  n  jest  współ czynnikiem  tarcia  dla  materiał ów koń cówki  i pł ytki, a  P  aktualną   siłą
osiową. Wzór  (2.1) moż na stosować  w powyż szej  formie  (ze znakiem równoś ci), gdy  obrót
w  przegubie  jest  moż liwy  od  samego  począ tku  obcią ż ania,  to jest  w  ukł adach o duż ych
niedokł adnoś ciach  wstę pnych  i mał ym współ czynniku tarcia / u.  W przeciwnym  przypadku,

Rys.  1
Przegub  zastosowany  w  próbie  statecznoś ci

Rys. 2. Rozkład sil w uruchomionym przegubie

tarcie  w  przegubach  da  zauważ alny  efekt,  w  postaci  począ tkowego  utwierdzenia  koń ców
prę ta.  Pojawią   się   momenty  utwierdzenia,  zwię kszają ce  się   ze  wzrostem  siły  ś ciskają cej.
Przegub  bę dzie  unieruchomiony  aż  do  chwili,  gdy  momenty utwierdzenia  pokonają   mo-
menty  tarcia  (2.1) i w przegubie  rozpocznie się  obrót. Wymienione warianty bę dą  poddane
analizie  w  dalszej  czę ś ci  pracy.

3.  Analiza  procesu  obcią ż ania  prę ta

Proces utraty statecznoś ci moż na najogólniej  rozpatrywać  w dwóch etapach. Począ tko-
wo  prę t  zachowuje  się   jak  utwierdzony  (rys.  3a)  aż  do  chwili,  gdy  w przegubach zostaną
przekroczone  momenty  tarcia  (2.1)  o  wartoś ci  wynikają cej  z  wymiarów  przegubu, współ-
czynnika  tarcia  \ i  i  aktualnej  siły  osiowej  P.  N astę pnie  rozpocznie  się   ruch  elementów
przegubu  i  ten  sam  prę t  należy  potraktować jak  dwuprzegubowy,  lecz  obcią ż ony  oprócz
sił y ś ciskają cej  dodatkowo momentami tarcia MT  (rys. 3b). Granicę  tych etapów  wyznaczy
siła  P,  przy  której  zachodzi  równość  Mv  — MT.  W  rozdziale  4 zostaną   zbadane  również
warunki, w których etap I nie wystę puje  i zjawisko  od począ tku przebiega  zgodnie z  zało-
ż eniami  I I   etapu.

3.1. Etap I, utwierdzenie w wyniku  tarcia w przegubach.  W  pierwszym  etapie rozważ ano  obu-
stronnie utwierdzony prę t o dł ugoś ci /, z krzywizną   pierwotną   o stałej wartoś ci  H0 =   const
(rys.  3a). Jedynym obcią ż eniem zewnę trznym jest  osiowa siła ś ciskają ca  P. Całkowite ugię cie
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osi prę ta y  jest  sumą   ugię cia  pierwotnego  y0  i przyrostu  tego  ugię cia yy.  W  ramach teorii
małych przemieszczeń pierwotna linia ugię cia jest parabola o równaniu y0  =   x0  (lx—x2)/ 2.

Funkcję   yt  moż na  podobnie  wyznaczyć  ze  znanego  równania  róż niczkowego  osi  prę ta

(3.1) Ely1!1"  - P(y1+y0)+M v,

,P

J

—.

"u

b)

Rys. 3. Przyję ty  schemat zamocowania prę ta: a) I  etap  — utwierdzenie  w wyniku tarcia, b) I I  etap — zamo-
cowanie  przegubowe  z  tarciem

gdzie  Ma  oznacza  moment utwierdzenia  w  wyniku  tarcia  w  przegubach.  Do  dyspozycji
są   po  dwa  warunki  brzegowe  na każ dym  koń cu prę ta

dla  x  =   0  V,  =  0,

(3.2)

y[  = 0  1 u b / = i | i,

dla  x  =  /   j ^ =  0,

i>i = o  iub  y  =  -   i^- .

Stałe cał kowania w rozwią zaniu  równania  (3.1) dają   się  wyznaczyć przy pomocy  pierwszego
i  trzeciego  z  nich,  a  cał kowite  ugię cie  osi  prę ta  wynosi

(3.3)
{EIxo- Mv)l

2

mn2EI

cos  1 —

cos  —

gdzie  m  jest  bezwymiarową   siłą   zdefiniowaną   nastę pują co

P  Pl2
(3.4)

n2EI'
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D o  okreś lenia zależ noś ci momentów utwierdzenia Mv  od siły osiowej  P, moż na  wykofzy-
stać pozostałe dwa warunki  brzegowe  (3.2). Przyję cie,  że ze wzglę du  na symetrię  momenty
Mv  są  na obu koń cach równe, pozwoli ograniczyć się  tylko do jednego z nich, np. drugiego

(3.5)  Mu =  EIx0 [ l -   ~ ]/ m ctgly ]/ m

Uwzglę dniając  ten zwią zek  w równaniu  (3.3), otrzymamy równanie linii ugię cia prę ta w I e-
tapie,  gdy  koń ce  prę ta  są   utwierdzone  w  przegubach  w  wyniku  działania tarcia

c o sH  1  - i- ].—

(3.6)  yi  =   — 7 = —
znym  .In

Sm\2

3.2. Ograniczenia I  etapu, począ tek  ruchu w przegubach.  Pierwszy  etap  obcią ż ania  koń czy się
w  chwili,  gdy  momenty  utwierdzenia  pokonują   ruchowe  momenty  tarcia.  Porównanie
wzorów  na  Mr  (2,1)  i  Mv  (3.5)  ofaz  wykorzystanie  podstawienia  (3.4)  daje

(3.7)  a m + ~ |/ / M c t g( ~ ] / m ) -l  =  0,
z  \  z  /

gdzie  a jest  pewnym  «uogólnionym»  współczynnikiem  tarcia,  zdefiniowanym  nastę pu-

ją co

( 3 ' 8 )  "  =  (l+/ i 2)xQPsm<p  '

Graniczną  bezwymiarową   sił ę , przy  której  rozpocznie się  obrót koń cówki  wzglę dem płytki
i  przejś cie  do  I I  etapu,  okreś la  pierwiastek  m*  równania  (3.7).

3.3. Etap II , uruchomione przeguby  z  tarciem. Analizę   zachowania  się   prę ta  w  I I   etapie
wykonano  w  oparciu  o  rys.  3b.  Obecnie  prę t  jest  zamocowany  przegubowo,  obcią ż ony
sił ą   osiową   P  i momentami tarcia Mr  w przegubach. Równanie linii ugię cia moż na otrzy-
mać  z  (3.3),  wstawiają c,  wobec  Ma  =   MT,  zamiast  Mu  zależ ność  (2.1)

7i m
cos

cos 1 —  r-  Hr

4.  Dyskusja  wyników  i  wnioski

Okazuje  się , że pierwiastek  w*  równania  (3.7) nie zawsze  istnieje.  Zależy  to od współ-
czynnika  a  i  oznacza, że dla  pewnych jego wartoś ci  nie może dojść  do wstę pnego  utwier-
dzenia  koń ców  prę ta, wskutek  zbyt  małego współczynnika  tarcia  fx lub  zbyt  duż ej  krzy-
wizny  x0:  Równanie  (3.7) jest  przestę pne ze  wzglę du  na  m,  lecz  daje  się   łatwo  rozwią zać
ze  wzglę du  na  a.  W  przedziale  0 <  m  <  4  funkcja  a  = / (m),  przedstawiona  na  rys.  4,
posiada  kres  dolny

infa  = 7t2/ 12  =  0,8225,
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oraz  przechodzi  przez  punkt  o  współ rzę dnych  (1,1).  Prosta  m  — 1  i  krzywa  a.  = / (m)
dzielą   płaszczyznę  na  dwa  obszary.  Obszar  ż akreskowany  jest,  w  ś wietle  zastosowanej  tu
teorii  małych  ugię ć,  nieosią galny  dla  rozpatrywanego  ukł adu.  W  pozostał ym  obszarze
przebieg  wyboczenia  zależy  w zasadniczy  sposób  od  współ czynnika  a, przy  czym  istnieją
jego  dwie  graniczne  wartoś ci:  a.'ST  =  7t2/ 12  i  a'B'r  =  1.  D la  prę ta  zakrzywionego  (x0  ^  0)
moż na  rozróż nić  trzy  przypadki  (rys.  4):

Rys.  4.  Wykres  zależ noś ci  współczynnika  a  od  bezwymiarowej  siły  m

1.  Jeż eli  0  <  a <  cr2/ 12, równanie  (3.7) nie ma pierwiastków,  co  oznacza, że moment
utwierdzenia  od  samego  począ tku  musiałby  być  wię kszy  od  momentu tarcia  i  nie  może
dojść  do  skutku  I  etap.  Proces  przebiega  jednoetapowo,  zgodnie  z  zał oż eniami I I   etapu
(schemat  «b»  z  rys.  3), a  ugię cia  prę ta  opisuje  wzór  (3.9).

2.  Gdy  J I 2 / 12  <  a <  1,  równanie  (3.7)  daje  się   rozwią zać  i, jak  wynika  z  rys.  4,  ma
pierwiastek  m*  <  1.  Tarcie  w  przegubach  jest  wystarczają co  duż e,  aby  spowodować
wstę pne  utwierdzenie  koń ców  prę ta  (MT  >  Mv).  Obcią ż enie  prę ta  odbywa  się   w  dwóch
etapach,  według schematów «a»  i  «b»  (rys.  3),  W  I  etapie  zależ ność  lini i  ugię cia  od  siły
opisuje  równanie  (3.6),  a  w  I I   etapie  równanie  (3.9).  Siła  P  jest  w  obu  etapach  rosną cą
funkcją   ugię cia,  co  odpowiada  równowadze  statecznej.
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3.  Wreszcie,  gdy  1  <  a  <  oo, istnieje  również  rozwią zanie  równania  (3.7) — m*  >  1.
Ugię cia w obu etapach wyraż ają  się tymi samymi wzorami co poprzednio, przy czym siła P
w  drugim  etapie  maleje  (równowaga  niestateczna).

Przypadek prę ta prostego  («0  =  0 lub  a  -> oo) ma niewielkie znaczenie, gdyż jest prak-
tycznie  nieosią galny.  Przy  braku  mimoś rodowoś ci  siły  P,  nawet  niewielkie  momenty
tarcia  w  przegubach  dają  teoretyczną  moż liwość  doprowadzenia  obcią ż ania  do  wartoś ci
m  =  4,  jak  dla  idealnego  utwierdzenia.  Moż na  rozróż nić  trzy  etapy  procesu  obcią ż ania.
Począ tkowo,  przy  narastaniu siły od  zera  do m  =   4, pręt zachowuje  prostoliniową  postać
równowagi  statecznej.  Osią gnię cie  siły  m  =  4  powoduje  przejś cie  do  I I  etapu, w  którym
ukł ad  jest  w  stanie  równowagi  oboję tnej.  Równowaga  prę ta  (z  utwierdzonymi  nadal
w  wyniku  tarcia  koń cami)  pod  tym  obcią ż eniem, jest  moż liwa  dla  róż nych  postaci  lini i
ugię cia,  jednak  z  pewnym  ograniczeniem.  Istnieje  graniczna  linia  ugię cia  yv,  stanowią ca
przejś cie  z  etapu  I I   do  I I I . Moż na ją  otrzymać ze  wzoru  (3.6)

(4.1)  JV

przy  warunku  pobocznym,  którym  jest  równanie  (3.7). W  efekcie  mamy

,  „ s  ?'/"  / 1  2TIX\
(4.2)  y g ,  =  7z  ~ —  I - cos—7—  .*•   '  9  (l+ ^sincA  /  /

Gdy  ugię cia  prę ta  przekroczą  wartoś ci  wynikają ce  z  (4.2), momenty utwierdzenia  w prze-
gubach pokonają  momenty tarcia  i przeguby  zostaną  uruchomione. Obecnie, w I I I  etapie,
wystą pi  gwał towny  wzrost  ugięć przy  spadku  sił y, zgodnie z odpowiednio przekształ conym
równaniem (3.9).

Graficzną  interpretację  wyników,  otrzymanych  dla  prę ta  z  krzywizną  pierwotną,  jest
najwygodniej  przedstawić  w  ukł adzie:  bezwymiarowa  strzał ka  ugię cia  w  poł owie  prę ta

/ / /o  —  bezwymiarowa  siła m  (rys.  5). Odpowiednie wzory  moż na otrzymać z  (3.6) i  (3.9),
podstawiając  x  =  / /2. W  przypadku  I utrata statecznoś ci odbywa  się jednoetapowo i w ca-
ł ym  zakresie  obowią zuje  zależ ność

(4.3) jr  -   d

D la  przypadków  2  i  3  mamy

(4-4)  {£
(45)  (E, - i( i - "" )[ 8 s c( f' / ™)- 1] -
W  równaniu  (4.4) dla I etapu współ czynnik a nie interweniuje;  wpł ywa  on  jedynie na war-
tość  siły  m*.  Po jej  osią gnię ciu  nastę puje  przejś cie  do  I I   etapu  i  prawie  natychmiastowe
wyboczenie.

Z  przedstawionych  na  rys.  5 zależ noś ci  mię dzy  siłą  i  ugię ciem  wynika,  że  gdy  a  >  I
(przyp.  3), moż na —  w  pewnych  warunkach —  przekroczyć  pod  koniec  I  etapu  procesu
obcią ż ania  krytyczną  siłę eulerowską  m  =  I  dla  idealnego  prę ta  dwuprzegubowego,  bez
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utraty  statecznoś ci. Równanie  (3.7), które  rozgranicza  I etap od  I I , ma wtedy  pierwiastek
ni*  >  1. W  zakresie  obcią ż enia  1 <  m  «* m* prę t jest  nadal  stateczny  (wzrostowi  siły to-
warzyszy wzrost  ugię ć) w wyniku  tarcia w przegubach, które daje  momenty  utwierdzają ce.
Gwał towny wzrost ugię ć, poł ą czony ze spadkiem siły, rozpoczyna się  dopiero po  osią gnię ciu

Rys.  5. Wykres zależ noś ci  siły m od bezwymiarowej  strzałki ugię cia  / / / 0 dla róż nych  wartoś ci "współczyn-
nika  a

siły  w*,  uruchomieniu przegubów  i  przejś ciu  do  I I  etapu.  Z  takim  przebiegiem  zjawiska
należy  się   liczyć przy  badaniu prę tów krę pych  (ale pozostają cych  jeszcze w  zakresie  sprę-
ż ystym),  z małymi niedokł adnoś ciami wstę pnymi  i  dla  znacznych wartoś ci  współ czynnika
tarcia  [x.

Literatura  cytowana  w  tekś cie

1.  F. BLEICH, Buckling strength of metal structures, McGraw- Hill,'1952.
2.  C. HAYASHI,  A. KOBAYASHI, Nihon koku gakkayshi,  J. Japan  Soc. Aeronaut,  and Space Sci  157 15

(1967),  47- 51.
3.  W. H. HORTON, J. I.  CRAIG, D. E. STRUBLE, A simple, practical method for  the experimental determina-

tion of the end fixity  of  a  column,  Proc.  8th Int. Symp.  Space Technol. and Sci., Tokyo  1969  Tokyo
1969,  269- 280.



WPŁYW  TARCIA  NA  PRZEBIEG  WYBOCZENIA  PRĘ TA  371

4.  A.  KOBAYASHI,  C.  HAYASHI ,  Tokio daigaku utiu koku kenkiushio hokoku, Bull. Inst. Space and Aeron.

Sci.  Univ. Tokyo,  3,  A2  (1966),  907- 917.

5.  A.  LAZARD ,  J.  MOUTY, Determination experimental  de la charge de flambement  et des souplesses d'en-

castrement d'un element, Mem. Assoc.  int. ponts et charp., 27  (1967), 31 -  42.

6.  I O. H . PAEOTH OB,  C. A.  IHECTBPHKOBJ  YcmounuBOcmb cmepyicHeii u n/ iacmuuou eyc.weunx  nojuymecmu,

IIpHKJi.  Mai, H iwex.,  3, 21  (1957)  406- 412.

7.  T.  SHINGO, Influences  of  initial  eccentricities of  columns  while testing, Mem. Def.  Acad.,  2,8(1968),

595 -  603.

8.  S. P.  TIMOSHENKO, J. M.  G ERE, Teoria statecznoś ci sprę ż ystej, Arkady,  Warszawa  1963.

9.  Z.  WASIUTYŃ SKI,  O  wyboczeniu  stalowych prę tów prostych, Warsz.  Tow.  Politech., Warszawa  1933.

10.  W.  WIERZBICKI, O powstawaniu wyboczenia prę tów prostych, Rozpr. Inż ., 12  (1954), 1 -  65.

11.  A.  C.  BOJIŁMHP, ycmouHueocmb  decfiopMupyeMux  cucmeM,  Htefl.  Hayi<a, Mocraa  1967.

12.  M. Ż YCZKOWSKI,  Skoń czone  ugię cia mimoś rodowo ś ciskanych prę tów o krzywiinie  pierwotnej,  Księ ga

jubileuszowa  Witolda  Wierzbickiego,  PWN, Warszawa  1959,  479- 518.

P  e 3 JO  M e

BJIHJIHHE  TPEH H fl  B  1UAPHHPAX HA  ITPOUECC  ITPOflOJIBHOrO H 3rH EA

OKATOrO  CTEKKI M

B  pa6oie  HCCJie^ye- rca:  BUHHHHC Tpemrac B niapHHpax Ha npoflOJiLHbiH  H3ra6 mapHHpHO  3aKpenneH-

Horo  na  Konnax  crep>i<HH c  He6oJiŁiUHM  iia^anbHbiM   H3rii6oM.  yKa3biBaeTCH3  ^ITO  ftiw  peaJiBHHX,  HC-

noJiL3yeMŁix  B  3KcnepHMeHTax  uiapimpoB  Tpemie  Mo>i<eT  BM

KOHI;OB  crep>KHn. Tai<nM  oópasoiMj  npouecc  npoHOUbnoro H3rn6a

3Tan  (crep>KeHb  c  3ameMneHHbiMH  KonaaMH)  3ai<anqHBaeTCH  Torna,  Korfla  MOMeHTbi B 3ameMJieHHH

npeBbiuiaioT  MOMembi  TpeiiHH B mapi- mpax.  H a Biopom  sxane  STOT  >Ke ciepjKeHb  cneflye  paccMaTpn-

Baw.  B  i<aiiecTBe  ruapraipHO  3ai<penjieHHoro  CTep>KHH c flo6aBOMHoił Harpy3i<0H  OT MOMCHTOB

B  uiapHHpax. H a KOHije  nepBoro  3Tana  Mo>i<eT HaSJiioaaTbca  paBHOBecne n pn  Harpy3i<e

CBO6OAHO  onepioro

S u m m a ry

THE  IN FLUEN CE  OF  FRICTION  I N THE H IN G ES  ON THE BUCKLIN G  PROCESS OF

A  COLUMN

The  paper presents  the problem  of  the influence  of  friction  occurring in  the hinges  on  the buckling

process  of  a  simply  supported  column with  a  small  initial  curvature. I t  has  been found,  that  the initial

clamping of  the ends of  the bar  is possible  for  the type of the hinge actually used in the experiments. Thus

the  buckling process runs in two stages. The first  stage  (bar with fixed ends) terminates, when the clamping

moments exceed the friction moments. In the second stage  the same bar is analyzed with two hinges at the

ends, but it is additionally loaded with the friction  moments at these hinges. At  the end of the first period,

the  column may be stable even under the loading, exceeding the critical Euler force at the simply supported

rod.
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