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1.  Wstęp

Jednym  z  podstawowych  zagadnień  analizy  dynamicznej  prę tów  jest  zagadnienie  ba-
dania  zachowania  się   ich  pod  dział aniem skupionych  sił   osiowych.  Zakładamy, że  prę t
jest prostoliniowy,  o dowolnie zmiennym momencie bezwładnoś ci przekroju  poprzecznego
podparty  na koń cach, jak  na rys.  1. Poza tym przyjmuje  się , że na odcinku pomię dzy koń-
cami  prę t  jest  podparty  w  dowolnej  liczbie  punktów  podporami  przesuwnymi  (rys.  2).
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Rys.  2

Powyż sze  zagadnienie  opracowane jest w  sposób  analityczny  dla  stosunkowo  prostych
przypadków  [6, 7]  i dla  prę tów  o  bardziej  złoż onej geometrii  przekroju  poprzecznego nie
jest  uż yteczne.  Istnieją   sposoby  analizy  tego  zagadnienia  w  sposób  numeryczny  [1, 5],
które  przy  wykorzystaniu  maszyn  cyfrowych  są   bardziej  skuteczne.

*)  Praca została wyróż niona  w Ogólnopolskim  Konkursie  na prace teoretyczne z dziedziny  mechaniki
zorganizowanym  przez  Oddział  PTMTS w Gdań sku w 1974 r.
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W  pracy  przestawiono  model analizy  dynamicznej  i  statecznoś ci  prę tów  oparty  o  zało-
ż enia metody sztywnych  elementów skoń czonych  [2, 3, 4]. Przedstawiona  metoda pozwala
obliczać czę stoś ci drgań własnych i postacie tych drgań oraz wielkość obcią ż eń  krytycznych
i  postacie  odkształ ceń pod  działaniem skupionych  sił   osiowych  (rys.  2)  dla  prę tów  o do-
wolnym  przekroju  poprzecznym,  przy  wykorzystaniu  maszyny  cyfrowej.

2.  Opis  modelu

Analizowany  prę t  przedstawiono  na  rys.  2.  Pod  wpływem  dział ania sił  P*  (x  =   1,2,
...,  «), które obcią ż ają   prę t w jego  osi, zmieni się   czę stość  drgań  własnych prę ta. W  skraj-
nym  przypadku  czę stość  drgań  własnych  bę dzie  równa  zeru  (czę stoś ci  tej  odpowiada  kry-
tyczna  wartość  obcią ż enia).

Rys.  3

SESnr!  ESnrl ESnru- 1  SESnr u

Rys.  4

Do  analizy  dynamicznej  prę ta  wykorzystano  model  dyskretnie  rozł oż onej  sztywnoś ci
[2,  3], Zwią zane z nim  metody  obliczeń  nazwano metodą   sztywnych  elementów' skoń czo-
nych  (SES).  Dyskretyzacja  modelu  cią głego  (np.  prę ta)  przebiega  w  dwóch  etapach.
W  pierwszym  etapie dzielimy  prę t na u— 1 odcinków  (rys.  3). Własnoś ci  sprę ż yste  każ dego
odcinka  skupiamy  w  ś rodku  jego  długoś ci,  ś rodku  masy  lub  ś rodku  sztywnoś ci.  Każ dy
z  tych  punktów jest  miejscem  podziału wtórnego  na  sztywne  odcinki  (zwane  sztywnymi
elementami  skoń czonymi),  które  są   poł ą czone  elementami  sprę ż ystymi  (rys.  4).  W  ten
sposób w drugim etapie podziału otrzymujemy  ukł ad u sztywnych  elementów skoń czonych.
Elementy  sprę ż yste  są   nieważ kie,  bezwymiarowe  i  posiadają   charakterystyki  liniowe.
Tak  wię c  przy  analizie  dynamicznej  i  badaniu  statecznoś ci  pomijamy  nieliniowoś ci  ma-
teriał owe,  uwzglę dniamy  zaś  nieliniowoś ci  geometryczne.

Przemieszczenie r- tego  sztywnego elementu skoń czonego  opisane jest przez  trzy współ-
rzę dne:  dwa  przemieszczenia  translacyjne  qn  i qr2  oraz jedno  rotacyjne  qr3  (rys.  5). Prze-
mieszczenie  qn  odpowiada  rozcią ganiu  (ś ciskaniu),  qr2  —  ś cinaniu,  a  qr3  —  zginaniu.
Ponieważ  wiadomo  [6],  że  rozcią ganie  (ś ciskanie)  ma  mniejsze  znaczenie  przy  wyzna-
czaniu  obcią ż enia  krytycznego,  szczególnie  dla  niż szych  form,  pomija  się   przemieszczenie
translacyjne  qn.  W  ten  sposób  przemieszczenie  sztywnego  elementu  skoń czonego  nrr
opisane jest  dwoma  współ rzę dnymi: qr2  i  qrz,  zaś  element sprę ż ysty jest  opisany  dwoma



D YSKRETNY  MODEL  OBLICZANI A  DRG AŃ  WŁASNYCH 477

współczynnikami  sztywnoś ci  —  współczynnikiem  sztywnoś ci  na  ś cinanie  i  współczynni-
kiem  sztywnoś ci  na  zginanie.  Współ czynniki  sztywnoś ci  ś cinania  elementu  sprę ż ystego
wyznacza  się   przy  zał oż eniu, że  naprę ż enia  styczne  są   stałe nie  tylko  wzdłuż  dowolnego
odcinka Alr,  ale również na całej powierzchni przekroju  poprzecznego. Powyż sze założ enie

SES nr  r

Rys.  5

jest  moż liwe  do  przyję cia,  ponieważ  wpływ  naprę ż eń  stycznych  na  drgania  gię tne  jest
stosunkowo niewielki.  Zakł ada się , że odkształ cenia pod wpływem siły tną cej  rzeczywistego
odcinka  belki  i  zastę pują cego  go  elementu sprę ż ystego  są   jednakowe  (rys.  6). Stąd

(2.1)  rr(t)  =   Gpr(t),

gdzie  rr(t)  oznacza  naprę ż enia  styczne,  G —  moduł   odkształ cenia postaciowego,  §r(t)  ~

ką t  odkształ cenia postaciowego.

Podstawiając  do  (2.1) nastę pują ce  zwią zki

(2.2)

oraz

(2.3)

F,

Alr

gdzie  Pr2(0  oznacza  sił ę  tną cą   w  rozpatrywanym  elemencie, Awr2(t)  — odkształcenie po-
przeczne  elementu, Fr  —  powierzchnia  przekroju  poprzecznego  elementu, Al, — długość
elementu, otrzymamy zwią zek pomię dzy siłą  styczną  przenoszoną  przez rzeczywisty  odcmek
belki  i jego odkształ ceniem

(2.4)  Pr2{t)  =  ^- Awr2(t).

Z  drugiej  strony  zależ ność  siły  stycznej  od  odkształ cenia  rzeczywistego  odcinka  prę ta

moż na przedstawić  wzorem

(2.5) Pr2(t)  =  ck2Awr2(t).
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Ponieważ  w  równaniach  (2.4)  i  (2.5)  lewe  strony  są   równe,  stąd

GFr

(2.6) Ck2
AL  •

Współczynniki  sztywnoś ci  zginania  elementu  sprę ż ystego  wyznacza  się   przy  założ eniu

płaskiego  rozkł adu naprę ż eń w zastę powanym  odcinku prę ta.  Rozpatrzymy  pryzmatyczny

odcinek  prę ta  o  długoś ci  Alr  (rys.  7)  zginany  w  płaszczyź nie  xn,  xr2  momentem  M,.(t).

Mr(tj

Rys.  7

Moment Mr(t)  jest  równoważ ony  przez naprę ż enia  wewnę trzne.  Naprę ż enia w  elementar-

nym wycinku  powierzchni  przekroju  poprzecznego  dFt  (rys.  7) dają   moment

dMr{t)   =  <r r(t)ydF„

a całkowity moment wynosi

(2.7)  AfrCO  =  J  ar(t)ydFr,

*,

gdziey  oznacza  odległość  mię dzy  oboję tną   osią   zginania  i  powierzchnią   dFr,  ar(t)—- n&-

prę ż enie  normalne w  elementarnym wycinku  powierzchni  dFr.

Ponieważ  I

(2.8)  ffr(0  -   Eer{t),

gdzie, E  oznacza  moduł   Younga,  s, (0  —  odkształ cenie  wzglę dne,  które  moż na  wyrazić

zwią zkiem

(2.9) Ah
gdzie Ayr  oznacza ką t  ugię cia  belki,  równanie  (2.7), po  uwzglę dnieniu  (2.8)  i  (2.9),  przyj-

muje  postać

~~Air~-
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Wykonując  cał kowanie  po  prawej  stronie  ostatniego  równania  otrzymamy

FT
(2.10)  Mr(t)  -   ^Ayf{t),

gdzie Jr  jest  momentem bezwładnoś ci  przekroju  poprzecznego  prę ta.
Z  drugiej  strony,  zależ ność  pomię dzy  momentem zginają cym  i  ką tem  ugię cia  belki  ma

postać

(2.11)  Mr(t)  -   ck3Ayr(t).

Ponieważ  przy  tym  samym  obcią ż eniu  Mr(t)  odkształ cenia  muszą   być  takie  same  dla
odcinka  belki  i  dla  elementu  sprę ż ystego,  stąd  po  przyrównaniu  prawych  stron  równań
(2.10)  i  (2.11), otrzymuje  się   równanie  sztywnoś ci  na zginanie  r- tego  elementu  sprę ż ystego

(2.12)  cn  =  *jjl .

3.  Równania  ruchu

Równania  ruchu  wyprowadza  się   w  oparciu  o  równanie  Lagrange'a  drugiego  rodzaju.
W przypadku  braku  tł umienia przyjmują   one postać

d)  ( Ę + t
dt\dą rj  dą r  dą ,

gdzie  T—  oznacza  energię   kinetyczną   ukł adu,  V—  energię   potencjalną   ukł adu,  t —  czas,
qr —  wektor  współ rzę dnych  uogólnionych  r- tego  sztywnego  elementu  skoń czonego  o po-
staci

qr  =  col  {gri,qri}.

Ponieważ  każ dy  element  posiada  dwa  stopnie  swobody,  wobec  tego  każ demu  SES
moż na  przyporzą dkować  dwa  równania  (3.1), a  dla  całego ukł adu moż na ułoż yć 2u  tych
równań. Tł umienie moż na pominąć z uwagi na znikomy jego  wpływ  na wartoś ci  czę stoś ci
drgań  własnych.

Energię   kinetyczną   ukł adu oblicza  się   z nastę pują cego  zwią zku:

(3.2)  T =   j
r = l

gdzie  mr  oznacza  blok  współ czynników  bezwładnoś ci.  Blok  mr  zawiera  dwa  niezerowe
wyraż enia

m,2  0
(3- 3)  mr  -   L o

gdzie mrZ  oznacza masę   sztywnego elementu skoń czonego  biorą cą   udział  w  ruchu  transla-
cyjnym  wzdłuż  osi  xr2  (rys.  5), m r 3 —  masowy  moment  bezwładnoś ci  SES  wzglę dem  osi
xr3  (obrót wokół  osi  xr3).
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Energię  kinetyczną  ukł adu moż na  zapisać  inaczej,  w  postaci  macierzowej

(3.4)  r- If"

gdzie  M  oznacza macierz współ czynników  bezwł adnoś ci  skł adają cą  się  z  bloków  m,. (3.3),
q — wektor  prę dkoś ci  uogólnionych  ukł adu.  Wobec  tego

(3.5)  M  =  diag  {mi ,  m2,  ..., m r ,  ..., m„},

(3.6)  q  =   c ol  {q ! , q 2 ,  • • - ,ą .r,  ..- ,%,}•

Mt - VC£

Rys.  8

Pochodna  energii  kinetycznej  zapisanej  w  postaci  (3.4)  wzglę dem  wektora  prę dkoś ci
uogólnionych przyjmuje  postać

(3.7)  - xr  =  M q,

a pochodna

(3.B)  '  f( f)" M 5-
dt  \  dą I

Drugi  czł on  równania  Lagrange'a  (3.1)  jest  równy  zeru.
Energia  potencjalna  ukł adu  jest  funkcją  odkształ cenia  prę ta  oraz  sił   obcią ż ają cych

Px  (x  =  1, 2,  ..., ń ).  Siła  zewnę trzna  PK  wykonuje  pracę  na  odcinku  'J}  ASŁ   (rys.  8),
_  ' - 'K

gdzie ASt  jest przemieszczeniem siły PK  przypadają cym  na jeden  SES. Przemieszczenie  AS-%
jest  zależ ne  od  obrotu  SES wokół   osi  xr3.  Wobec  tego  praca  siły PK

(3.9)

a  ponieważ

(3.10)  A,

pracę siły Px  moż na wyrazić  zwią zkiem

(3.11)  dLK =

i = c

; =»„
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Praca wszystkich  sił  zewnę trznych  dL jest sumą  (z uwzglę dnieniem  znaku) prac poszczegól-
nych  sił   />„.  Zakł adamy, że  siła  wykonuje  pracę  dodatnią  przy  ś ciskaniu. Zatem

lub

(3.12)

X - 1

n  u

dL  =  —

Uwzglę dnienie pracy  sił  osiowych  PK  stanowi  nowość w metodzie SES z uwagi na uwzglę d-
nienie  nieliniowoś ci  geometrycznych  i  pozwala  na  uchwycenie  istotnych  zwią zków  po-
mię dzy  tymi  sił ami  a  drganiami  i  statecznoś cią  prę ta.

SES nr  r  _
i i x r ?

£1
ESnrk  _

WrkZ

& i  «*;&- • -•

j _ ^ _ ^ _ —

V|[
ł x/ « SES nr p

'  /

l>^-

^ r j — •

Rys.  9

7

- «p - ^ -

Odkształ cenie  continuum  w  ukł adzie  dyskretnym  zastę puje  odkształ cenie elementów
sprę ż ystych  (rys.  9). Ponieważ  SES  posiada  dwa  stopnie  swobody  element  sprę ż ysty  od-
kształ ci  się  w  kierunku  osi  xr2  oraz  bę dzie  zginany  w  pł aszczyź nie xn,  xr2.

Wektor  przemieszczeń  punktu  zamocowania  elementu  sprę ż ystego  numer  k  do  SES
o numerze r  oznaczymy

(3.13)  {Wfk} =   COl  {Wrk2,  Wr»}.

gdzie w,.k2  oznacza wektor  przemieszczenia w/w  punktu w kierunku  osi xr2  (rys. 9), wrki  —
obrót  w/w  punktu  w  pł aszczyź nie  xrl,  xr2.  Wektor  przemieszczeń  punktu  zamocowania
elementu  sprę ż ystego  o  numerze k  moż na uzależ nić  od  współ rzę dnych uogólnionych SES
o  numerze r  nastę pują co:

wvk3

gdzie  SPr  jest  współ rzę dną  zamocowania  elementu sprę ż ystego  w ukł adzie osi  współ rzę d-
nych  SES  numer  r  (rys.  9).  Wektor  odkształ ceń  elementu  sprę ż ystego  o  numerze  k  jest
funkcją  przemieszczeń  punktów jego  zamocowania  do  SES numer r  i p

(3.15)  {Awk}  =  col  {Awk2,Awk3},

gdzie Awk2  =   wrk2- wpk2,  Awk3  =  wrk3- wpk3.

12  Mechanika  Teoretyczna
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Wielkość  odkształcenia elementu sprę ż ystego  zależy  od współczynników  sztywnoś ci  ck2

[równanie  (2.6)]  oraz  ck3  [równanie  (2.12)]. Wobec  tego  energię   potencjalną   moż na  za-
pisać  jako

K - l  n  u

ft- 1  K - l  ( = * K

Ostatnie  równanie  moż na  zapisać  w  postaci  macierzowej.  W  tym  celu  przekształcimy
równanie  energii  potencjalnej  fc- tego  elementu  sprę ż ystego  w  ten  sposób,  aby  uzyskać
bezpoś rednią   zależ ność  od  współ rzę dnych  uogólnionych  są siadują cych  z  nim  SES

(3.17)  Vk  =  - j  AwjfCtAWfc,

gdzie  Ck  = diag  {ck2,  ck3},   uwzglę dniając  zaś  zwią zki  (3.14)  i  (3.15),  otrzymujemy

gdzie

1  SLJ

0  1  J'
q,. =  col  {qr2,  qr3},   qP  =  col  {gpl,  qp3}.

Oznaczenia  SPr  i  SLP  podane  są   na  rys.  9.
Wprowadzając  zwią zek  (3.18)  do  równania  (3.16)  otrzymamy

SPr

0  1

(3.19)

gdzie

1  2  ŁJ'

~k  li-   l i
Ł H - 1  , 1 1-   1  *• »—1  .11  |

k  k  ( '

,AQ,AL ;  =  diag  {Al,H,  Al,H+l.

({ — wektor  współ rzę dnych  uogólnionych  ukł adu.
Wyrazy  bloków  macierzy K mają   nastę pują cą   postać:

(3 20)  k  =  Sr P  S  k  Sr C  S  k  =  Sr C  S  k  =  k r

Celem  dalszego  uproszczenia  równania  (3.19)  wprowadzimy  nową   macierz  B!) :

(3.21) B*  -
K - l

Macierz B*  ma  maksymalny  wymiar  u x  M, a  macierz  K wymiar  2M X 2W. Doprowadzamy
do zrównania  stopni  obydwu  macierzy  tworząc  macierz  B  o  wymiarze  2u x 2u. Dokonać
tego  moż na  przez  wprowadzenie  zerowych  wierszy  i  kolumn  (począ wszy  od  pierwszego
co drugi  wiersz i kolumnę ).



D YSKRETNY  MODEL  OBLICZANI A  DRG AŃ   WŁASNYCH  483

Wprowadzone  zmiany  nie  mają   wpływu  na  rozwią zanie  ukł adu  równań  (3.19), a  mają
jedynie  na  celu  uproszczenie  zapisu  wspomnianych  równań.  Łatwo  zauważ yć,  że  maksy-
malna  liczba  wyrazów q( wynosi  u, ponieważ  praca sił  P*  jest  tylko  funkcją   współ rzę dnych
rotacyjnych  qr3,  a wektor  q posiada  maksymalny  wymiar  2u. Aby  uproś cić zapis  równania
(3.19)  konieczne jest  sprowadzenie  obydwu  wektorów  do  jednakowego  wymiaru.  Wobec
tego  równanie  (3.19)  przyjmuje  postać

(3.22)  K =  i- qrKq- l< fBq.

Pochodna  energii  potencjalnej  zapisanej  w  postaci  (3.22)  wzglę dem  wektora  współ-
rzę dnych  uogólnionych  ma  postać

(3.23)  ^ = K q - B q.

Podstawiając  zwią zki  (3.8)  oraz  (3.23)  do  równania  (3.1)  otrzymamy

(3.24)  M ^ + K q - Bq  =  0.

Równanie  (3.24)  jest  równaniem  ruchu  prę ta  prostego  o  dowolnie  zmiennym.przekroju
poprzecznym  obcią ż onego  siłami  osiowymi.

4.  Warunki  brzegowe

Niektóre sposoby  podparcia prę tów  prostych przedstawiono  na rys.  1 i 2. Każ dy z tych
sposobów  wprowadza  ograniczenia w  ruchu prę ta,  a wię c muszą   być  narzucone  okreś lone
warunki  na  równanie  (3.24),  które  wyprowadzono  dla  ukł adu  dyskretnego  złoż onego
z  SES  o dwóch  stopniach  swobody.  Warunkami  tymi  są   zerowe  wartoś ci  niektórych skła-
dowych wektora  współ rzę dnych uogólnionych q, tzn. tych składowych, które stanowią   wek-
tory  przemieszczeń  SES  o  ograniczonym  ruchu.  Przykłady  wspomnianych  ograniczeń
podano  na rys.  15.

Ograniczenie  ruchu  wprowadza  również  dodatkowe  zmiany  w  macierzach  bezwład-
noś ci  M  oraz  sztywnoś ci  K  i  tak  np. moment bezwładnoś ci  SES zamocowanego  do pod-
pory przesuwnej  (rys.  15, wariant  V) należy  obliczać wzglę dem  osi  obrotu,  a  nie  wzglę dem
osi prostopadł ej do płaszczyzny  ruchu i przechodzą cej przez ś rodek masy, jak  to ma  miejsce
w  przypadku  swobodnego  SES.  To  samo  dotyczy  obliczeń  momentów  bezwładnoś ci
skrajnych  SES  w  przypadkach  I I   i  I I I . W  przypadku  IV  SES ma  ograniczone  moż liwoś ci
przemieszczenia  się   w  kierunku  poprzecznym,  jak  i  obrotu  i  dlatego  współczynniki  bez-
władnoś ci  mają   wartość  zero.  Z  ograniczeniem  ruchu  wią że  się   także  zmiana  współ rzę d-
nych  zamocowania  elementów  sprę ż ystych  (w  ukł adzie  osi  współ rzę dnych  SES —  patrz
rys.  9), a  tym  samym  zmiana  bloków  macierzy  K  ([3.19]), które  są   zwią zane  z  tymi SES.

Zerowanie niektórych  wyrazów wektora  q zmniejsza  wymiar  macierzy M , K i B w  rów-
naniu  (3.24) o liczbę   tych wyrazów. Macierze mas, sztywnoś ci  i macierz B o  zmniejszonym
wymiarze  oznaczymy  przez M '  K'  i  B'

12*
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5.  Drgania  wł asne,  stateczność  poł oż enia  równowagi

Weź my pod uwagę  ukł ad  równań ruchu  (3.24) odpowiednio zmodyfikowany  w  zwią zku
z  uwagami  podanymi w  rozdziale  4.  Rozwią zania  powyż szego  ukł adu równań  róż niczko-
wych  poszukujemy  w postaci  harmonicznej, tzn. zakł adamy, że

(5.1)  q  =  q0sintof,

gdzie q0 —  wektor  amplitud  drgań, co —  czę stość  drgań  wł asnych. Wprowadzając  zwią zek
(5.1) do równania  (3.24), otrzymamy

(5.2)  [ (K ' - B ' ) - 0J2M ']q 0  =  0.

Równanie  (5.2)  posiada  rozwią zanie  nietrywialne  wówczas,  gdy  wyznacznik  gł ówny  ma-

cierzy

(5.3)  det  |( JK ' - B ' ) - w2M ' |  =  0.

W  ten  sposób  obliczanie  czę stoś ci  drgań  wł asnych  prę ta  obcią ż onego  sił ami  osiowymi
sprowadza  się do problemu znajdowania  wartoś ci  wł asnych  macierzy.

Przypadek  badania  statecznoś ci  ukł adu jest  bardziej  prosty.  Warunkiem  utraty  sta-
tecznoś ci  jest  nietrywialne  rozwią zanie  równania  (5.2)  przy  zał oż eniu, że  czę stość  drgań
wł asnych jest  równa  zeru,  a  więc

(5.4)  (K ' - B' )q0  =  0,

przy  czym  wartoś cią  niewiadomą  w  tym  przypadku  jest  wartość  PH  (r. =  1,2,  ...,«)
wchodzą ca  w skł ad macierzy  B\

Równanie  (5.4)  moż na  uproś cić,  ponieważ  macierz  B'  zawiera  zerowe  wiersze  i  ko-
lumny  (patrz  przekształ cenie  macierzy  B*  w  macierz  B)  o  numerach  odpowiadają cych
kolejnym  amplitudom  wektora  q0  w  kierunku  poprzecznym  prę ta.  Z  uwagi  na  fakt,  że
wyrazy macierzy K'  leż ą ce  na i w pobliżu  gł ównej  przeką tnej  są  róż ne od zera, celem speł-
nienia  równania  (5.4) przemieszczenia  (amplitudy  drgań)  w  kierunku  poprzecznym prę ta
muszą  być  równe zeru.

Wobec zerowych  wyraż eń  wektora q0  macierze K'  i B' zmniejszają  swój wymiar  o liczbę
wspomnianych  wyraż eń.  Macierze K'  i B'  o zmniejszonym  wymiarze  oznaczymy  przez  K"
i B".  Wówczas  równanie  (5.4) przyjmie  postać

(5.5)  (K "- B")q§  =  0,

gdzie  qg  =  col  {q0r3},   r  =  (1, 2,  ...,u).

Jeż eli  np. SES  numer r  nie  ma  moż liwoś ci  obrotu  w  pł aszczyź nie  xri,  xr2,  wówczas
wyraz  q0r3  wektora  q$ jest  równy  zeru.

Wartość nieznana tzn. obcią ż enie krytyczne PK  wchodzi w skł ad macierzy B".  Przyjmu-
jemy  zał oż enie, że siły osiowe PH  są zależ ne od parametru P  wedł ug wzoru

(5.6)  .  PK =  P««  ( *. -   1,2, ..., / / ).

Wobec  tego macierz B"  moż emy  zapisać

(5.7)  B"= P B; ',

n

gdzie  B'a'  =   ]£  a* ALi  [porównaj  zwią zek  (3.21)].  Wprowadzając  zwią zek  (5.7)  do  rów-
i
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nania  (5.5)  otrzymamy

(5.8)  (K"- PBL')q8  =  0.

Równanie  (5.8)  przedstawia  typowe  zagadnienie  wartoś ci  własnych  macierzy.  Rozwią za-
niem  tego  równania  są   wartoś ci  własne P„  i  odpowiadają ce  im  wektory  własne qg„, v <  u.
Są   to  wielkoś ci,  dla  których  spełnione jest  równanie  (5.8). W  rozpatrywanym  zagadnieniu
/>„  oznacza  siłę  krytyczną,  zaś  q$„  postać  odkształ cenia od położ enia równowagi  pod  dzia-
łaniem  obcią ż enia  krytycznego

(5.9)  P v =   Pvax  ' ( «=   l i  2,  . . . , «).

6.  Przykł ady  obliczeń

Przedstawione  przykł ady  obrazują   moż liwoś ci  zastosowań  metody,  jak  również  dają
pogląd  o  dokł adnoś ci  obliczeń.  W  pierwszym  przykładzie  podano  obliczenia  siły  krytycz-
nej  kolumny  prostej  o  zmiennym  przekroju  przy  róż nym  podziale  na  sztywne  elementy
skoń czone  i  wyniki  tych  obliczeń  porównano  z  rozwią zaniami  analitycznymi.  W  drugim
przykładzie  obliczono  czę stoś ci  drgań  prę ta  o  stałym  przekroju  w  funkcji  siły  ś ciskają cej.

a)

•  h

b)

/; =  600 mm
12=  700 mm
E- 2- WekG/ cm!

r,  •   18 cm4

Rys.  10

I   w  tym  przypadku  rozwią zanie  porównano  z  wynikami  metod  analitycznych.  W  przy-
kł adzie  trzecim  obliczono  czę stoś ci  drgań  własnych wału o  skokowo  zmiennym  przekroju
poprzecznym  również  w  funkcji  siły  ś ciskają cej.

P r z y k ł ad  1.  Policzont)  trzy  pierwsze  siły  krytyczne  i  odpowiadają ce  im  formy
odkształ ceń  dla  kolumny  o  zmiennym  przekroju  (rys.  10),  dla  róż nej  gę stoś ci  podziału
na  sztywne elementy  skoń czone. Parametry kolumny  podano na rys.  10. Kolumnę  podzie-
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lono  na u odcinków  o długoś ci Al  =   l/ u, a  nastę pnie własnoś ci  sprę ż yste  każ dego  odcinka
zastą piono  elementem  sprę ż ystym,  który  umieszczono  w  ś rodku  odcinka.  Otrzymano
w  ten  sposób  u  sztywnych  elementów  skoń czonych.  Wartoś ci  obcią ż eń  krytycznych  obli-
czono z równania  (5.8) wykorzystując  standardowe  programy  obliczają ce  wartoś ci  własne
macierzy.

Tablica  1

Liczba
SES

CO

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
12
15

wartość
dokładna

•   PL

[kG]

4970,41
6459,86
6573,64
6690,18
6713,57
6739,65
6752,55
6758,77
6768,61
6768,65
6774,59
6781,84

6786,39

Pkrl- Plrl

[%]

4,811
3,135
1,418
1,073
0,689
0,498
0,407
0,262
0,261
0,173
0,067

—

Pkr2

[kG]

3)232,40
44510,78
47788,22
50154,60
51145,54
51819,66
52306,58
52518,90
52830,59
53106,60
53262,86

53721,84

Pkr2 — PkrZ

P°kr2

[%]

41,863
17,146
11,045
6,640
4,796
3,541
2,634
2,239
1,659
1,145
0,854

—

PkrZ

[kG]

__

—

78349,4
110615,8
125253,0
134704,1
140537,8
144021,9
147178,5
148591,1
151158,5
153649,3

157243,0

Pkri- PkrS

Pfcs
[%]

50,173
29,653
20,344
14,334
10,624
8,408
6,401
5,502
3,863
2,285

—

O b j a ś n i e n i a:

Pkri,Pkr2, Pkr3—pierwsza,  druga  i  trzecia  siła  krytyczna  obliczona dla układu  dyskretnego złoż onego
z  /   SES,

Pkn,Pkr2,Pkr3  — dokładne  wartoś ci  sił  krytycznych.

Wyniki  przedstawiono  w  tablicy  1.  D okł adna  wartość  obcią ż enia  krytycznego  wynosi,
zgodnie z  [6]

Pkn  =   6 786,39  kG,  Pkr2  =  53 721,84  kG,  Pkr3  =  157 243,02  kG.

N a  rys.  11 przedstawiono  wykres  siły  krytycznej  obliczonej  metodą   podziału kolumny
na  SES  w  zależ noś ci  od  gę stoś ci  podział u. Z  przedstawionych  danych  wynika,  że  wyniki
obliczeń  metodą   SES  są   zbież ne  monotonicznie  do  wartoś ci  dokł adnej  i  zbiegają   się   od
dołu,  w  przeciwień stwie  do  metody  przedstawionej  w  [1]. W  ten  sposób  siła  krytyczna
obliczona  prezentowaną   metodą   jest  «bardziej  bezpieczna»  niż  w  innych  przypadkach.
Postacie  odkształceń przedstawiono  w  tablicy  2  i na  rys.  12.

P r z y k ł ad  2,  Policzono  trzy  pierwsze  czę stoś ci  drgań  własnych  prę ta  o  stałym
przekroju  (rys.  13) dla róż nych wartoś ci  sił  osiowych  P.  Parametry prę ta podano na rys.  13.
Prę t podzielono na 9 odcinków a nastę pnie własnoś ci  sprę ż yste  każ dego  odcinka, podobnie
jak  poprzednio, zastą piono  elementem sprę ż ystym,  który  umieszczono  w  ś rodku  odcinka.
Uzyskano  w  ten  sposób  10  SES.  Czę stoś ci  drgań  własnych  obliczono  z  równania  (5.3).
Wyniki  przedstawiono  w tablicach 3,4,  5, zestawiając  je  z rozwią zaniami  analitycznymi  [7].
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N a  rys.  14  przedstawiono  zależ ność  pomię dzy  czę stoś cią   drgań  własnych  i  obcią ż eniem

w  osi  prę ta.

P r z y k ł ad  3.  Policzono  trzy  pierwsze  czę stoś ci  drgań  własnych  wału  o  skokowo

zmiennym przekroju  (rys.  16)  dla  róż nych wartoś ci  sił  osiowych  P.  Wymiary  wału  podano

na  rys.  16. Przyję to  wartoś ci  modułu  Younga  i  modułu  odkształ cenia  postaciowego  odpo-

wiednio:  E  =  2-   106  kG / cm2:  G  =  8-   105  kG / cm2.  Podobnie  jak  poprzednio,  wał   po-

dzielono  na  10  SES.  Czę stoś ci drgań  własnych  obliczono  z  równania  (5.3).  Wyniki  zesta-

wiono  w  tablicy  6.

Tablica  2

Nr
SES

1
2
3
4
5
6

Forma
nr  1

1,00000
0,95606
0,82809
0,63963
0,45084
0,23294

Forma
nr  2

- 1,00000
- 0,66653

0,11148
0,77206
0,91072
0,60313

Forma
nr  3

1,00000
0,12171

- 0,97037
- 0,39543

0,56484
0,79616

Tablica  3

Siła
osiowa

[kG]

500
1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
5100
5200
5300
5400

Pierwsza czę stość
drgań  własnych

(wartość do-
kładna)

125,6162
119,1210
112,2732
104,9796
97,1399
88,6094
79,1648
68,4289
55,6594
38,9027
34,5906
29,6580
23,7211
15,6773

Pierwsza czę stość
drgań  własnych

(wartość przy-
bliż ona)

125,5961
119,0759
112,1541
104,7752
96,8348
88,1813
78,5795
67,6267
54,5145
37,0151
32,4000
27,0072
20,2241
9,4145

Błą d
wzglę dny

0,016
0,038
0,106
0,195
0,314
0,483
0,739
1,172
2,057
4,852
6,333
8,938

14,742
39,948
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Tablica  4

Siła
osiowa

[kG]

500
1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
5100
5200
5300
5400

Druga  czę stość
drgań  własnych

(wartość  do-
kł adna)

520,9650
514,8459
508,6532
502,3842
496,0360
489,6055
483,0893
476,4841
469,7860
462,9911
461,6201
460,2450
458,8658
457,4824

D ruga  czę stość
drgań  własnych

(wartość  do-
kł adna)

520,3215
513,9683
507,5349
501,0182
494,4148
487,7214
480,9340
474,0488
460,0612
459,9668
458,5347
457,0980

""'455,6567  '
454,2109

Bł ą d
wzglę dny

0,123
0,179
0,220
0,272
0,327
0,385
0,446
0,511
0,580
0,653
0,668
0,684
0,699
0,715

Tablica  5

Siła
osiowa

TkGl

500

1000
1500
2000
2500
3000
3500
4000
4500
5000
5100
5200
5300
5400

Trzecia  czę stość
drgań  własnych

(wartość  do-
kł adna)

1179,7506
1173,6910
1167,5999
1161,4769
1155,3215
1149,1331
1142,9111
1136,6551
1130,3645
1124,0387
1122,7693
1121,4984
1120,2261
1118,9523

Trzecia czę stość
drgań  własnych

(wartość  przy-
bliż ona)

1174,8443
1168,2580
1161,6336
1154,9705
1148,2679
1141,5253
1134,7418
1127,9168
1121,0494
1114,1389
1112,7516
1111,3625
1109,9716
1108,5790

Bł ą d
wzglę dny

["/ „]
L/  OJ

0,416
0,463
0,511
0,560
0,611
0,662
0,715
0,769
0,824
0,881
0,892
0,904
0,915
0,927

[490]
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Tablica 6

Siła
osiowa

(T)

0
5

10
15
20
25
30
35
40
45
50
55

Pierwsza czę stość
drgań  własnych

300,353
296,850
293,280
289,642
285,930
282,141
278,268
274,307
270,251
266,093
261,825
257,439

Druga  czę stość
drgań własnych

552,192
547,388
542,515
537,568
532,545
527,443
522,258
516,987
511,626
506,171
500,618
494,963

Trzecia  czę stość
drgań własnych

1550,327
1545,022
1539,621
1534,118
1528,508
1522,787
1516,948
1510,985
1504,893
1498,663
1492,289
1485,764

7.  Wnioski

Z  przedstawionych  rozważ ań  wynika, ż e:

1) metodę  moż na stosować  do obliczeń  drgań  własnych i badania statecznoś ci prę tów

prostych  o dowolnym  przekroju  poprzecznym,

2)  przy  niewielkiej  gę stoś ci  podziału continuum na SES otrzymuje  się  dość  dokładne

wyniki,

3)  dzię ki  prostemu  zapisowi  macierzowemu  metoda  daje  się   ł atwo  zaprogramować

w obliczeniach na elektronicznej maszynie  cyfrowej.
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flHCKPETHAH MOflEJIL  flJIfl   PACTETA  YCTOH^HBOCTH  H  COBCTBEHHBIX
KOJIEBAHHfł   HATPy>KEHHBIX  BflOJTŁ  OCH  CTEPKHEIi

nEPEMEHHOrO  CEHEHIM

B  pa6oie  paccMaipHBaeTCH lueTOH pac^eia  ycToiromocTH  H COGCTBEHIIBIX  K0Jie6aHHH cTepHureK
oceBoit  Harpy3Kii  n pn  HcnonŁ3OBaiiHH  Meiona  McecTKiix  KOHcqutix  sJieMeinoB.

TeopeTiraeciaie  OCHOBŁI  MeTo â u  oqeHKa ero TO^JHOCTH.  FIoKa3aHM  npHMepti
pa3pa6oTan  c  TO^KH  3peinra  npnMeHennH  irH<|>poBbix  B

S u m m a ry

THE  DISCRETE MODEL OF CALCULATION  OF NATURAL  VIBRATION  FREQUENCY AN D
STABILITY  OF AXIALL Y  LOADED RODS WITH ARBITRARILY  VARIABL E CROSS- SECTIONS

The method presented  consists  in  calculating  the natural  vibration  frequency  and  stability  of  axially
loaded  rods  by  the stiff  finite  elements  method. Theoretical  basis  of  the method  and  its  accuracy  are dis-
cussed  in  the paper, and  the examples  of  its  application  are given. The  method  is  suitable  for  electronic
computer  technique.
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