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1. Wstęp

W  niektórych  przypadkach  badania  własnoś ci  mechanicznych  materiał ów  konstruk-
cyjnych  stosowanie  ogólnie  znanych  metod  pomiarowych  jest  bardzo  utrudnione  i nie-
wygodne.  Dotyczy  to  szczególnie  badań  statycznych  tworzyw  sztucznych,  gdzie  czas
pomiaru  i warunki  otoczenia ingerują   w  sposób  o wiele bardziej  wyraź ny  niż w  przypadku
metali.  Pocią ga  to  za  sobą   konieczność  zamykania  ukł adów  pomiarowych  w  komorach
klimatycznych  i  zwią zane  z  tym  dą ż enie  do  miniaturyzacji  próbek  i  stanowisk.  Z  tego
powodu  rozważ ymy  moż liwość  zastosowania  prostej  metody  pomiarowej,  pozwalają cej
na  wyznaczenie  dwóch  stał ych  materiał owych.  Dodatkowym  wymaganiem,  rzadko  dają-
cym  się   spełnić  w  praktyce,  jest  uż ycie  jednego  i  tego  samego  urzą dzenia  pomiarowego
do wyznaczania  obu  stał ych sprę ż ystoś ci  materiał ów izotropowych.  Wykaż emy,  że  wyma-
ganie  to  może  być  uwzglę dnione  przy  proponowanej  metodzie  pomiarowej.  D la  dosta-
tecznie  dł ugiego,  w  porównaniu  z  czasem  przykł adania  obcią ż enia,  okresu  próby,  obcią-
ż enie moż na przyją ć  w  postaci  P  =   P0H(t)  (gdzie  H(t)  jest  funkcją   Heavinde'a)  i  stosując
transformację   Laplace'a- Carsona  wykorzystać  istnienie  analogii  sprę ż ysto- lepkosprę ż ystej

pozwalają cej  bezpoś rednio uż yć rozwią zanie  do wyznaczenia  funkcji  peł zania w(t)  =   .  .
h(t)

2.  Sformułowanie zagadnienia

Rozważ amy  izotropową   tarczę   sprę ż ystą   o  promieniu  R  i  gruboś ci  b  ś ciskaną   siłą   P,
mię dzy  dwoma nieodkształ calnymi pł ytkami. Wielkoś ciami,  które nas  interesują   są   zmiany
ś rednic tarczy z otworem  (promień otworu  r  =   a), oraz  tarczy pełnej. Podamy  rozwią zanie
dla  tarczy  z  otworem,  drugi  przypadek  otrzymamy  przez  przejś cie  graniczne.

W  celu  uproszczenia  rozwią zania  przyjmujemy  na  powierzchni  styku  eliptyczny  roz-
kł ad  nacisków  dla  zagadnienia  kontaktu  sprę ż ystego  walca z nieodkształ calną  płaszczyzną,
znane jako  zadanie  H ertza  (rys.  1).

Rozkł ad  ten  moż na  przedstawić  w  postaci

gdzie  a jest  ką tem  ograniczają cym  obszar  styku  tarczy  z  pł ytą   i  zgodnie  z  rozwią zaniem
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p  =   Jp((p)bRd(p.

D o  dalszych  rozważ ań  wprowadzimy  współ rzę dne  bezwymiarowe

<2>  i  /- i-
Funkcja  naprę ż eń  dla  rozpatrywanego  przypadku  ma postać  [1]

(3) 0  =
246

gdzie  A, B, C, D, Ao,  Bo  oznaczają   stałe dowolne.  Prowadzi  to  do  nastę pują cych  wy-
raż eń  na naprę ż enie  i  przemieszczenie:

a„   =   2AO+Box- 2-
2,4

att  =   2Ao- Box- 2+

(4)

" +  (n- l)(n+2)Dx- "]cosn<p,

Bx- "-2  +

l)(n+2)Cx"  + (n +1) (n- 2)Dx- "]cosn<pl

2,4...

i?
~E ^

2 " - 2 + (« + 2) C-   (n- 2)Dx-
2"]x n+1)cosn<p\ .
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Wartoś ci  stałych  wyznaczamy  z  nastę pują cych  warunków  brzegowych:

o„(a,<p)   =  0,

art{R,  q>) =  0,  (

crr r(J?, 99)  dla l
a  <  cp < n- a.  \

7i+ct < <p  <  2n—a,)'

R o z w i ą z a n i e.  Rozkład nacisków na powierzchni zewnę trznej r =  R  realizujemy
przedstawiając  obcią ż enie  w  postaci  szeregu  Fouriera

(6)

00

o„   =  -   yPm axoe +  2pmax2J—JI(na)cosn<p  =
L  2,4...   J

gdzie Jx(nv)  jest  funkcją   Besela  pierwszego  rodzaju.
Powyż sza  postać  obcią ż enia  spełnia  warunki  (5). Uwzglę dniając  warunki  brzegowe

otrzymujemy  układ  równań  pozwalają cy  na  wyznaczenie  niezbę dnych  stałych:
2AQ+B0/ - 1  -   0,

E2
2A0  + B0  m

(n- l)A- (n+l)B+(n  + l)C- (n- l)D  =  0,

- 1 (  1  = 0,

=  0,

=   Ea—Ix(na).
n

Ostatecznie  otrzymujemy  nastę pują ce  wyraż enia  okreś lają ce  stałe całkowania:

A  =  - Ea2 " " n(n-1)  [(1 - f")*~n*f
n- l{\   - / )2 ] '

2  «(«+1) ' (1 - ff- n2fn- x(\ - ff  J  '

(8)  C - 4

/(!- /")+«(!- /)

4*
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Interesują ce  nas zmiany długoś ci ś rednic dla  cp  — 0  i  (p  =  - y- ir  przyjmują   postać:

óx  =   2ur(R,  0)  =   R[A1(a

( 9)  •

d  2

gdzie

2,4...

m

2,4...  v

- Z2 " ) -

Stosując  przejś cie  gran iczn e/=   I —  -> 0  otrzymujemy  rozwią zanie  dla  tarczy  pełnej

gdzie

UW

ii(°o  =  cc2+ 4cc  y

(12)
00

2,4...

oo
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[ D la  wyznaczenia  stał ych  materiał owych  bę dziemy  rozpatrywać  zwię kszenie  ś rednicy

prostopadł ej  do  kierunku  dział ania  obcią ż enia  yp  -   — 1 .  W  tym  przypadku  wielkoś ci

A2  i  B2  są   tego  samego  rzę du.  Rozważ anie  zbliż enia  powierzchni  styku  nie prowadzi  do
celu ze wzglę du  na zbyt duże stosunki wartoś ci Ax  i Bt  dochodzą ce do 104 oraz niekorzystny
na  dokł adność pomiaru  wpływ  koncentracji  naprę ż eń  w  miejscu  kontaktu.

Obliczenia  numeryczne  zestawione  w  tablicy  1  wskazują,  że  otrzymane  wyniki  ze

wzofów  (10)  i  (12)  są   identyczne  (lub  pomijalnie  róż nią ce  się   dla  wię kszych  wartoś ci  a)

z  wynikami  dla  tarczy  obcią ż onej  sił ą   skupioną   [2,  3],  które  moż na  zapisać  w  postaci

(13)  8

gdzie

KJ)

2,4...

'   / 2 " ) - O ~/ " )

Zwią zki  (13)  moż na  uzyskać  także  przez  przejś cie  graniczne  a  -> 0  we  wzorach  (12).

Przyjmując

moż na  sprawdzić,  że  wyraż enie  A[  ukł adu  (12)  traci  sens,  jednak  pozostałe  wyraż enia
pozostają   w  mocy.  W  dalszych  rozważ aniach  bę dziemy  wię c  korzystać  z  tych  wzorów.

3. Moż liwoś ci zastosowań

Zapisując  wyraż enie  (13)  w  postaci

or

a  nastę pnie  przekształ cając  pierwszy  wyraz  w  nawiasie

'41  + 1a2  a2  [A2(x,O)

i  oznaczając
- ]

otrzymamy
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A =

B =
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nRbE'

0,570796,

- 0,785398,
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gdzie

(14)

zauważ my,  że dla /?(/) =  1 wielkość  d zależ y  od  stosunku  (1 +v)/ E.  Stan  ten  moż na  otrzy-
mać  przez  odpowiednie  dobranie  stosunku  promieni  a/ R.

Przeprowadzone  obliczenia numeryczne wykazują,  że przypadek  /?(/) =  1 zachodzi  dla

(15)  / =   0,065556,

czyli

4-   =  0,25604.
iv

Badanie próbki  o takim  stosunku  promieni pozwala  na bezpoś rednie  wyznaczenie  mo-
dułu  Kirchhoffa.  Podobnie moż emy  wyznaczyć  moduł   Younga  odejmując  od  wydłuż enia
ś rednicy  tarczy  pełnej  wydłuż enie  ś rednicy  tarczy  z  otworem,  co  ze  wzglę du  na  te  same
współczynniki  przy  wyraż eniu  (l+v)   sprowadza  się   do:

c  = R  " x  ""
(16)

2 ~  i?  ^2 - ^2 -

Wartoś ci  liczbowe  stałych A,  B,  C  jako  funkcji  a  i  i 7  = / 1 / 2 podano  w  tablicy  1.

D o  celów  praktycznych  dla  stosunku  a/ R  =  0,256 koń cowe  wzory  na wyznaczenie  sta-
ł ych  materiałowych  moż na  zapisać  w  postaci:

E  = 2,2832 -

f

(17)  "

G  =  1, 5708 -̂
no o

lub

08)

w zależ noś ci  od  aktualnych  potrzeb,  gdzie  d  i  d'  oznaczają   powię kszenie  ś rednicy  tarczy
z  otworem  i  tarczy  peł nej.
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W  celu skontrolowania  podanej metody przeprowadzono badania na próbkach  wykona-

nych z technicznego metaplexu  (polimetakrylanu  metylu), o stosunku  a/ R = 0,25604  (ś red-

nica  zewnę trzna  29,3  mm)  oraz  dla  tarczy  peł nej  o  tej  samej  ś rednicy.  Próbki  ś ciskano

sj}ą  p  — 90  kG  i  140  kG.  Otrzymane  wyniki  podane  są  w  tablicy  1.

Tablica  1

P[kG]

90

140

d/ c

tarcza z otworem

27
29
30
28

44
47
44
45

fe  = 22,8

<5ś 'r  = 44 ,8

tarcza  peł na

11

11

10

11

18

21

19

22

Ą fr  =  12,2

*

Sic  =  19,04

D o wyznaczenia  ś rednich przemieszczeń zastosowano metodę najmniejszych  kwadratów.

Korzystając  ze wzoru  (14) dla  tarczy  z otworem  oraz peł nej  wyznaczono  stałe materia-

ł owe  ,

E• =   39,4978 •   103  S  39 400  kG / cm2,

v  =  0,2639297  £  0,264.

Otrzymane wyniki  są  zgodne, z dokł adnoś cią do kilkunastu  procent, z danymi literatu-

rowymi  dla  tego  typu materiał ów.

Zagadnienie  kontaktowe tarczy

F  =  —  =  0,00
R

0,0010
0,0020
0,0030
0,0040
0,0050
0,0060
0,0070
0,0080
0,0090
0,0100

0,779235£- - 05
0,283995£~04
0,602895£- 04
O,1O2589£- O3
0,1547335- 03
0,216276£- 03
0,286855£- O3
0,366163£- 03
0,453938^- 03
0,549947J?- 03

- ,3334195-
- ,2667355-
- ,3998875-
- ,2133065-
- ,4166145-
- ,7199085-
- ,1143195-
- ,1706455-
- ,2429685-
- ,3332895-

09 0,0000005+ 00
08 0,0000005+ 00
08 0,0000005+ 00
07 0,0000005+ 00
07 0,0000005+ 00
07 0,0000005+ 00
06 0,0000005+ 00
• 06 0,0000005+ 00

- 06  0,0000005+ 00
- 06  0,0000005+ 00

0,570796£'- 06
0,2283195- 05
0,5137175- 05
0,9132765- 05
0,1426995- 04
0,2054875- 04
0,2796925- 04
0,3653125- 04
0,4623485- 04
0,5708015- 04

- ,7853985-
- ,3141595-
- ,7068585-
- ,1256635-
- ,1963495-
- ,2827425-
- ,3848435-
- ,5026515-
- ,6361665-
- ,7853885-

06 0,0000005+ 00
05 0,0000005+ 00
05 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04 0,0000005+ 00
04  0,0000005- 00
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F  =  _  = 0,25
R

0,0010
0,0020
0,0030
0,0040
0,0050
0,0060
0,0070
0,0080
0,0090
0,0100

0,846901 £ - 05
0,311061^- 04
0,6634555- 04
0,1133555- 03
0,1716505- 03
0,2406355- 03
0,3200105- 03
0,4094685- 03
0,5087455- 03
0,6176095- 03

- ,3334195
- ,2667355
- ,9002315
- ,2133885
- ,4166145
- ,7199085
- ,1143195
- ,1706455
- ,2429685'
- ,3332895

- 09 0,6766625-
08 0,2706615-
08 0,6056025-

- 07 0,1076625-
1,1691665-

0,2435945-
36 0,3315515-

0,4330515-
- 06 0,5480725-

06 0,6766235-

- 07 0 ,
¯0 7

- 06
- 06

06
05
05
04
04
04
04
04
04
04

0,3222055- 07
0,1288865- 06
0,2900095- 06
0,5156145- 06
0,8057215- 06
0,1160395- 05
0,1579645- 05
0,2063525- 05
0,2612125- 05
0,3225515- 05

- ,7853985- 06
- ,3141595- 05
- ,7068585- 05
- ,1256635- 04
- ,1963495- 04
- ,2827425- 04
- ,3848435- 04
- ,5026515- 04
- ,6361665- 04
- ,7853885- 04

- ,5385765- 0 6
- ,2154305- 0 5
- ,4847165- 0 5
- ,8617155- 0 5
- ,1346425- 0 4
- ,1938835- 0 4
- ,2638965- 0 4
- ,3446775- 0 4
- ,4362275- 0 4
- ,5385465- 0 4

77 —

R
0,5 0

0,001 0
0,002 0
0,003 0
0,004 0
0,005 0
0,006 0
0,007 0
0,008 0
0,009 0
0,010 0

A,

0,1310465- 04
0,4964845- 04
0,1080665- 03
0,1875245- 03
0,2874435- 03
0,4073775- 03
0,5469635- 03
0,7058945- 03
0,8839065- 03
0,1080775- 02

• Bi

- ,3334195
- ,2667355
- ,9002315
- ,2133885
- ,4167735
- ,7201835
- ,1143625
- ,1707105
- ,2430615
- ,3334175

09 0,5312245- 05
08 0,2124895- 04

- 08 0,4777605- 04
- 07 0,8493485- 04

07 0,1327105- 03
07 0,1911015- 03
06 0,2601085- 03
06 0,3397315- 03
06 0,4299685- 03
06 0,5308195- 03

- ,3814115- 05
- ,1525645- 04
- ,3432685- 04
- ,6102525- 04
- ,9535145- 04
- ,1373055- 03
- ,1868865- 03
- ,2440945- 03
- ,3089285- 03
- .3813895- 03

B2

- ,7853985- 06
- ,3141595- 05
- ,7068585- 05
- ,1256635- 04
- ,1963495- 04
- ,2827425- 04
- ,3848435- 04
- ,5026515- 04
- ,6361665- 04
- ,7853885- 04

- ,4384915- 05
- ,1753965- 04
- ,3946405- 04
- ,7015805- 04
- .1096215- 03
- .1578545- 03
- .2148555- 03
- ,2806255- 03
- ,3551635- 03
- .4384695- 03

5 =  —
R

a.  .

0,0010
0,0020
0,0030
0,0040
0,0050
0,0060
0,0070
0,0080
0,0090
0,0100

-  = 0,75

A,

0,7151365- 04
0,2832845- 03
0,6337445- 03
0,1122065- 02
0,1747655- 02
0,2510065- 02
0,3408925- 02
0,4443935- 02
0,5614815- 02
0,6921325- 02

B,

- ,3334195- 09
- ,2667355- 08
- ,9002315- 08
- ,2133885- 07
- .4167735- 07
- ,7201835- 07
- .1143625- 06
- ,1707105- 06
- ,2430615- 06
- .3334175- 06

c\

0,6372135- 04
0,2548855- 03
0,5734555- 03
0,1019475- 02
0,1592915- 02
0,2293785- 02
0,3122075- 02
0,4077775- 02
0,5160875- 02
0,6371375- 02

A2

- ,5544605- 04
- ,2217845- 03
- ,4990125- 03
- ,8871295- 03
- .1286135- 02
- ,1996025- 02
- ,2716795- 02
- ,3548445- 02
- .4490955- 02
- .5544345- 02

B2

- ,7853985- 06
- ,3141595- 05
- .7068585- 05
- .1256635- 04
- .1963495- 04
- ,2827425- 04
- .3848435- 04
- .5026515- 04
- .6361665- 04
- .7853885- 04

c2

- ,5601685- 04
- .2240675- 03
- ,5041495- 03
- ,8962625- 03
- ,1400405- 02
- ,2016575- 02
- ,2744765- 02
- .3584975- 02
- .4537195- 02
- .5601425- 02
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4.  Wnioski

Obliczenia  numeryczne  wskazują,  że  zgodnie  ze  wzorami  Hertza  zbliż enie  dwóch  ciał

ś ciskanych  z  dużą   dokł adnoś cią   nie  zależy  od  dwóch  lecz  od  jednej  stałej  materiał owej.

Sytuacja  zmienia  się ,  gdy  pomiarowi  podlega  zwię kszenie  ś rednicy  ś ciskanej  tarczy.  Tak

mierzona wielkość tylko w jednym szczególnym przypadku wyraża się  przez jedną  ze stałych

materiał owych.  To  zjawisko  umoż liwia  dokonanie  pomiaru  wartoś ci  dwóch  stałych  ma-

teriał owych  w jednym  i  tym  samym urzą dzeniu,  mierząc  powię kszenie ś rednicy tarczy  i  tar-

czy  z  otworem.  Szczególnie  wygodny  jest  przypadek,  gdy  stosunek  wymiarów  a/ R  =

=   0,25604.

Moż na  też  zauważ yć,  że  z  bł ę dem  rzę du  l°/ 00  rozwią zanie  dokł adne  moż na  zastą pić

przez rozwią zanie  przyjmują ce  obcią ż enie  siłą   skupioną   w  miejsce  rzeczywistego  rozkładu

nacisków. Wynika  to  z  analizy  danych  tablicy  1 i  w  pewien  sposób potwierdza  stosowal-

ność  w  tym  przypadku  zasady  de  Saint  Venanta.
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O  HEKOTOPBIX  BO3MO>KHOCTJIX  ilPH MEH EH PM  OKHMAEMBI X  flHCKOB
OnPEflEJIEH HH  MEXAH H ^ECKH X  KOHCTAHT  MATEPHAJIA

B  pa6oTe  npHBoflHTcn:  npocToft  MeTOfl  onpeseJieiiHH  MaTepHanwiwx  KOHCTaHT cHrrreTHHecKHx  iwa-

Paccy>i<fleHHH  npoBO^HTCH  fljia   yn pyro ro  iwaiepiiajia  a  c  ijejiBio  onpeflcnemm  <byHKu.HH

Hcnojit3yeTCH ynpyro- BH 3Koynpyraa  aHaJiorHH. PaccMaTpHBaeTCH  Mop,em,na.ft sappna  HJIH Kpyraoro  AH CI O

OKHMaeMoro  ppymfi  >KCCTKHMH  nrorraMiT.  OnpefleJieno  H3MeHeHHe  flHaiweipoB  cnjioniHoro  H  nonoro

flHCKOB.  C  uenBio  onpeflejieHHH  MaTepHaJiBHbix  KOHCTaHT paccMOTpeHO yBeraraeHHe  nepneHflHKyjrapHoro

K  HanpaBJieHHio  fleacTBHH  C H ^ Ł I  flHaMeTpa  ( B  O6OHX  cn yqaax).  IIpoBOflHiiacB  sKcnepHMeHTajiBHaji  npo-

Bepna  MdOAa  c  HcnoJiB3OBaHHeM   o6pa3i;oB  H3  opranH ^ecKoro  creKna  (MeTaruieKca).

S u m m a ry

ON  POSSIBILITIES  OF APPLICATIONS  OF  COMPRESSED  DISCS  IN  MATERIAL  TESTING

A  simple method enabling to determine the  material constants of plastics has been given. The  discussion
refers  to an elastic material while the elastic- visco- elastic analogy can be employed in order to determine
the  creep  function.

An  elastic disc compressed by two rigid plates serves as a model for discussion. The changes of dia-
meters of  that disc and of a hollow disc have been determined. To obtain material  constants, increase of
the  diameter perpendicular to the direction of loading has been considered in both cases. In order to verify
the  method, tests have been performed  on specimens made of metaplex  [poly- (methyl metacrylate)].
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