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ANALIZ A  KONWEKCYJNEGO  REKUPERATORA PĘ TLICOWEGO  Z KRZYŻ OWYM

PRZEPŁYWEM CZYNNIKÓW

J AN  S K Ł A D Z I E Ń  ( G L I WI C E )

1.  Wstęp

Przy  rozpatrywaniu  dowolnego  rekuperatora z  przepływem krzyż owym  moż na w  od-
niesieniu  do  każ dego  z  czynników  przyją ć  dwa  krań cowe  założ enia okreś lają ce  jego  za-
chowanie  się .  W  klasycznych  rekuperatorach krzyż owo- prą dowych  zakłada się   przepływ
adiabatycznymi,  nie  mieszają cymi  się   strugami,  pomię dzy  którymi  nie  ma  wymiany  ani
ciepła, ani masy.  Moż na też przyją ć  cał kowite wymieszanie  w płaszczyznach poprzecznych
do  kierunku  przepł ywu  i  temperatura danego  czynnika jest  wówczas  funkcją   tylko  jednej
zmiennej.  Przypadki  takie  wystę pują   również  przy  rozpatrywaniu  rekuperatora  pę tlico-
wego  z  przepł ywem  krzyż owym,  którego  schemat  wraz  z  modelem  teoretycznym  jest
pokazany  na  rys.  1.  Przypadek  cał kowitego  wymieszania  obu  czynników  wydaje  się   nie
mieć  wię kszego  znaczenia  praktycznego.  Zał oż enie wymieszania  czynnika  ogrzewanego
ma sens w przypadku  rekuperatora składają cego  się  z pojedynczego, wzglę dnie  grupy  rów-
nolegle  ustawionych  elementów.  W  przypadku  wię kszej  iloś ci  elementów  ustawionych
w  kilku  rzę dach  słuszne  wydaje  się   być  założ enie  przepływu  czynnika  chłodniejszego
adiabatycznymi  strugami.  W  odniesieniu  do  medium grzeją cego  moż na teraz przyjąć  dwa
przeciwstawne  zał oż enia, w  rzeczywistoś ci  zaś  bę dzie panował  pewien stan poś redni. Przy-
padek  cał kowitego wymieszania  tego  czynnika jest  znacznie łatwiejszy  do rozwią zania  [4].
Przypadek  «czystego» przepł ywu  krzyż owego  bez  wymieszania,  dla jednego  szczególnego
przypadku  Qcx_2 =  &i_ 3),  również  został   rozwią zany  [2]. Wyniki  obliczeń,  choć  otrzy-
mane  w  stosunkowo  prosty  sposób,  poprzez  transformację   Laplace'a  równań  bilansu
energii,  niezbyt  nadają   się   do  obliczeń  cyfrowych,  zwłaszcza przeprowadzanych na maszy-
nie matematycznej. Wynika  to z koniecznoś ci rozwią zywania  równań przestę pnych. W ni-
niejszej  pracy  podany  jest  inny,  przy  tym  bardziej  ogólny,  sposób  rozwią zania  zagadnie-
nia.  Po  sprowadzeniu  ukł adu  równań  bilansowych  do  równania  całkowego  okreś la  się
kształt  rozwią zania.  Po  zał oż eniu na  tej  podstawie  szeregów  okreś lają cych  przebieg  tem-
peratur poszczególnych  strumieni znajduje  się  współczynniki funkcyjne  wystę pują ce  w tych
szeregach.  Ze  wzglę du  na  rekurencyjny  charakter  wyprowadzonych  zależ noś ci,  nadają
się   one do obliczeń przeprowadzanych na matematycznej maszynie  cyfrowej.

2.  Sformułowanie  problemu

Model  teoretyczny  rozpatrywanego  rekuperatora  pokazany jest na rys. 1. Powierzchnia
wymiany  ciepła  została rozbita  na  dwa  prostoką ty  o wymiarach  xoyo-  Gdyby  zdarzył  się
przypadek  róż nych powierzchni po obu stronach punktu zwrotnego, w równaniach bilansu



58 J.  SKŁADZIEŃ

1  y

Rys.  1, Wymiennik pę tlicowy z  krzyż owym  przepływem czynników: a) schemat wymiennika,  b) model
teoretyczny,  c)  rozkład  temperatur

wystę pują   zredukowane  współczynniki  przenikania  ciepła.  D la  stanu  ustalonego,  po  po-
minię ciu  strat  ciepła  oraz  przepływu  ciepła  wzdłuż  przegród,  otrzymuje  się   z  bilansu
energii  dla  klasycznego  przepływu  krzyż owego  układ  równań  róż niczkowych:

8X'

(2.1)
x0  dY'

W3  dt3

gdzie:

fcj_j  —  współczynnik  przenikania  ciepła  od  strumienia  z- tego  do / - tego,
tt  —  temperatura i- tego  strumienia,

Wi —  pojemność  cieplna  j- tego  strumienia,
^o > Jo —  wymiary  powierzchni  wymiany  ciepła,

X,  Y—  współ rzę dne  bezwzglę dne.
Zakładając  Wz  =   W3  oraz przyjmując  współ rzę dne  bezwymiarowe

(2.2)

otrzymuje  się :

(2.3a)

(2.3b)

X  —
Y

x0

0 2  + dd2

(2.3c)
dy
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gdzie

(2.4)  (Ą -J  -   -

5(  jest  bezwymiarowe  wyraż oną   temperaturą   / - tego  strumienia

Warunki  brzegowe  dla  ukł adu równań  (2.3) przyjmują   postać

(2.6)  6>i|x=o = 1;  02|, - o = 0;  62\ y=1 =  e3 |y = 1 .

W dalszych rozważ aniach zakł ada się  stał ość wielkoś ci kt_j  i  Wt,a. tym samym stałość x,

3.  Rozwią zanie zagadnienia

Ukł ad  równań  róż niczkowych  (2.3)  moż na  sprowadzić  do  jednego  równania  całko-
wego zjedna  niewiadomą. W tym celu należy  wyznaczyć  funkcje  62 i d3 z równań  (2.3b)
i  (2.3c). Z równania  (2.3b) po zastosowaniu  warunku 02|y= o = 0 otrzymuje  się

(3.1)  82  =  ( ^ . j ) * - * - *
o

Po  przekształ ceniu  równania  (2.3c)  i  uwzglę dnieniu  warunku  równoś ci  temperatur 02

i 63 w punkcie >> = 1 otrzymuje  się

1  1

(3.2) 03 = e^- ^liK^e- ^1^-  ̂ f e^- ^e.ix^dy+iK^) } e- ^- ^^x,y)dy].
0  y

Zastosowanie  warunku  6 i | ,= 0  = 1 po odpowiednich  przekształ ceniach  równania  (2.3a)
daje:

(3.3)
o

Aby  dostać jedno  równanie  zjedna  niewiadomą   należy  wstawić zależ noś ci  (3.1) i  (3.2)
do  (3.3)

(3.4)  6t  =  e- »+ i)(Ki- 2)*|l + ( ^ _3)  J  >+i>(Ki- »)» {(jr 3_1)r"
(Ka- ») y j  e- M- ó  >0i (x, y)dy +

o

1

J  {
o  o

1  1
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Równanie  cał kowe  (3.4)  rozwią zać  moż na  metodą   kolejnych  przybliż eń.  Przyjmując

jako  zerowe  przybliż enie

(3.5)  0? =  0

otrzymuje  się  po wstawieniu  (3.5) do prawej  strony  równania  (3.4)

(3.6)  0|  -   e- C«+i)CXi- »)*,

Pierwsze  przybliż enie  podstawione  do  (3.4) daje  drugie  przybliż enie

(3.7)  61 m

gdzie

(3.8)  at(y)  =  ( ^ 1 _ 2 ) { K

Kolejne przybliż enia mają   postać

(3.9)  B\ m  r

(3.10)  di  =

Ogólnie bę dzie zatem

(3.11)  B\ =   e-

przy  czym  wyraż enia  at(y),  a2(y),  .- .,  mają   nieregularny  kształt  i  począ wszy  od  a2(y)
dość złoż oną  postać. Wstę pne  rozwią zanie  równania  cał kowego  (3.4) umoż liwia  na pod-
stawie  (3.11) założ enie funkcji  0X  w postaci  szeregu

(3.12)

lub

(3.13)  '
n- l

gdzie

(3.14)  A,  =   1.

Widać przy  tym, że  spełniony jest już  tu  warunek  d^- o  =  1.  Po  wstawieniu  (3.13)  do
równań  (2.3b) i  (2.3c) otrzymuje  się   kolejno:

(3- 15)  Q2  =  e-

(3.16)  03  =  e "( x + 1 )( K l - 2> 3

n =  l
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przy  czym zachodzą   zwią zki

(3.17)  * C y ) + L  T
(3.18)  C M - ^ ^

Ze  wzglę du na warunki  brzegowe  (2.6) funkcje  Bn{y)  oraz  C„0>) muszą   spełniać zależ-
noś ci
(3.19)  B„\ y=Q  =  0;  ^n |j.=i  =   C B|JI »I.

Nie  wykorzystane  dotąd  równanie  (2.3a)  po  wstawieniu  doń  zależ noś ci  okreś lają cych
funkcje  6t,  62  i 03  daje  warunek

(3.20)  A  4.+I   (y)  -   - ^ j ~  IAO0+KCBGO] .
n= l,2, ...  '^

Kolejność  rozwią zywania  bę dzie  zatem  nastę pują ca:  korzystając  z  (3.14)  wyznacza
się   na  podstawie  (3.17) - r-  (3.19)  funkcje  JBIOO  i  C^Cy), których  znajomość  na  podstawie
(3.20) umoż liwia znalezienie funkcji  A2{y).  Mają c A2(y)  oblicza się  nastę pnie B2(y)  i  C2(y)
z  równań  (3.17) - f-  (3.19)  i  potem  w  podobny  sposób  moż na  wyznaczać  kolejne wyrazy
szeregów.  Postę powanie  według  podanej  kolejnoś ci prowadzi  do  otrzymania  nastę pują-
cych wyników:

(3.21)  *iG ' ) - l+ . f l1 , 1«r C *«»;  BU1=   - 1;

(3.22)  Ct(y)  =   1 + C l i i e ( x ^ ;  CU1  =   -

oraz po wprowadzeniu

otrzymamy

(3.23)  A2(y)  =

B2(y)  =   (K
(3- 24)  (K

B2Z  u  -  Qui?

(3.25)  C2(y)  =   (K1_

—:  B11}  C2,2
1

C 2 ) 1  =  (JS2,1

(3.26)  ^ 3 ( J)  =  - ^
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(3.27)  B3(y)  =  —[(K

^ 3 . 5 ^
A*

1

(3.28)  C3(J) = ^ r [ ( JS:1

C  \

, 1 ) I  C 3 i l  =  (S3

—C 3 | 2  —C3, 3;

(3.29)  ^  y  [ ( 2 )

2

1  4  3

(3.30)  B^y)  =   - JJ- K^I - J) + (*i- 3)] 3 + e- ^- '» j £  54fl/ - » + e(K3- o, ^  BifA.H  / -

v  2 54 , 7

2 -   yj
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(3.31)  CM  = iyliK  £

- - 4,7  —  2?

(*l- 3)

i 2 ) ;   C 4 t 2  =   - —  (K^

( = 2

Ogólnie dla  n  => 2,  3  ...

(3.32)  ^„   =   1~\„_J73  +

2
!  = 1  != 1

n- 2

(• K1- 3)C„- .l,,,- t

im.n-

A R -   ffii
/   \   - "rt./ l + f  —

im.n- 2.n- 3  2,i

A  R  -   ^
« = „ - l, „ - \   3,2  "• ' - ""  ( »- 1 ) 0 - 1)

(n~iy

n- l, n-2 + i)

2 2
( = 1  ( - 1

,
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n—1  « —1

2 l )  2 2
(= 1  / = l  ( - 1  i- 2

Aby  okreś lić  ilość  przekazanego  ciepła  wystarczy  znajomość  temperatury  czynnika
ogrzewanego  przy  wypływie  z wymiennika  83w  — 03|j,=o-   Ciepło  pobrane  przez  czynnik
ogrzewany  wyraża  się  bowiem  wzorem

(3.33)  2  =   W2(tu- t2i)63v/ if,

gdzie

1  00  1

(3.34)  "  03w.r  =  Je3\ Ja0(x)dx  = ]?  Cn(0)J  ^"+ 1«J E«)*x"- *< fa,
O

C2(0)  = ( ^ i -
(3.35)

c(0 )  [(

ogólnie

(3.36)  A  C„(0) =

4.  Rozwią zanie  równań  bilansu  energii  przy  cał kowitym  wymieszaniu  jednego  z  czynników

Zależ noś ci  podane  uprzednio  odnoszą   się  do przypadku,  gdy czynniki  robocze  płyną
adiabatycznymi,  nie mieszają cymi  się  strugami.  Jeś li w czasie  przepływu  czynnik  grzeją cy
ulega  całkowitemu wymieszaniu  [8t  =  0i(x)],  wówczas  [4]  temperatury  poszczególnych
strumieni  są   okreś lone  wzorami:

(4.1)  6, =  e~vx,  02  =  0tn- *- < *»- »»],  03 =   fl^l- e- c^- iMKa- iMi- y)^

gdzie

(4.2)  y = 2pL[l _e- <*»- iM*«-   W

Ś rednią   temperaturę   czynnika  ogrzewanego  przy  wypływie  z  wymiennika  okreś la  tu
zależ ność

(AT\  a  _  CK2- 1)  n
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W  przypadku  całkowitego  wymieszania  strumieni  czynnika  ogrzewanego  02  =  82(y)',
Q3  =   63(y)  układ  równań bilansu  energii  przyjmuje  postać

(4.4a)  L *

Układ  (4.4)  moż na  otrzymać  bą dź  bezpoś rednio  z  bilansów  energii,  bą dź  też  przez
scałkowanie  w  granicach  0- =-l  wzglę dem  zmiennej  x  równań  (2.3b)  i  (2.3c).  Warunki
brzegowe  są   tu  opisane,  podobnie  jak  uprzednio,  równaniami  (2.6).  Z  równania  (4.4a)
po zastosowaniu  warunku  (5i|x= 0  =  1 otrzymuje  się

(4.5)  el - -

Po podstawieniu  (4.5) do równań  (4.4b) i  (4.4c) otrzymuje  się  układ dwóch  równań z dwie-
ma  niewiadomymi:

(4.7)

gdzie

Po wyznaczeniu  03  z  (4.6) i podstawieniu  otrzymanej  zależ noś ci  do  (4.7) otrzymuje  się
równanie

(4- 9)  ^ ± - C ( K ^

Rozwią zanie  tego  równania ma postać

(4.10)  Q2 =

gdzie

(4- 11)  fill2  -   1C C AU ) !**- 1 =F / («  - 1 )2 +  4«/ C].

Podobny  wyglą d  posiada  funkcja  okreś lają ca  temperaturę  03

(4.12)  03  =  j

5  Mechanika  Teoretyczna
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Po  wyznaczeniu  na podstawie  (4.6) stał ych Nx  i N2  jako  funkcji  stał ych M1  i M2  oraz

po  uwzglę dnieniu  dwóch  nie  wykorzystanych  dotąd  warunków  brzegowych  otrzymuje

się  ostatecznie

(Ą   i  o\   fl  1  2  1  „—  C(K2- i)y

(4.14)  03  -   1 - ^ —̂

gdzie

(4.15)  v l i a

Temperatura  czynnika  ogrzewanego  przy  wypływie  z  wymiennika  jest  taka  sama
w każ dym punkcie i wynosi

(4.16)

5.  Uwagi  koń cowe

Podane powyż ej  rozwią zania  równań bilansu  energii,  zarówno  dla przypadku,  gdy  nie
wystę puje  wymieszanie,  jak  również  dla  cał kowitego  wymieszania  jednego  z  czynników,
posiadają   charakter  bezwymiarowy.  Wystę pują   w  nich  bezwymiarowe  temperatury  oraz
kryteria  podobień stwa  i  sympleksy. Do jednoznacznego  okreś lenia  zagadnienia konieczna
jest  znajomość  trzech  spoś ród  sześ ciu  charakterystycznych  wielkoś ci  (cztery  kryteria  po-
dobień stwa,  stosunek  pojemnoś ci  cieplnych  oraz  stosunek  współ czynników  przenikania
ciepła).

Rozwią zanie  podane dla  klasycznego,  czystego  przepł ywu  krzyż owego  mimo pozornie
dość  skomplikowanej  postaci  dobrze  nadaje  się   do  obliczeń  dokonywanych  na  cyfrowej
maszynie  matematycznej.  Przykładowe  obliczenia  wykazały  przy  tym,  że  cią g  C„(0) jest
szybko zbież ny  do zera.
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P  e 3  K>  M e

AH AJIH 3  KOH BEKUH OH H OrO nETJIEBOrO  PERYITEPATOPA
C  ITEPEKPECTHBIMH nOTOKAMH  TEID IOHOCHTEJIEfł

B  paSoTe paccMaTpHBaeTCH TenjioBOH  noTOK B KOHBCKŁTHOHHOM newieBOM  pei- cynepaTope c nepei<pecT-
HbiM  Te^emieM  6e3 CMeimiBaHHH. HcnonB3yioTCH oSnicnpHHHTbie npn aHajiH3e KOHBeKinTOHHbrx pei<ynepa-
TopoB  npeflnojioH- ceHHH.  BbrreKaioman  H3 3HepreTHMecKHx  6aJiaHCOB  cHCTeiwa  ypaBHenHH  pemanacb  ^o
HacTOflmero  speMeim  [2]  c  noMombio  npeo6pa3OBaHHH  Jlannaca.  B  HacToameft  pa6oie  nocTyjiHpyeTCH
pemeHHe  B BHfle  pafla,  a  BnocJieflCTBHii  nofl6HpaiOTCH  cbyHKUHOHajibHMe  K03cJi(J)Hu;neHTW  3Toro

peuieime  yflo6HO  fljia   pac^e ios  Ha iłHcJipoBOH BMtmcjniTeJibHOH  Mainline.

S u m m a ry

ANALYSI S  OF THE  CONVECTIVE  CROSSFLOW  LOOP RECUPERATOR

Heat exchange  in  the convective  loop  recuperator  with  unmixed  crossflow  is  considered. The usual
assumptions  of  the analysis  of  convective  recuperators  are  accepted. In  the paper  [2] the energy  balance
equations  were  solved  by  means  of  the  Laplace  transformation.  In  this  paper  the approximate  solution
is obtained  with  the help  of  integral  equations. This  solution suggests  a particular  form  of  the solution,
and  a  system  of  simple  differential  equations  is  derived.  The solution  obtained  is  suitable  for  computer-
aided calculations.
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