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1.  Wstęp

Problem  liny  rozpatrywany  był  w  szeregu  prac  zwią zanych  ze  statecznoś cią   holowa-
nych  balonów  i  szybowców  [1,  11,  14],  holowanych  urzą dzeń  nie  posiadają cych  siły
noś nej  [6] oraz spadochronów  (hamulców aerodynamicznych) pracują cych  w prę dkoś ciach
naddź wię kowych  [10].

Prace  [8, 12] obejmują   stateczność  ukł adu  obiekt  holują cy- lina- obiekt  holowany.
W  pracach tych w  statecznoś ci  obiektu uwzglę dniano  wpływ  liny jako  pewne dodatko-

we siły  [1] lub  siły i momenty  [11, 12,  14] w punkcie przymocowania jej  do obiektu w  po-
staci  tzw.  pochodnych  liniowych.  Pochodne liniowe  wyprowadzane  były  przy założ eniu,
że lina znajduje  się  w poł oż eniu chwilowej  równowagi  w odniesieniu do jej  warunków  brze-
gowych. Konfigurację   liny  i jej  naciąg przyję to  w pracy  [1] jako  funkcje  położ enia, a w pra-
cach  [11, 12,14] jako  funkcje  poł oż enia i prę dkoś ci  obiektu.

W  pracach  [2,  3,  7,  8,  9]  rozważ ano  głównie  dynamikę   liny  holowniczej.  Równania
ruchu  obiektu  holują cego  i  holowanego  służ yły  do  okreś lenia  warunków  brzegowych.
Prace  [8, 9] prowadzono przy  nastę pują cych  zał oż eniach upraszczają cych:

—  krzywizna  liny  jest  mał a,
—  stały  naciąg  wzdł uż  długoś ci  liny,
—  lina  nierozcią gliwa.
W  wyniku  prac  [8,  9]  okreś lono  warunki  stabilnoś ci  podłuż nej i  poprzecznej  ukł adu

holowniczego. W  pracach  [2, 3, 7] wyprowadzono  równania gię tkiej  liny  obcią ż onej siłami
aerodynamicznymi.  D la  badania  dynamiki  liny  rozwinię to  dwie  metody  aproksymacyjne
przybliż onych  rozwią zań:  metodę  ś rednich wartoś ci  i metodę  momentu ką towego.  Okreś-
lono  kształt przewodu  w  stanie  równowagi  oraz  czę stoś ci  własne dla  ruchów podłuż nych
i  poprzecznych  ukł adu.  Prezentowane  metody  przybliż onego  rozwią zania  są   słuszne  dla
lin o mał ych krzywiznach.  Pierwszym  przybliż eniem  rozwią zania jest linia prosta o ś redniej
wartoś ci  nachylenia.

W  niniejszej  pracy  rozpatrzono  dynamikę   wiotkiej,  nierozcią gliwej  liny  obcią ż onej
siłami  aerodynamicznymi  odwijają cej  się   ze  szpuli  umieszczonej  na  latają cym  obiekcie.
Szpula  jest  umieszczona  tak,  że  jej  oś  podł uż na  pokrywa  się   z  osią   podłuż ną   latają cego
obiektu.  .  .

W  rozpatrywanym  przypadku  lina wykonuje  ruch obiegowy z dużą  prę dkoś cią   ką tową
wokół  osi podł uż nej szpuli  oraz ulega  skrę caniu wokół  osi własnej. Tak odwijają ca  się   lina
ma  wzglę dem  powietrza  znaczną   prę dkość  poprzeczną   i  równą   zeru  prę dkość  styczną. Ze
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wzglę du  na to, że współczynnik oporu normalnego liny jest 30 razy wię kszy od współczyn-
nika oporu stycznego obcią ż enia aerodynamiczne odwijają cej  się  liny są  wię ksze niż w omó-
wionych powyż ej  pracach.

Rozpatrywany  sposób  odwijania  liny  ma  miejsce  przy  przerzucaniu  lin  (przewodów
ł ą cznoś ci,  lin  ratowniczych) przez przeszkody  terenowe uniemoż liwiają ce  lub  utrudniają ce
cią gnię cie.

Wyprowadzone  poniż ej  równania  ruchu  liny  są   uogólnieniem  równań  otrzymanych
w  pracach  [3, 7]. Zł oż one  warunki  brzegowe  odwijają cej  się   liny,  duża  prę dkość  skrę ca-
nia  oraz wystę powanie  duż ych  krzywizn  liny  uniemoż liwiły  zastosowanie  metod  aproksy-
macyjnych  uż ytych w pracach  [3, 7] do rozwią zania  otrzymanego ukł adu równań.

W  omawianym  sposobie  rozwijania  liny  najwię kszy  naciąg  spodziewany  jest  na nie-
wielkiej długoś ci za  obiektem.

Założ enie  to  pozwoliło  na  sprowadzenie  ukł adu  równań  róż niczkowych  nieliniowych
typu  hiperbolicznego  o  dwu  zmiennych  niezależ nych  do  ukł adu  równań  róż niczkowych
nieliniowych  zwyczajnych.  Otrzymany  ukł ad  równań  badano  na  długoś ci  liny  równej
długoś ci zwoju  szpuli  dla  róż nych warunków  począ tkowych  koń ca  liny  okreś lonych  przez
parametry  latają cego  obiektu  oraz dla  róż nych wymiarów  szpuli.

Oznaczenia

x, y, z  [m]  skł adowe  położ enia liny  w ukł adzie współ rzę dnych  zwią zanych  z  liną ,
Vx, Vy, Vz [m/s]  skł adowe  prę dkoś ci  liny  w  ukł adzie  współ rzę dnych  zwią zanym  z  liną ,
o)x, u>y, co2 [1 /s]  skł adowe  prę dkoś ci  ką towej  liny  w ukł adzie współ rzę dnych  zwią zanym  z  liną ,
#  [rad]  ką t pochylenia  liny,
f  [rad]  ką t odchylenia  liny,
y  [rad]  ką t przechylenia  liny,
Ct, C„   współczynniki  aerodynamiczne siły  stycznej  i  normalnej  do liny  okreś lone w  stosunku

do  jej  ś rednicy  i  długoś ci  jednostkowej,
R  [kG]  siła  aerodynamiczna,
T  [kG]  naciąg  liny,
d  [m]  ś rednica  liny,
/  [m]  długość  liny,
m  [kGs2/ m]  masa  liny  na  jednostkę   długoś ci,
g  [kG s2/ m4]  gę stość  powietrza,
g  [m/ s2]  przyspieszenie  ziemskie,
C  [l/ m]  stała  zależ na  od promienia  szpuli,
r  [m]  promień  szpuli,
Vo [m/s]  prę dkość  obiektu,
w  wektor  położ enia punktu  liny.

2.  Kinematyka liny

Prę dkość  i  przyspieszenie  punktu  na  linie  w  przestrzeni  trójwymiarowej  zmieniają   się
zarówno co do wielkoś ci,  jak  i kierunku.

Lina  umownie zostanie podzielona na  elementy  o  długoś ci dl,  a poł oż enie poszczegól-
nych punktów liny  rozpatrywane  bę dzie wzdłuż liny.
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D la  uproszczenia  zapisu  równań  ruchu  liny  przyję to  ukł ad  współ rzę dnych  zwią zany
z  liną   oznaczony  jako  Oxyz.  Jako  ukł ad  odniesienia  przyję ty  został  ukł ad współ rzę dnych
zwią zany z ziemią   OXyz- Poł oż enie ukł adu Oxyi  wzglę dem  ukł adu odniesienia  OXYZ  okreś lają
trzy  ką ty  oznaczone jako  • &,  y>, y  (rys. 1).

Rys. 1. Położ enie układu współrzę dnych zwią zanego  z liną

Ukł ad  Oxyz  został   przyję ty  tak,  ż e' oś Ox  jest  zawsze  styczna  do liny  i jest  dodatnia
w kierunku  rozwijania  się  liny ze szpuli. Oś Oy jest prostopadła do stycznej  i leży w płasz-
czyź nie, w której  prę dkość  liny  V obraca się  w danej  chwili.  Ten kierunek  okreś la  się   jako
normalny, a wspólnie  ze styczną   tworzy  tzw.  płaszczyznę   styczną.  Oś Oz jest prostopadła
do  płaszczyzny  stycznej  i  okreś la  kierunek  binormalny.

Przejś cie  z  ukł adu  Oxyz  do ukł adu  odniesienia  OXrz  okreś lają   cosinusy  kierunkowe
według  tablicy  1.

Tablica 1

X

Y

Z

X

costfcosy

sin#

—cos#siny

y

—cosycosysin#+
+ sinvsiny

costfcosy

sinysiny+
+ sin#sinysin}'

z

sinycosy+
+ sin#cosysiny

—cos#siny

cosycosy+
—sin^sinysinj'

Poł oż enie  punktu  P  liny  w  ukł adzie  Oxyz  okreś la  wektor,  który  może  zmieniać się
co  do wielkoś ci,  jak i  kierunku.  Przemieszczenie  punktu P wzdłuż  liny  okreś la  się  odleg-
łoś cią  /.

7  Mechanika Teoretyczna
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Rys.  2. Poł oż enie punktu na linie

Poł oż enie punktu P  liny w ukł adzie Oxyz  moż na zapisać  jako

(1)  w =   xi+yj+zk.

Odwijają ca  się  lina ma wzglę dem  ukł adu odniesienia prę dkość ką tową  ć o:

(2)  m =  coxi+c0yj+cozk.

Róż niczkując  (1) otrzymujemy  prę dkość  punktu P na linie

dw
~dT

dw  _  _
+ODXWdt

lub

(3)
dw  ldx  _ dz  L —(OyXl  k.

Wprowadzając  do  (3) oznaczenia

ate

dt
+coyz- wzy  =  Vx,

- £- +cozx- coxz  =  F,,

i  róż niczkując  (3), otrzymujemy  przyspieszenie  punktu P  liny

d2w
(4) ~

W  czasie  rozwijania  lina  obraca się wzglę dem  ukł adu odniesienia o ką ty  #, y>, y. Prę d-
koś ci  zmian  tych  ką tów  są odpowiednio  równe 4, ipt y.  Rzutując  skł adowe  4, xp,  y  prę d-
koś ci  ką towej  punktu P liny na osie ukł adu Oxyz  otrzymujemy

(5)
cox =

Wy =   •£> cos # cos y+ 1?  sin y,

a>z =
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Podstawiając  (5) do (3) i  (4) otrzymujemy  ostatecznie  prę dkość  i  przyspieszenie  punktu
na  linie

dw
(6)  - j-   "

d2w
(7)  - 3- 5-

+   [y+x0cosy  — ip cos # siny) — z(y + y> sin &)]j  +

+  [ż +y(.y+ipsmfl)—x(ipcos'&cosy+ftsmy)]k,

3.  Równania  ruchu  liny

Przy  wyprowadzaniu  równań  ruchu  przyję to  nastę pują ce  założ enia upraszczają ce  do-
tyczą ce  liny:

—  jednorodna wzdłuż całej dł ugoś ci,
—  przekrój  koł owy,
—  doskonale  gię tka,
—  nierozcią gliwa.
N a  element liny o długoś ci dl działają   nastę pują ce  sił y: naciąg liny, siła aerodynamiczna,

cię ż ar  liny  oraz  siła  bezwł adnoś ci.  Równanie  ruchu  elementu  liny  w postaci  wektorowej
moż na  zapisać  jako

(8)  mw m  F,

gdzie  m — masa  liny  na jednostkę   dł ugoś ci,

R — siła  aerodynamiczna,
G — siła  cię ż koś ci,
T—nacią g  liny.

Poniż ej  zostaną   kolejno  rozpatrzone siły  działają ce  na linę .

Rys.  3. Siły  działają ce  na  element  liny

7 *
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3.1. Siła  aerodynamiczna. Sił ę  aerodynamiczną  R w ukł adzie Oxyz  moż na zapisać  jako

~R =  Rx- 1+Ry- J+Rzlc.

Stosując  współ czynniki  aerodynamiczne siły normalnej  C„  i siły  stycznej  Ct,  okreś lone
w stosunku  do ś rednicy  liny i dł ugoś ci jednostkowej,  wprowadzone  w pracy  [11]  skł adowe
normalna  i styczna  siły aerodynamicznej  elementu dl liny  mają   postać

1
R"  =~2

— ^

Rzutując  (9) na osie  ukł adu Oxyz  otrzymamy

Rx*=~ QddlV*C„

(10)  Ry  = ~  Qddl(V$ +  V2)C„cosó,

R = 1
J V Z  ry

gdzie  (5 oznacza ką t, jaki  tworzy  wypadkowa  prę dkość  normalna  liny  z osią   Oy

Vy  Vz

c°?<5 =   - jfTTfT  I   sino  =  ,  .

Podstawiając  powyż sze  do  (10) otrzymujemy  zależ noś ci  na  skł adowe  siły  aerodyna-
micznej

Rx  =  ~QddlVlC„

(U)  Ry =  ~eddlVy\ '

3.2. Naciąg liny.  Naciąg  liny  T w ukł adzie Oxyz  ma  postać

J1 -   TJ+Tj+Tz~k.

Przyrost nacią gu  liny o dł ugoś ci c?/  jest wynikiem  obrotu elementu o ką ty  dft i dip.
Suma  rzutów  nacią gu  elementu dl na  osie ukł adu współ rzę dnych Oxyz  wynosi

Tx  =   - T+iT+dTjcosd&cosdip,

Ty  =   (T+dT)sind&cosdy>,

Tz  =   -
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T+AT

Rys.  4. Naciąg  elementu  liny

Zakładają c, że
cosdip 1,

dip,

oraz  pomijając  małe wyż szego  rzę du  otrzymujemy

Tx = ar,
(12)  Ty =   Td&,

Tz  =   —Tdipcos&cosy.

3.3. Silą   cię ż koś ci.  Siłę  cię ż koś ci  elementu  liny dl w ukł adzie 0xyz  moż na  zapisać

"G =   Gxl+Gyj+Gzk.

Rzutując  G na osie  ukł adu Oxyz  otrzymujemy  skł adowe

<7»-   - <

(13)  (?, =  -

Gz  =  G cos# siny.

3.4.  Równania  ruchu.  Rozpisując  równanie  (8) na osie  ukł adu Oxyz  i podstawiając  (7),

(11),  (12), (13) — po  przekształ ceniach  otrzymujemy  ukł ad  równań  ruchu  elementu  liny

1  F 8VX  „   /  d&  dip  „  .  \   . „   /  dip
(14) - Vv

dip  r.  \  I  dip  n  d&  \ \

—^- cos??sinyl + Fzl- ^!- cosi7Cosy+ - ^—sinyl  =

1  8T

mg  dl 2mg  V * L t i

.
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1
z  "

Układ  równań  róż niczkowych  czą stkowych  typu  hiperbolicznego  opisują cych  ruch
liny  nie jest zamknię ty; dodatkowe  równania  stanowić  bę dą   zależ noś ci  kinematyczne.

3.5. Zwią zki  kinematyczne. Obrót koń ca elementu liny  o ką ty  dd-  i  dip  powoduje  przyrosty
prę dkoś ci  liniowych  punktów  na  linie  w  kierunkach  normalnym  i  binormalmym.  Zależ-
noś ci  te dają   uzupełniają ce  równania  układu  (14)- =-  (16)

a?)  i!r- v>"
f)/ h  fix/

(18)  ^  ^fj  ^

(19)  —  F t - ^ - cos# cosy  +  F:l, - ~sin# cosyH—- =j-   =   —~ -

(20)  ^ - = C.

Równania  (14)- h(20)  opisują ce  dynamikę   liny  są   nieliniowymi  równaniami róż niczko-
wymi czą stkowymi  pierwszego rzę du typu  hiperbolicznego  o dwu  zmiennych niezależ nych.

Wykorzystując  zależ ność

(21)  4- F.,

gdzie Vo  — prę dkość  odwijania  liny  równa  prę dkoś ci  lotu  obiektu,  sprowadzono  układ
równań  (14)4- (20)  do  ukł adu  równań  róż niczkowych  zwyczajnych.

Po  przekształceniach układ równań  (14)- =-  (20) przyjmuje  postać

(22)  —~-  +  ( V z s i n y ~ V y c o s y )  +   ( K # +   F ^ i )  J~-   +  (Vzsiny~Vycosy)  - j=-   +  (Kzcos#cosy+  Fycos^siny) - J-  -   —y-  - *?

(23)

(24)  ^ _ F , sin yf  +  ( ^ jrcos^cosy)—̂
mK0  /   «/

^rf^fJ  C„,
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(25)

(26)

(27)

(28)

dV
"df

dl  y  dl
clip

=  0 ;

dl
= 0,

dl

W  czasie  odwijania  lina  ma  najwię kszą   prę dkość  «obiegania»  bezpoś rednio  za  obiek-
tem,  w  zwią zku  z  tym  najwię ksze  obcią ż enia  liny  wystę pują   na  począ tkowym  odcinku.
Dla  zbadania  wpływu  dynamiki  rozwijania  na  wielkość  nacią gu  liny  wystarczy  badać
przedstawiony  ukł ad  równań  róż niczkowych  zwyczajnych  na  niewielkiej  długoś ci  liny za
obiektem.  Ukł ad  równań  (22)~(28)  rozwią zano  metodą   numeryczną  Runge- Kutta- G ila
dostosowaną   do ję zyka F ORTRAN.

4. Przykład  liczbowy  i  wnioski

Przykł ad  liczbowy  przeprowadzono  dla  wiotkiej  liny  o  cię ż arze  jednostkowym  G  =

=   0,0005  ~ ^ H  i  ś rednicy  d  =  0,0005  [m], W  obliczeniach zmieniano kolejno  parametry

począ tkowe  ką towego  poł oż enia liny  na  wyjś ciu  z  obiektu,  prę dkość  obiektu  oraz pro-
mień szpuli. Pozwoliło to na okreś lenie wpływu  tych parametrów na wielkość nacią gu  liny.

,,T[kG]

2  -

1

20 40 BO 80 t00

Rys.  5. Zmiana  nacią gu  liny  w funkcji  prę dkoś ci  obiektu
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1

s

5

Ą -

3

2

1

n

T[kG]

\i
\

1
16- 720/77/

— • —  .

V0=80m/

i

V0- 40m/ s

O,OZ  0,04  0,06  0,08  0,10  r[ni]

Rys.  6. Zmiana nacią gu  liny  w funkcji  promienia  szpuli

Zależ ność nacią gu  liny w funkcji  prę dkoś ci obiektu przedstawiono  na rys.  5, a na rys. 6
wpływ promienia szpuli  na wielkość  nacią gu.

Obliczenia wykazały,  ż e:
—  wielkość  nacią gu  liny  zależy  silnie  od  prę dkoś ci  obiektu  (rys.  5)  oraz  promienia

szpuli  (rys. 6),
—  począ tkowy  naciąg  liny  wynikają cy  z odklejania  ze  szpuli  ma  nieistotny  wpływ  na

wielkość  nacią gu,

y[m],

nos  ą i2  ą is  z[rri]

Rys.  7. Konfiguracja  odwijaaej  liny z lecą cego  obiektu z prę dkoś cią   Vo = 80 m/s



DYNAMIK A  UNY ODWIJAJĄ CEJ  SIĘ 105

Rys.  8. Zmiana  nacią gu  wzdłuż  długoś ci  liny

—  maksymalna  wartość  nacią gu  wystę puje  na  długoś ci  liny  równej  około  połowie

zwoju  (rys.  8); na dalszej  czę ś ci  liny naciąg zmienia się  nieznacznie.

Przykł adową   konfigurację   liny  odwijają cej  się   z  obiektu  lecą cego  z  prę dkoś cią   Vo  =

=  80  [m/s] przedstawiono na rys.  7. Charakter konfiguracji  jest zgodny z doś wiadczeniem.

Otrzymane wyniki  nacią gu  liny  porównano z wynikami  uzyskanymi  przez  VOGTA  W pracy

[16]  (rys. 5).
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P  e  3 io  M   e

HHHAMHKA  TPOCA PA3MATBIBAIomErOCK  H 3  nOflBHXHOrO  OEtEKTA

B  pa6oTe  pacawoTpeHa flHiiaMHKa Tpoca pa3MaTBiBaiomerocH H3 Kai- yuiKH HaxoflHiueiicH  Ha no#BH>K

HOM o6i>eKTe.  OCB KaTyiHKH naparoienŁHa  OCH o6ł>eKTa. JtyinaMHKa Tpoca  onncaHa c  IIOMOIHBI O

H H X  flHibcfiepeimHaJttHbix ypaBHeHHH rimepSojHraecKoro  THna  B ^acm bix  npoH3BOflHbix.

CHCTeiwa ypaBHeHHH npiiBefleHa  K cacTeiwe  o6biKHOBeHHŁix AHcbcbepenuHaJibHLix ypaBHeHHii.

pac^eibi  fljin   pa3HEraHbix CKopocTeft  o6i>eKTa H paflnycoB  KaiyniKH .  B  pe3ynBTaTe

3aBHCHM0CTb MaKCHMajibHoro HaTWKeHHH Tpoca  OT KHHeMararaecraix  H reoiweTpiraecKHx  napa

S u m m a ry

DYNAMIC S  OF A  CABLE  WINDIN G  OFF FROM  A  MOVIN G FLYIN G OBJECT

In  the paper is considered the dynamics of a cable winding off  from  a reel placed on a flying  object.
The  longitudal axis of the reel is parallel to the longitudal axis of  the object. The cable dynamics is describ-
ed by hyperbolic- type  non- linear partial  differential  equations. The set of  equations obtained is reduced
to  ordinary differential  equations, and numerical calculations are done for  various  velocities  of  the flying
object and various reel radii. As a result of  the calculations, the maximum tension of  the cable is  expressed
in  terms  of  the kinematic and geometric parameters of  the  object.
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