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1. Wstęp

Rozważ ania  analityczne  dotyczą ce  problemu  drgań  własnych  konstrukcji  powierzch-
niowych  posiadają   bogatą   literaturę, przykł adowo  [1,  2, 3]. W  praktyce  jednak  napotyka
się   czę sto  bardziej  zł oż one ustroje  cią głe, jakimi  są   np.  płyty  o  róż nych  kształ tach i  do-
wolnych  warunkach  brzegowych,  o  zmiennej  gruboś ci,  jak  i podparte w  swoim  obszarze.
Jak wiadomo, metody  klasyczne  mogą   być  skutecznie  stosowane  jedynie  w prostych  przy-
padkach.
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Rys.  1,  Podział   płyty,  numeracja  wę złów  i  elementów

W  pracy  niniejszej  przedstawiono  metodę   numeryczną   wyznaczania  czę stoś ci  drgań
własnych  konstrukcji  powierzchniowych,  zilustrowaną   na  przykładzie  pł yt,  przyjmują cą
za  punkt  wyjś cia  metodę   elementów  skoń czonych  w  uję ciu  ZIENKIEWICZA  [4].  Ustrój
cią gły  (płytę )  dzieli  się   na  skoń czoną   liczbę   odkształ calnych  elementów  prostoką tnych
o  12 parametrach wę złowych  (rys.  1). Metoda ta, jak  to bę dzie wykazane  dalej, daje  dobre
rezultaty  nawet  przy  podziale  na małą   liczbę   elementów  (moż na wię c  dostatecznie dokład-
nie  i  szybko  wykonywać  obliczenia  nawet na mał ych maszynach  cyfrowych).  Przedstawio-
ny  w  pracy  sposób  moż na  bez  trudu  uogólnić  na  rozwią zanie  problemu  drgań  własnych
innych  ustrojów  cią gł ych,  jak  np.  powłoki  i  tarcze.  Proponowana  metoda  ma  ponadto
tę   zaletę,  że  obejmuje  dowolne  warunki  brzegowe,  dowolne  rodzaje  podparć  w  obszarze
oraz zmienną   gruboś ć.

Autorzy  są dzą,  że  wiele  elementów- przedstawionej  metody  (np.  odwracanie  macierzy
trójką tnych,  zamiana wskaź ników  podwójnych  na pojedyncze  itp.) może być  poż ytecznych
do  innych  obliczeń,  gdzie  ilość  informacji  zapamię tywanych  w  maszynie  cyfrowej  oraz
czas  obliczeń  odgrywają   istotną   rolę   i  nieraz  nie  pozwalają   na  przeprowadzenie  efektyw-
nych  obliczeń.
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2.  Teoretyczny  opis  metody

Jak  wiadomo, problem  drgań  wł asnych dź wigarów powierzchniowych  sprowadza  się do'
obliczenia  takich  liczb  co2,  dla  których  równanie

(2.1)  [K]{X}   =  co*[M]{X}

ma  nietrywialne  rozwią zanie  {X}  =   {xit  x2,  ..., xp}
T,  gdzie  [K\  jest  macierzą  sztywnoś ci,

a  [M]   macierzą  mas.  Zakł adamy,  że  macierze  \K\  i  [M ]  są  macierzami  kwadratowymi
stopnia  p.  Wielkoś ci  cof(i =  1,2,  ...,/ ?),  dla  których  {X }  ?£' {0}  nazywamy  wartoś ciami
wł asnymi  równania  (2.1),  a  wektory  { A  odpowiadają ce  wartoś ciom  co?  nazywamy  wek-
torami wł asnymi  równania  (2.1).

Proponowana  metoda  rozwią zania  zagadnienia  drgań  wł asnych  ma  na  celu:
1)  znalezienie  takiej  macierzy  symetrycznej  [A],   dla  której  znajomość  wartoś ci  i  wek-

torów  wł asnych  pozwoli  na  proste  obliczenie  wartoś ci  i  wektorów  wł asnych  równania
(2.1) (stosunkowo najlepiej  opracowane są metody obliczania wartoś ci  i wektorów  wł asnych
macierzy  symetrycznych),

2)  zmniejszenie  do  minimum  iloś ci  informacji  oraz  dział ań  w  maszynie  cyfrowej,  tak
by  moż na było rozwią zywać  zadania  o jak  najwię kszej  liczbie  stopni  swobody.

W  dalszej  czę ś ci  tego  rozdziału zakł adamy, że znany jest  sposób  obliczania  elementów
macierzy  sztywnoś ci  [K]  i macierzy  mas  [M],  dla  konkretnego  ustroju  cią gł ego.

W  algebrze  liniowej  znane jest  twierdzenie,  że  dla  każ dej  macierzy  symetrycznej  i do-
datnio  okreś lonej  [B]   istnieje  taka  macierz  rzeczywista  trójką tna  górna  [S\ ,  że  [2?] =
=  [S]r[5] ,  gdzie  [S]T  jest  macierzą  transponowaną  do  macierzy  [S].  Jak  wiadomo  [4]
macierz  sztywnoś ci  [K]   jest  macierzą  symetryczną  i  dodatnio  okreś loną,  zatem  istnieje
taka  macierz  [Q],  że  [K]   =  [<2]r[2]-   Macierz  [Q]   moż na  wyznaczyć  metodą  BANACHIE-
WICZA  [5]. Jeż eli przez ky  oznaczymy  elementy macierzy  [K],  a przez gtJ  elementy  macierzy
[Q],  to zachodzą  zależ noś ci

gu  =  - ~  / > i

kij-   Ę
<ł i]  =  • = *  >  i  <  j,

1u

lij   =  0,  i  >  J.

Ponieważ  [K]   =  K?]r[2]>  to równanie  (2.1) moż na zapisać  w postaci

(2.3)  [Q

Podstawiając  do  równania  (2.3)  [Q] {X}  =   {U},   skąd  {X}  -   [Q]- 1  {U}  otrzymamy
równanie
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Mnoż ąc  lewostronnie  powyż sze  równanie  przez  macierz  ( [g] 7) " 1  otrzymamy  równanie

(2.4)  ( [ e] T)- 1[ M ] [ 2] - 1{^ }  =   HU},

gdzie  X =  1/co2.
Wykaż emy  teraz,  że  jeż eli  macierz  [M]  jest  macierzą   symetryczną,  to  macierz  \A]   <•

-   ([QfyHMftQ]- 1  jest macierzą   symetryczną,  tzn.  [Af  =   [A].
Rzeczywiś cie

Ale  ([QYlf  = ([2f)~ ł   o r a z  {QOfTT  =  lei"1  « M r  =  W\ ,  zatem  [/(f  =  [A].
Tak  wię c,  wartoś ci  własne  cof  równania  (2.1)  wyraż ają   się   przez  wartoś ci  własne  sy-

metrycznej  macierzy  [A]  wzorem

1

wektory  zaś  własne  zależ noś cią

gdzie wektory  {t/ } ,  są   wektorami  własnymi macierzy [/ i] .

3.  Realizacja  metody  na  maszynie  cyfrowej

Z  opisu  metody  podanego  w  rozdziale  2  wynika,  że  elementy macierzy  [K\  potrzebne
są   jedynie  do  tworzenia  wyrazów  macierzy  [gj.  Ze wzorów  (2.2) wynika,  że aby  obliczyć
wyraz  qu  macierzy  [Q]  wystarczy  mieć element ktJ  macierzy  [K\  i wcześ niej  obliczone, od-
powiednie  elementy  macierzy  [Q\ . Zatem macierz  [Q]  moż na  tworzyć  i  umieszczać  w  pa-
mię ci  maszyny  cyfrowej  w  to  samo  miejsce,  które  zajmują   elementy  macierzy  [K\ .  Ponie-
waż  macierz [K\  jest  symetryczna,  a macierz  [Q]   trójką tna  górna, wystarczy  wię c pamię tać
tylko  te elementy  ku  macierzy  [K\ ,  dla  których j  >  i. W  tym  celu należy jednak  zamienić
wskaź niki  podwójne  w wyrazach  macierzy  [K\  i  [Q]  na wskaź niki  pojedyncze.  Moż na tego
dokonać w  nastę pują cy  sposób:

Jeż eli jest dana macierz

C2L  C22 Cip

i  chcemy  zapamię tać jej  elementy  Cy dla j  >  i  (górną   czę ś ć) jako  odpowiednie  elementy
jednowymiarowej  tablicy  T w  sposób

* t hp- 2
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gdzie  przez  *  oznaczono  elementy  niepamię tane, wówczas  mię dzy  numerami  elementów
macierzy  [C]   i numerami elementów  tablicy  T zachodzi  zwią zek

Ci]  —  t('- l)P+J- i+H'

gdzie  rt jest cią giem  liczb  całkowitych  okreś lonym  wzorem  rekurencyjnym

( 3 - 1)  \ rt  =   r^- i+2  dla  i  =   2, 3,  ...,p.

Moż na sprawdzić,  że wówczas  otrzymamy cią głą  pojedynczą   numerację  elementów  prawego
trójką ta  macierzy  [C].

Taki  sposób  przyporzą dkowania  wskaź nikom  podwójnym  wskaź ników  pojedynczych
pozwala  na proste zapisanie wszystkich  dział ań  na macierzach symetrycznych  i  trójką tnych
górnych.  Korzystając  z  (3.1) wzory  (2.2) przyjmują   postać

=   - f- ,  dla  j  =  2, 3, ...,
#1

l\
/ - i

dla  i  <  j.

Z  równania  (2.4) wynika,  że do  obliczenia  wartoś ci  i wektorów  własnych macierzy  [A]
potrzebna jest tylko macierz  [2 ] " 1 (gdyż  (\Q^)~l  jest macierzą   transponowaną  do macierzy
[0]- 1)  oraz macierz  [M\ . Macierz odwrotna do macierzy  trójką tnej  górnej jest też macierzą
trójką tną   górną.

Podamy  teraz prosty  algorytm  szybkiego  odwracania  macierzy  trójką tnej  górnej  [Q],
Załóż my,  że  [B]  — [2]"" 1,  tzn,  że  [Q]  [B\  =   [I],   gdzie  [/ ]  jest  macierzą   jednostkową.
Elementy  macierzy  [B\   oznaczmy  przez  bij.  Korzystając  z  tego,  że  macierze  [Q]  i [B\
są   trójką tne  górne  i  że  ich  iloczyn  jest  macierzą   jednostkową,  otrzymamy  nastę pują ce
układy  równań  na  wyznaczenie  elementów  by  macierzy  [B\ :

ukł ad  l,p  —  równań

=  1.

= 0,

q u l p  q122p+  qippp  =   0,

ukł ad  2, p- \  —  równań

#22*22  =  1.

# 22*23+  #23*33  =  0,

• ••  + # 2p*pp  =  0,
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ukł ad p- l,  2 —  równania

1p~i•  p- i  "p- i.  p- i  =  1 >

< 7P - I , P - I "P - I , P + # P - I , P &PP  =  0,

ukł ad p,\  —  równanie

Tak  wię c,  ukł ad  o numerze  i  (i <= 1,2,...,/ »)  powstał  z przemnoż enia wiersza  o nu-
merze  i macierzy  [Q\  przez  kolumny  o numerach i, i+l,   ...,p  macierzy  [B\ .  Z tych ukła-
dów  równań  moż na  wyznaczyć  elementy  bu  (j >  i) rozwią zując  powyż sze  układy w od-
wrotnej  kolejnoś ci,  tzn. najpierw  ukł ad o numerze p,  nastę pnie  o numerze p — l,  itd., na
koń cu ukł ad o numerze 1.

Otrzymuje  się  proste wzory  na elementy macierzy  [B]

J  i =  n,n- \ ,  ...,

bu  =
qn  J > t.

Z  wzorów  tych  wynika  ponadto, że elementy  macierzy  \Q\~l moż na  umieś cić  w to
samo  miejsce  pamię ci  maszyny  cyfrowej,  w  którym  znajdują   się   odpowiednie  elementy
macierzy  [Q], tzn., że nie ma potrzeby  wprowadzać  dodatkowej  macierzy  [B\ .  Korzystając
ze zwią zków  (3.1)  oraz wprowadzając  zamiast  symbolu  „  = "  symbol  podstawienia  „ : = ",
otrzymamy wzory  na elementy macierzy  odwrotnej

1
tf(f- l)p+ r|:= -   ,

H(l- l)p+ rt

j

—  2J  (^
k—i  +  l

Mają c  dane  macierze  [Q\~ l  oraz  \M\   moż na  obliczyć  elementy  macierzy  [A]   =
=  ([G] r)~1[Af ]   [Q\~x.  Wartoś ci  i  wektory  własne  macierzy  symetrycznej  moż na  obliczyć
metodą   HOUSEHOLDERA  [5]  (moż na  też skorzystać  z  programu  bibliotecznego  maszyny
cyfrowej  Odra  1204),  a  nastę pnie  wartoś ci  i  wektory  własne  równania  (2.1).

4.  Przykłady  liczbowe

Przedstawiony  algorytm  został  zrealizowany  na maszynie  cyfrowej  Odra  1204  i  spraw-
dzony  na szeregu  przykł adów  liczbowych.  Macierz  sztywnoś ci  [K]  obliczono  w  sposób
podany  w  pracy  [6]. Zupeł nie  analogicznie  budowano  macierz  mas  [M\ . W  tablicy  1
przedstawiono  przykł adowo  macierz mas dla prostoką tnego  elementu płyty o  wymiarach
2ax2bi  stałej gruboś ci  t. Cały  tok postę powania w przypadku  obliczania  drgań  własnych
płyty  moż na  ują ć  w  ogólnym  schemacie  blokowym  (rys. 2). Przeliczono  szereg  przykła-
dów  liczbowych,  dla których  pewne  wyniki  znane są  w  literaturze [3).
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Czytanie  danych:  n,m,E,

Obliczanie  maciemj[Kn

Obliczanie macierzy [M]

I Wczytanie  warunków brzegowych

Modyfikacja  macierzy\ } (\   i [ M ]  przy
uwzgl.  warunków brzegowych

[Q]taka  macierz,ie[K]- HT[Q]

m- iur

Obliczanie wartoś ci i ewentualnie
wektorów wtasnych macierzij  [A]

Obliczanie wartoś ci i ewentualnie^
wektorów  wł asnych równania O).

Wydruk  wyników

[90]
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P r z yk ł ad  4.1. Należy  obliczyć  czę stoś ci  drgań  własnych  cof  dla  pł yty  kwadratowej
na  dwóch  przeciwległych  krawę dziach  swobodnie  podpartej,  a  na  pozostał ych  dwóch
zamocowanej cał kowicie. D ane: dł ugość krawę dzi  600 cm, v — 0,167, E  =   200 000 kG / cm2,

g  =  —  = 0,0025  z—,  grubość  stała  t  =  10 cm.
g  cm*

Otrzymane  wyniki  przy  podziale  płyty  na  9  jednakowych  elementów  kwadratowych
o wymiarach  200 x 200  cm podano w  tablicy  2.

Tablica  2

(

1

2

3

4

5

6

Wartoś ci  ccii
obliczone

2,0BUO4

i,90022Q

4,692954-  .

6,0884- 33

7,730949

9,519610

Wartoś ci  to;
w?  prQci/ [5j

Ą 08

3,93

4,96

6,76

7,33

5,27

%
róinica

-   0

»  0,6

~  ',2

~W.Q

"  5,1

-   3,6

P r z yk ł ad  4.2.  Należy  okreś lić  czę stość  drgań  własnych  dla  płyty  kwadratowej  na
wszystkich  krawę dziach  zamocowanej  cał kowicie.  D ane i podział  jak  w  przykładzie  4.1.
Uzyskane  wyniki  przedstawiono  w  tablicy  3.

Tablica  3

i

1

2

3

4

5

6

Wartoś ci  u>i
obliczone

Z,59S1&0

5,27 9  W

7,627460

/O,38454O

10,581960

12,752980

Wartoś ci  co;
wg  pracy  [5J

2,5fl

5,27

7,76

—

S,82

11,iO

róż nica

- 0 ,4

- 0 ,2

- 2,0

—

- 7,6

P r z y k ł ad  4.3. Należy  okreś lić  czę stoś ci  drgań  własnych  dla  trzech schematów płyt
o  kształ tach  i  warunkach  podparcia,  jak  na  rys.  3.  Pł yta  przedstawiona  na  rys.  3a  jest
swobodnie  podparta  na  cał ym obwodzie,  pł yta o  schemacie  rys.  3b  posiada  niecią głe  wa-
runki  podparcia  (w  okolicy  dolnego  prawego  naroż nika  zamocowana  całkowicie),  zaś

a

a=600cm

i  ft
!s
1  iO

11
1  CJ

1

b

(4

c

• »

a
- V)

is
Rys.  3.
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pł yta  rys.  3c jest  wycię ta  w  pobliżu  naroża  i  swobodnie  podparta  na  wszystkich  krawę-
dziach.  Dane i  podział  jak  w  przykładzie  4.1. U waga!  Pł ytę  o  schemacie  rys.  3c  liczono
jak  pł ytę  prostoką tną,  przyjmując  dla jej  czę ś ci  wycię tej  grubość  równą   1/1000  t.

Obliczone  wartoś ci  pierwszych  dwóch  czę stoś ci  drgań  własnych  podano w  tablicy  4.

Tablica  4

1

1

1

Schemat  ip
Wartoś ci „ u ,
oblicione

1,4934- 27

3,700551

Wartoici a:
wg praaj[5J

1,4%

1,54

%
róż nica

- 5 ,7

- 4 ,5

Schemat  ib
narloia  co,
obliczone

7,701662

3,8470/6

Schemat 5c
Wartoici  co;
obliczone

2{wm

Ą ,05!212

P r z yk ł ad  4.4. D la  pł yty  kwadratowej  swobodnie  podpartej  na  wszystkich  krawę-
dziach  i  dodatkowo  podpartej  punktowo  w  swoim  obszarze  (rys.  4)  należy  wyznaczyć
czę stoś ci  drgań  własnych.  Dane, jak  w przykładzie 4.1. Podział  na elementy  pokazano  na
rys. 4a i b.

a*600cm

•

o*600 cm

" ł ł

a

Rys.  4.

Wartoś ci  pierwszych  dwóch  czę stoś ci  drgań  własnych umieszczono  w  tablicy  5.

Tablica  5

L

1

Z

Schemat  4a

Wartoś ci  w;
obliczone

3,685225

i,  9 6 755$

Wartoś cią ,
wg  pracijli]

3,54

3,7?

%
rdznica

- 4 ,7

-   0

Schemat  4b

Wartoia  w,
obliczone

1,895005

3,76 ? %i

WartoSa ta;
wg pracy [5]

2,18

-

%
róż nica

-

5.  Wnioski

Przedstawiona  w  niniejszej  pracy  metoda, przyjmują ca  za  punkt wyjś cia  odkształ calne
prostoką tne  elementy  skoń czone  o  12  parametrach  wę złowych,  pozwala  z  bardzo  dużą
dokładnoś cią   wyznaczać  czę stoś ci  drgań  własnych  dla  pł yt  o  nieregularnym  konturze,
o  dowolnych  warunkach  brzegowych,  o  zmiennej  sztywnoś ci  pł yt z  otworami  i  dowolnie
podpartych w swoim  obszarze.
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Z  podanych przykł adów  wynika, że otrzymuje  się  bardzo  dobre  rezultaty już przy nie-
zbyt  gę stym  podziale  rzeczywistego  ustroju  cią głego  na  elementy.  Jest  metodą   bardzo
szybką.  Ś redni  czas  obliczeń  dla powyż szych  przykł adów,  ł ą cznie z obliczaniem  macierzy
sztywnoś ci  i macierzy  mas,  wynosił  20 minut na maszynie  cyfrowej  Odra  1204.  Przy uż y-
ciu tej metody moż na obliczać  drgania  własne dla złoż onych ukł adów płytowych.

W  przypadku  obliczania  drgań  własnych  dla  innych  dź wigarów  powierzchniowych
cały  tok postę powania  pozostaje  taki  sam. Zmieni się   tylko  sposób  obliczania  macierzy
sztywnoś ci  ukł adu [K]  i macierzy  mas [M\ .

Moż liwoś ci  programu są  róż ne w zależ noś ci od zestawu  maszyny  cyfrowej.  D la  zestawu
bez pamię ci  zewnę trznej  moż na  rozwią zywać  zadania do około 100 stopni swobody. Przy
zestawie  z pamię cią   bę bnową   moż liwoś ci  są  oczywiś cie znacznie wię ksze.
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P e 3 io  M e

^HCJIEHHOE  PEUIEHHE  SAJWffl  O COECTBEHHblX KOJIEBAHHflX
HA  nPHMEPE

B  pa6oTe  rrpeflcraBJieH  • racneH H tiii wexofl  onpeflejieH H fl  - qacTOTW  co6crBeH H Łix  KOJieSaHHjł  n oBepx-

HOCTHLIX KOHCTpyKITHH npOHJIJIIOCTpHpOBaHHŁIH Ha npH M epe IIJIHT. KoHTHHyajIBHaH CHCTeMa pa3flejIHeTCH

Ha  KOH e^iroe  MH CJIO  flecpopMHpyeivibix  npH MoyroJiBH bix  SJieiweHTOB  c  32- io  cTeneHHMH C BO S O ^ W.  MeTOfl

flaeT  B03M0HCH0CTB,  C 6oJIbUIOft  TOMHOCTbK), OnpeflejIHTB  MaCTOTLI   CoScTBeHHBIX  KOJieSaHHH  flJIH   nJIHT

C H eperyJIJIH pH bIM  KOHTypOM,  C np0H3B0JIBIIbIMH  KpaeBWMH  yCJIOBHHMHj  CO  CKa*IKOO6pa3HO MeHHIOmeHCH:

mecTKOCTBKtj  n jiH T  c  OTBepcTHHMH H npoH 3BOJibH0  onupaiomH XCH  uo  CBoefi  oSjiacTH.  P acc iH TaH  pflfl

KOHKpeTHbix  MHCJiOBbix npH iwepoB.  B O 3 M O »H O C TH  nporpaM M W, HanHcaHHoii  Ha H3WKe  AJI TOJI  1204,  p a3-

JIIPiaiOTCH B  3aBHCHM0CTH OT  OCHameHHH  L(H4)pOBbIX  MaiUHH.  JlflR  CHCTeMŁI   JIHnieHHOH  SjIOKa  BHeUffleił

naMHTH  M OJKHO  pe in aTb  3afla m̂  c  OKOJIO  100  CTeneHHMH cso6oAbi.  B  c jiy^ae  c ocTaBac  6apa6aHHOH n a-

B03MOMKH0CTH  TOpa3flO  6oJIŁU ie.

S u m m a ry

NUMERICAL SOLUTION TO  THE  PROBLEM   OF  FREE VIBRATION S  USING PLATES AS  THE
EXAMPLE

I n  the  paper  the method of solution  to problems of free  vibrations of homogeneous plates  with ar-
bitrary  boundary  conditions  has been  presented. The applied  method of numerical calculations, based
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on  the  finite  element  method, decreases  the amount  of  information  remembered  by  a  digital  computer
to  a minimum, thus allowing  for  solution  of  the considerable  problem  of  free  vibrations.  Many elements
of  the given  algorithm  may  be  applied  to  calculations  of  free  vibrations  of  other  cranes  with  no other
changes.
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