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1.  Wstęp

Wraz  z  rozwojem  budownictwa  uprzemysłowionego  wzrasta  ilość  konstrukcji  wyko-
nanych  z  elementów  powtarzalnych.  Do tego  rodzaju  ustrojów  należą   mię dzy  innymi
prę towe  przekrycia  strukturalne  (rys. 1). Z  tego  też wzglę du  wzrasta  zainteresowanie
projektantów  metodami  obliczania  tych  konstrukcji.

D o  tej pory  opublikowano  wiele prac  omawiają cych  zarówno  ś cisłe  [1- 3], jak i przy-
bliż one  [4- 12]  metody  analizy  statycznej  przekryć  strukturalnych.  Mimo  to, brak  jest
stosunkowo  prostej  metody przybliż onego  obliczania  tych  konstrukcji,  która jednocześ nie
obejmowałaby  moż liwie  szeroką   ich klasę.  N iniejsza  praca, zawierają ca  propozycję   nowej
metody  obliczania  przekryć  strukturalnych,  stanowi  próbę   wypełnienia  tej  luki.

Podstawową   ideą   przedstawionej  metody  jest  traktowanie  przekrycia  strukturalnego
jako  pł yty  trojwarstwowej,  której  warstwy  zewnę trzne  są   równoległymi  płaskimi  kratow-
nicami  odległymi od siebie o 2/r, a warstwa  ś rodkowa  zespołem krzyż ulców.  Model cią gły
kratownic  zewnę trznych  przyję to  według prac  WOŹ NIAKA  [15]  oraz  KLEMM A  i  WOŹ NIAKA

[16].  N atomiast koncepcję   opisu  zespołu krzyż ulców  za pomocą  modelu cią głego zapropo-
nowano w prezentowanej  pracy.  Analizę   pł ytowych  sił  wewnę trznych w zastę pczej  płycie
trojwarstwowej  przeprowadzono w oparciu o liniową   teorię   tych ustrojów,  przedstawioną
w pracach  [13,  14].

W  pracy  zastosowano  nastę pują ce  oznaczenia  wskaź nikowe:  małe  litery  greckie
a,  /S, v  przebiegają   cią g  1, 2 i podlegają   konwencji  sumacyjnej,  duże litery  greckie  A, A
przebiegają   cią g  I , I I , I I I ,  ...  i  nie podlegają   konwencji  sumacyjnej.  Ponadto  pionową
kreską   oznaczono pochodną   kowariantną,  a przecinkiem  pochodną   czą stkową.

•

2.  Założ enia

W  pracy  rozpatrzono  przekrycia  strukturalne  o  dwóch  typach  siatek  zewnę trznych.
Pierwszy,  to siatka  skonstruowana  z  rodzin  prę tów  cią głych,  oznaczonych  symbolem A

(rys.  la, b, d). W tym przypadku płaszczyznę, na której  kształ towana jest  siatka, parame-
tryzujemy  ukł adem współ rzę dnych  krzywoliniowych  O1, O2. Typ drugi,  to siatka  heksa-
gonalna  pokazana na rys. lc  (siatka  górna). Przy  formuł owaniu  zależ noś ci  dotyczą cych
tej  siatki,  jej  pł aszczyznę   parametryzujemy  ukł adem  współ rzę dnych  kartezjań skich  x2,.

x1.  Kierunek normalny do płaszczyzn siatek  zewnę trznych oznaczymy O3 lub x3.  Struktura
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prę towa  całej  konstrukcji  jest  regularna,  a  dł ugoś ci]poszczególnych  prę tów  są   niewielkie

w porównaniu  z wymiarami  ustroju.  Kierunek  osi  dowolnego  prę ta  okreś lamy  za pomo-

cą   wektora  jednostkowego  T.  Obcią ż enie  ustroju  stanowią   siły  zaczepione  w  wę złach.

Pozwala  to na przyję cie  zał oż enia o przegubowym  poł ą czeniu prę tów  w wę złach [1].

Analizy  statycznej  przekrycia  strukturalnego  dokonamy  wprowadzając  ustrój  zastę p-

czy  w  postaci  pł yty  trójwarstwowej.

Naprę ż enia
\ membranowe

Rys.  2 Rys.  3

Zgodnie z liniową   teorią   deformacji  tych  pł yt  przyjmiemy  (por.  [13, 14]), że  warstwy

zewnę trzne  przenoszą   naprę ż enia  membranowe,  natomiast  warstwa  ś rodkowa  jedynie

pionowe  naprę ż enia  styczne  (rys.  2).  Założ ymy,  że  przemieszczenia  tych  warstw  są   nie-

wielkie  w  porównaniu  z  gruboś cią   lh  pł yty.  Wprowadzimy  róż niczkowalne  funkcje  w,

wxiw,wx  opisują ce  odpowiednio  przemieszczenia  pionowe  i  poziome  warstw  zewnę trz-

nych  Znaczkiem  „  + "  oznaczono tutaj  wielkoś ci  odnoszą ce  się   do warstwy  górnej,  a  od-

noszą ce  się   do  warstwy  dolnej  „ - ".  Oznaczenia  te  bę dą   stosowane  w  miarę   potrzeby

w  dalszych  rozważ aniach  pracy.

Zał oż ymy, że istnieje pewna płaszczyzna oboję tna n, równoległa do warstw zewnę trznych

i znajdują ca  się  pomię dzy nimi, której  punkty nie doznają   przemieszczeń  poziomych. Poł o-

ż enie  płaszczyzny  n  okreś lają   odległoś ci   +h,h  od  warstw  zewnę trznych.  Przyjmiemy,  że

punkty  warstw  zewnę trznych  leż ą ce  przed  odkształ ceniem  na  prostej  prostopadł e]  do

płaszczyzny  n  (rys.  3a)  doznają   jednakowych  przemieszczeń  pionowych,  czyli

(2.1)
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Natomiast  przemieszczenia  poziome  tych  punktów  powią zane  są   zależ noś cią   (rys.  3b)

(2.2)  wa=- ~wa,

, . ,  .  ,  7+   +  2/z  7  2/z
w której  A = /;//*,  /? = — y ,  A = - y—y A.

Zakładamy, że  przesunię cia wę złów przekrycia strukturalnego są  identyczne z przesunię-
+   +

cianii  odpowiadają cych  im punktów  płyty  trójwarstwowej,  tzn. wartoś ci  funkcji  w, wx

i w, wa w punktach odpowiadają cych  wę złom są  równe przesunię ciom tych wę złów.
Obrót płaszczyzny n w kierunku osi 6a charakteryzować  bę dziemy  funkcją

+   -

V"i)   Up  -   —^ h — e.p.

Na  podstawie  (2.2)  i  (2.3)  znajdujemy

? t y  ?(2.4)

Funkcje  v  i na,  opisują ce  płytowy  stan  przemieszczenia  ustroju,  okreś lone  są  na płasz-
czyź nie n.

3.  Stan  odkształcenia

Wraz z przemieszczeniem całego ustroju  doznają   przemieszczeń i odkształ ceń poszcze-
gólne prę ty. Oznaczając  liniowe  odkształ cenia jednostkowe  prę ta  symbolem e i zakładając

A

liniowość funkcji  przemieszczeń  (2.1), (2.2) pomię dzy są siednimi  wę złami moż emy  [15, 16]
w  odniesieniu  do prę tów  siatek  zewnę trznych  napisać  zależ ność

(3.1)  e=T"r*wa\ f.
A  AA

Oznaczając

(3.2)  yttfi  =  wp\ a,

po  uwzglę dnieniu  (3.1),  otrzymujemy

(3.3)  e =   T*T fiyall.
A  A  A

Odpowiednią   zależ ność w odniesieniu do krzyż ulców  napiszemy  na podstawie  nastę pują-
cego  rozumowania.  Wyodrę bnimy  z  obszaru  warstwy  ś rodkowej  pewną   umowną   brył ę
zawierają cą   wią zkę   krzyż ulców  zbiegają cych  się  w  jednym  wę ź le  warstwy  dolnej  (lub
górnej)  (rys.  4). Wobec  założ enia o regularnoś ci  przekrycia  przyjmujemy,  że bryła ta sta-
nowi  powtarzalny  element warstwy  ś rodkowej.  Przyrostowi  długoś ci AI  krzyż ulca  odpo-
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wiada  obrót  bryły  (odkształ cenie  postaciowe)  pokazany  na  rys.  5.  Oznaczając  przez  yx

skł adowe  tego  obrotu  w  kierunkach  osi  dx  moż emy  napisać  nastę pują ce  zależ noś ci

Ah  I   A' A AA
A A

wynikają ce  z  rozważ ań  geometrycznych.  Uwzglę dniając  równość  e  = A l/ l  mamy
A AA

(3.4) e = 3
A AA

Rys.  5
A  ;

Skł adowe  yx  okreś lają ce  ką t  odkształ cenia  postaciowego  warstwy  ś rodkowej  płyty  trój-
warstwowej  wyraż amy  za  pomocą   skł adowych  stanu  przemieszczenia  w  nastę pują cy
sposób  [14]

skąd  wobec  (2.1)  i  (2.3)  otrzymujemy

(3.5) yx - •

Podstawienie  (3.5)  do  (3.4)  daje

(3.6)  e  =
A AA
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4.  Stan  naprę ż enia  i  zwią zki  konstytutywne

N a  skutek  obcią ż enia  ustroju  w  jego  prę tach  wystą pią   siły  podł uż ne  P.  Zakł adając
A

jednorodność  i  liniową   sprę ż ystość  każ dego  prę ta  i  oznaczając  przez  EA  sztywność  po-
A A

dłuż ną   prę ta,  mamy

(4.1) P  =   EAe.
A  A  A  A

Zajmiemy  się   teraz  wyprowadzeniem  zwią zków  konstytutywnych  dla  poszczególnych
elementów  konstrukcji.

Rys.  6

W  pierwszej  kolejnoś ci  rozpatrzymy  siatki  zewnę trzne  przekrycia.  W  przypadku
siatki  skonstruowanej  z  rodzin prę tów  cią głych  (por.  rys.  6) potencjał  sprę ż ysty  a  okreś-
lony  jest  za  pomocą   zależ noś ci

m
A(4.2) ff   = 4 - 2^ 1-   f  P2IEAds,

*•   A  U  J  A  A  A

w której  /  jest odległoś cią  są siednich prę tów w rodzinie A. Po wprowadzeniu tensora o skła-

dowych

(4.3)
EA

_  V1  j- ajt/l  j- A  rpjjA A

A  I

i po podstawieniu  (3.3)  (4.1) do  (4.2) otrzymujemy  na  a  nastę pują ce  wyraż enie

(4.4) a  = - Ua / " "
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W  przypadku  siatki  heksagonalnej  (rys.  7)  wzór  na  potencjał   sprę ż ysty  ma  postać  [16]

Z/2
II I   A

(4.5)
1  V  C

Z.T  —" V  J  /J  y|  ^

przy  czym  F  jest  polem  sześ cioką ta  stanowią cego  «oczko»  siatki.  Definiują c  nastę pują co

składowe  tensora  sztywnoś ci  sprę ż ystej

(4.6)

m

JL V
- F1 * —J J ^ ^1 J J J d

otrzymujemy  na  er wyraż enie  analogiczne do  (4.4)

a =

Rys. 7

Składowe  stanu napię cia / ?a/i pł askiej  siatki  okreś limy  za  pomocą   zależ noś ci  [17]

dff

z  której  wobec  (4.4)  znajdujemy

(4.7)  pF»  =  A^YX»-

Z  kolei  rozważ ymy  warstwę   ś rodkową   ustroju.  Oznaczając  przez  Q  pole  podstawy
brył y  zawierają cej  jedną   wią zkę   krzyż ulców  (rys.  4),  potencjał   er  warstwy  ś rodkowej
wyrazimy  nastę pują co

A

(4.8)
- 1/ 2

P2/ EAds,
A AA
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gdzie A°  jest  liczbą   krzyż ulców  zbiegają cych  się  w jednym  wę ź le. Podstawiając  do  tego
wyraż enia  zależ noś ci  (3.4)  i  (4.1)  znajdujemy

A"

l  A  A  A  A  A A / i

A —  I

Po  wprowadzeniu  tensora  sztywnoś ci
A«

(4.9)  Ca"  = - L  V  T*Tl>T 3T3EA I
U  JŹ «J  A  A  A  A  AAA

A= l,

potencjał   o1 wyrazimy  za pomocą   zwią zku

(4.10)  a=*- .c«yayf.

Składowe pa charakteryzują ce  stan naprę ż enia warstwy ś rodkowej  otrzymamy z zależ noś ci

p W.'
która  prowadzi do
(4.11)  p« =  C*nyil.

Wyprowadzone  w tym  rozdziale  zwią zki  (4.7) i  (4.11) są   zwią zkami  konstytutywnymi
przekrycia  strukturalnego. Zakładamy, że okreś lone  tymi  zwią zkami  wielkoś ci  p"  i  p*"
opisują   stan  naprę ż enia  płyty  trój warstwowej.  Podstawiając  do wyraż eń  (4.7) i  (4.11)
zależ noś ci  (4.3)  i  (4.9)  oraz  (3.3),  (3.4)  i  (4.1)  otrzymujemy  nastę pują ce  zależ noś ci
ilustrują ce  interpretację   fizyczną   składowych pal!  i p*

(4.12)  A

P* =   - p
^  AA  A  AA

Ostatnią  z wielkoś ci  charakteryzują cych  strukturę  przekrycia  jest parametr  A  okreś la-
ją cy  położ enie płaszczyzny  oboję tnej  n. Przyjmiemy,  że położ enie tej  płaszczyzny zależy
od  stosunku  gę stoś ci  sztywnoś ci  warstwy  górnej  do warstwy  dolnej, skąd  wynika

(4.13)  I  = gR/ SR,
Ań  AA

gdzie R =  EA  l/ F w przypadku  siatki  heksagonalnej  lub R = EA/ I  w przypadku innych
A  i  A A  A  A A  A

siatek.

5.  Równania równowagi

Znając  stan  naprę ż enia  w  poszczególnych  warstwach  pł yty  moż na  przystą pić do
okreś lenia  płytowych  sił  wewnę trznych.  Rozpatrzymy  na  począ tek  momenty Mxp wzglę -
dem  płaszczyzny  oboję tnej  wywołane  napię ciami  wystę pują cymi  w warstwach  zewnę-
trznych.  Przyjmując  dodatnie zwroty  napięć jak  na  rys.  8, otrzymujemy  wyraż enie

(5.1)  $ '
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««/! =

Wprowadzając  oznaczenia

(5.2)

i  korzystając  ze wzorów  (2.2) (3.2)  i  (4.7), zależ ność  (5.1)  moż na przekształcić do postaci

(5.3)  M«> .

/   2h  \ 2  +

7+ T/   {A

' 1 L

/ L

/ /  P

Rys. 8

Siły poprzeczne wywołane  napię ciami p"  wystę pują cymi  w warstwie ś rodkowej  wyzna-
czymy  ze  zwią zku

Q"  -   Pa,

który  po  uwzglę dnieniu  (4.11)  przybiera  postać

(5.4)  Q* -   C «S-

Rys.  9

Założ ymy  nastę pnie, że  wystę pują ce  w  niektórych  typach  przekryć  siły podłuż ne
okreś lone  zależ noś ciami

mają   niewielki  wpływ  na  odkształcenie  ustroju,  wobec  czego  pominiemy  je  w  dalszych
rozważ aniach.
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Rozpatrując  wycinek  pł yty trójwarstwowej  obcią ż ony  sił ami Ma<1 i Q*  (rys. 9) otrzymu-
jemy  nastę pują ce  równania  równowagi  [14]

Oa\   +f  — 0

1  J  M"l>\+eiQ«  -   0,

gdzie/ jest  funkcją  obcią ż enia.  Podstawienie  (5.3) i  (5.4) do tych  równań  prowadzi do

(5.6)  (C"*y/0|. + /  = 0,  (^^*^)1« -  sg. C VA = 0.

Powyż sze  zwią zki  stanowią  ukł ad równań równowagi  wyraż ony  w odkształ ceniach. Wsta-
wiając  do (5.6) zależ noś ci  (3.5) i  (5.2)!, wyraż amy  te równania w przemieszczeniach

(5.7)  [C*(ejj.MA +  v\ „%   + /  -   0,  (Z>8^" yJjOl. -  et C*A(e£ w, + w|a) -  0.

Rozwią zanie  tego  ukł adu  równań  wzglę dem  niewiadomych  funkcji  us,  v  okreś la  stan
przemieszczenia  przekrycia  strukturalnego  przy  zmiennych  wartoś ciach  skł adowych
tensorów  sztywnoś ci  b"̂ '1  i Ca/ f.

W  przypadku  stał ych  wł asnoś ci  mechanicznych  A  =  const,  /  = const  i  T" =  const
A 4 4

wartoś ci  skł adowych tensorów iy?*- " i Cp  są jednakowe w obszarze  ustroju

Z)8"* " = const,  C"  =  const.

Ukł ad  (5.7) upraszcza  się wtedy  do postaci

(5.8)  c*(efcvA+ !y.+ /  = o, iy!x»u -̂ ą ,c*w,ult+ v\d  = o.
W  zakoń czeniu  tego  rozdziału przedstawimy  uproszczoną  postać  ukł adu  (5.7) wpro-

wadzając  zał oż enie analogiczne  do zał oż enia  Love'a- Kirchhoffa  przyjmowanego  w kla-
sycznej  teorii pł yt [14,18]. Przyjmiemy  mianowicie, że punkty warstw  zewnę trznych  leż ą ce
na  prostej  prostopadł ej do pł aszczyzny  n, po odkształ ceniu pozostają  na prostej,  która
jest  prostopadła do powierzchni  oboję tnej  (rys. 3c). Konsekwencją  tego  zał oż enia jest
zależ ność

(5.9)  u. =  ś .V\ f.

Eliminując z równań  równowagi  (5.5) siły poprzeczne Q", po przekształ ceniach i uwzglę d-
nieniu  (5.2)l i 3  otrzymujemy  równanie

(5.10)  4r

które  w przypadku  Dfi"x>l  — const  przyjmuje  postać

(5- 11)  •   ^ A " » | K ^ - / = 0.

6.  Obliczanie sił  w prę tach

W  wyniku  rozwią zania  ukł adu  równań  (5.8),  przy  danych  warunkach  brzegowych
wynikają cych  ze sposobu podparcia przekrycia,  otrzymujemy  skł adowe  n i t / , . Siły w prę-
tach  ustroju  znajdujemy  na podstawie  zależ noś ci  (4.1),  która  w  odniesieniu  do  prę tów
siatek  zewnę trznych  ma postać
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2h
d L + A A A A A

(6.1)

A •   1 + K Ą AA A

co  znajdujemy  wykorzystując  zwią zki  (2.4)  i  (3.1).

Wzory  na siły w krzyż ulcach  znajdujemy  podstawiając  do  (4.1) zależ ność  (3.6), co  daje

(6.2) (
A A A A A

Podczas znajdowania  sił  w prę tach przekrycia  wartoś ci  składowych stanu przemieszczenia
i  ich  pochodnych obliczamy  w  przekrojach  ś rodkowych  prę tów.

Gdy  stan  przemieszczenia  ustroju  okreś lamy  na  podstawie  równania  uproszczonego
(5.10),  wówczas  siły  w  prę tach  siatek  zewnę trznych  znajdujemy  podstawiając  zwią zek
(5.9)  do  zależ noś ci  (6.1),  co  daje

(6.3)

_  o/ 7  - i-   + +  +

- fl^TEATa

1 +   /  A A A A

A A A A

Nieco  inaczej  postę pujemy  podczas  obliczania  sił  w  krzyż ulcach.  Z  równania  równowagi
(5.5)  znajdujemy

Podstawiając  do  powyż szego  zwią zku  zależ noś ci  (5.3),  (5.2)x  i  (5.9),  otrzymujemy

(6 4)  O"  — D^^v  ni

Siły  w  poszczególnych  prę tach  znajdujemy  z  zależ noś ci

1
(6.5)

W A A A AA

wynikają cej  z  (4.16)2  i  (6.4)  oraz  z  warunków  równowagi  wę zła, w którym  zbiegają   się
krzyż ulce.

7.  Podstawowe  zależ noś ci  we  współ rzę dnych  biegunowych

W  przypadkach  przekryć  strukturalnych  pierś cieniowych  w  planie  wygodnie  jest po-
sługiwać  się   ukł adem współ rzę dnych  biegunowych  Q =  1, <p  =  2.  Rozpatrzmy  przekrycie
pierś cieniowe,  którego  siatki  zewnę trzne  są   siatkami  biegunowymi  (rys.  Id). Dzię ki  temu
jedynie  Dpppp  i Utm> są   niezerowe. Ponadto zachodzą   równoś ci Cp<p = C?" =  0.  Uwzglę d-
niają c  wartoś ci  dwuwektora  Ricciego  w  biegunowym  układzie  współ rzę dnych  (por. np.
[17]) z  (5.2)3  znajdujemy
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przy  czym  pozostałe składowe  tensora  D^  ̂ są   równe  zeru.  Zwią zki  fizyczne  (5.3)  i  (5.4)

mają   teraz  postać
Qp  =  Cfy,,  g* =   C»y9,

MPP  =

Zamieniając  pochodne  kowariantne  na  pochodne  czą stkowe,  napiszemy  zwią zki  geome-

tryczne  (3.5)  i  (5.2)i  w  formie

(7.2)  x  = u  _  _;u

a  równania  równowagi  (5.5)  po  uwzglę dnieniu  (7.1)3  mają   postać

(7.3)  MW,„+00?  =  0,

M"̂ p+2Q- 1MM'+Q- 1M'p>'- Q-rQ1'  =   0.

Przyjmiemy  dalej,  że  sposób  podparcia  i  obcią ż enia  ustroju  spełnia  warunki  kołowej
symetrii,  oraz przyjmiemy  równość  up  =  0. Zwią zki  geometryczne  (7.2)  sprowadzą   się   do

Q My j ^<pp  = = Q Mc,,

natomiast  równania  równowagi  (7.3)  otrzymujemy  w  postaci

(QQ"h+ef=o,  G* =   O,
{  '  }

  ^ M ^  +  QM  ̂ + QQP  =  0.

Po  całkowaniu  równania  (7.5)j,  otrzymamy

(7.6)  eQf  ^  -   Jefdg  +  C,,

gdzie  CŁ  jest  stałą   cał kowania.  Podstawiając  (7.6)  do  (7.5)3  otrzymujemy

(7.7)  (Q2M"%  + QM*<>   =  j  efdQ -   d  •

Podstawiając  nastę pnie  do  równań  (7.6)  i  (7.7)  zwią zki  fizyczne  (7.1)  i  geometryczne
(7.4)  znajdujemy

C"(uę+ evtP)  =
(7.8)

Uy"""(u r,p- Q-lu^ill- Q2D^'uv  =  jsfdg- Ci.

Powyż sze  równania  są   ukł adem  równań  równowagi  wyraż onym  w  przemieszczeniach.
W  równaniu  (7.8)2 wystę puje  tylko  jedna  niewiadoma  u9.  Po  rozwią zaniu  tego  równa-

nia  funkcję   u9  wstawiamy  do  przekształ conego  równania  (7.8)!,  co  daje

(7.9)  B

gdzie  C2  jest  stałą   cał kowania.
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8.  Podstawowe  zależ noś ci  we  współrzę dnych prostoką tnych

Rozpatrzmy w pierwszej  kolejnoś ci  przekrycie strukturalne o siatce diagonalnej pokaza-
nej  na  rys.  Ib.  Przyjmując  kierunki  osi  x  = 1, y  = 1  równolegle  do  prę tów  siatki
dolnej  (rys.  10a)  skł adowe  wektorów  kierunkowych  siatek  zewnę trznych  otrzymujemy
nastę pują cej  wartoś ci:

+ 1 + .  1 + .  - 1 +

(8.1)
n II   ] / 2'

T1  = i,  r 2  = o,  r1  = o,  r 2 =   i.
i  i  n  u

Rys.  10

Przyjmując  jednakowe  pola  przekrojów  prę tów  siatek  zewnę trznych  i  oznaczając

gdzie I  jest długoś cią  prę tów  siatki  gófnej,  moż emy skł adowe Ax^x  wyrazić  nastę pują co:
+ + + + + + + + i

Ą XXXX  _  ^w.y}>  _  j^xxyy  _  ^xyxy  _  ^yxyx  _.  ^xyji*  _  jpxxy  _  ^wxx  _  JJ

+  -
przy  czym  pozostałe  skł adowe  A"l>''x  i  A"l>l 'x  są   równe  zeru.

Podstawiając  otrzymane  wartoś ci  do  (5.2)2  znajdujemy

jycxxx  _

(8.2)

gdzie  A =  ]/ 2 .

i

3  Mechanika  Teoretyczna
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Nastę pnie,  wobec  wartoś ci  składowych  wektorów  kierunkowych  krzyż ulcow  (rys.  10b)

- >2 _ o T3 —

4] / 2 i

j- i  _  o  T2  =  ^ _  r 3  =  —
I I  u  4j/2  «  '*

(8.3)

J"1  =  ~  y2  _  Q  T3  =
ni  j/ 2 4 '  ni  i"  4

24. 0,  I " 2 = - ^ - ,  T 3 = —,
i v  i v  j / 2  4  ' i v  4

gdzie  4  = j/ 4/ i 2+ / 2/ 2  jest długoś cią   krzyż ulcow,  oraz wobec  Q  = 2/ 2, skł adowe  tensora
C*t  wynoszą

(8.4)  Cxx  =  C™ = - 8 ^ ^ i ,  CX)I =  C*  -   0,

4

przy  czym założ ono jednakowe  pola  przekrojów  Ak  wszystkich  krzyż ulcow.

Podstawiając  (8.2) do  (5.2)3, a  nastę pnie wraz  z  (8.4) do ukł adu równań  równowagi
(5.8),  otrzymujemy  po przekształ ceniach

(8.5)  DxyxyUxxx- 2D*™xuy,x>  + D?Wux,„   + Cw{- ux  + vJ  = 0,

Powyż szy  ukł ad  równań  równowagi  moż na  przepisać  w  postaci  analogicznej  do  wypro-
wadzonej  w pracy  [19] w  odniesieniu  do pł yt  trójwarstwowych:

(8.6)  L21v+L 22ux+L 23uy  =  0,

=   0.

Wystę pują ce  w  tych  równaniach  operatory  róż niczkowe,  po  uwzglę dnieniu  (8.2)
i  (8.4) i  wprowadzeniu  oznaczeń

_  2h2EAk

(8.7)
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wyraż amy  za  pomocą  nastę pują cych  wzorów

Ln  =  —
L i2  =   L2i  =

L,13  =   Ł 31  =

(8.8) £22  =

• ^23  —  - ^32  —  ~~DÓxy,

'\~

C,

Uzależ niając  skł adowe  v,ux,uy  od  funkcji  przemieszczeń  &(x,y)z&  pomocą  zwią zków

l—i')  o  J—t'

(8.9) v  =
L 12

T T
J- / 23  "" 1

• ^33  - ^31

otrzymujemy  toż samoś ciowe  speł nienie  równań  (8.6)2> 3.
Równanie  (8.6)i  prowadzi,  po  uwzglę dnieniu  (8.9),  do  nastę pują cego  równania  róż-

niczkowego

U

(8.10)

Równanie  to, po  uwzglę dnieniu  wzorów  (8.8),  moż emy  przekształ cić  do  nastę pują cej
postaci

(8.11)

Wzory  okreś lają ce  skł adowe v, ux  i uy znajdujemy  rozwijając  wyznaczniki  (8.9) i  uwzglę dnia-
jąc  wzory  (8.8)

v  =  [0,5DzK(dxxxx  + dmy)+D2(K2  -   0,75)3 xx8yy  - DC(K+0,5)(dxx  +  d„)  + C2]  0,
( 8 ' 1 2 )  ux  =   C8y[D(K- l)8xx+O,5Ddyy- C]0,  uy  =   Cdx[D(K- i.)d„+O,5Dd„- C\0.

Powyż sze  wzory  okreś lają ce  skł adowe  stanu  przemieszczenia  otrzymano  na  podstawie
peł nego ukł adu równań  równowagi  (5.8).

N atomiast  przyjmując  zał oż enie «o  prostych  normalnych»  (5.9), stan  przemieszczenia
ustroju  okreś lamy  na podstawie  uproszczonego  równania  równowagi  (5.11), które w  przy-
padku  siatki  diagonalnej  przyjmuje  postać

(8.13)
/

(Kdxxxx+3dxxd„+Kd yyyy)v  = — .

Równanie  to  wykazuje  formalną  analogię  do  równania  równowagi  pł yty  ortotropowej,

wyprowadzonego  przy  zał oż eniu  Love'a- Kirchhoffa.
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Rozpatrzmy  z kolei  przekrycie  strukturalne o siatce  równoległej  (rys. la) i o jednako-

wych przekrojach prę tów siatek zewnę trznych. Jedyne niezerowe składowe tensorów sztyw-

noś ci  sprę ż ystej to

(8.14) =  f,yxyx  m Cxx  = = 2C,

przy  czym współczynnik X = 1.
W  tym przypadku  operatory  Z,a/J wystę pują ce  w  układzie  równań  (8.6) są   okreś lone

za pomocą  nastę pują cych  wzorów:

(8.15)
L n  =   - C(8xx+8yy),  L12  =  L21  =  Cdy,  L l3  -   Lu  =   - Cc\ ,

L 22  =  2Ddyr- C,  L23  =   LZ1  m 0,  L 3 3  =   2Ddxx~C,

co prowadzi  do nastę pują cego  równania na funkcję   przemieszczeń

(8.16)  2CD[dxxxx(C- 2Ddyy)  + dmy(C- 2Ddxx)]0  - / .

Identyczną   postać  tego  równania  otrzymano niezależ nie w pracy [5].

Uproszczone  równanie równowagi  (5.11) ma w przypadku  przekrycia  o siatce  równo-

ległej postać

(8.17) J_
2D

9.  Przykład liczbowy.  Uwagi  koń cowe

W tym punkcie przedstawimy  przykł ad  obliczeń  prostoką tnego  przekrycia  struktural-
nego  o siatce  diagonalnej,  swobodnie  podpartego  (rys.  11).

Rys. 11

N a  podstawie  rozważ ań  przedstawionych  w  pracy  [20]  wiadomo,  że  rozwią zanie
równania  (8.11)  przy  warunkach  brzegowych  wynikają cych  ze  swobodnego  podparcia
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wszystkich krawę dzi  przekrycia  otrzymamy, przyjmując  funkcję  przemieszczeń 0  w postaci
zaproponowanej  przez  Naviera

(9.1)  ' " = 1 " = 1

mm  .  nn

Przedstawiając  obcią ż enie /   w  postaci  szeregu  trygonometrycznego

m — l n = l

gdzie

a b
4

O"  O

I   j  f(x>y)smumxsmp„ydxdy,

współ czynniki  @mn  obliczamy  wedł ug  wzoru

(9.2)  0mn  »  ^  [0,5DK(<£  + Pl) (a

„2 ( a £ + ^n

2 ) + 2,

Podstawiając  powyż sze  rozwią zanie  do  wzorów  (8.12)  otrzymujemy  zależ noś ci  okreś-
lają ce  skł adowe  v,  ux  i  uy  w  postaci

00  00

v=
m= ln—l

oo  co

m= ln—l

CO  00

m~tn= 1

w  których  współ czynniki  rozwinię cia  dane  są  zależ noś ciami

Vm  =  [0,5Z>*#(«*+ / 3„ 4)+ Z>2(X2 -   0,75) a2

m fó + CD(K+  0,5) (a2,+ /S„2) +   C2)

Xmn  =  [(l- K)CD*2

m- O,5CDfó- C2]p„0 mn,

Ymn  =  [(1- K)  CDfó  - 0,5CDal-  C2]  am  0mn,

przy  czym  współ czynniki  0m„   okreś lone  są  wzorami  (9.2).
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Znając  stan  przemieszczenia  konstrukcji  przystą pimy  do  wyznaczenia  sił   w  prę tach.
Siły  w  prę tach  siatek  zewnę trznych  znajdujemy  wstawiając  do  wzorów  (6.1)  zwią zki
(8.1)  i  (9.3)

P m  ~EA~- ,-  (T1!1^  x+ r 1r aM „   y- T2TLux  x-i  l  + /t  i  i  II   II

00  00

- r2r«„ ) =   - TZJEA
T T  1 ~r  A
1  m=l  n=l

+

(9.4a)  £
m = 1  n—l

?,mum-   F , „ n/ S„ )cosam^cosj8„ j],

00  CO

Ihl  „ .  V>  V

m = l « = 1

CO  00

P =   - i^EA  y  y  Xm,p„smamxsmp„y.
I I   L + A  J~~I  • *—'

m—l  n=\

Z  kolei  siły w  krzyż ulcach  otrzymamy  podstawiając  do  wzoru  (6.2)  zwią zki  (8.3)  i  (9.3):

00  00

P  —  Ł ;

CO  CO

P =  —7= ^-   y,  y.  (V,mpn- X„m)smamxcosp„y,

(9.4b)
00  CO

i 5  = '  / - „. k  y,  y,  (V,mam+Ymn)cosa.mxsmp„y,

p  m  - 2hlEAk  V  V  ( T / )  o  _x

Wartoś ci  sił   należy  obliczać  w  przekrojach  ś rodkowych  poszczególnych  prę tów.
W  celu  sprawdzenia  poprawnoś ci  przedstawionych  rozważ ań  przeprowadzono  obli-

czenia numeryczne ugięć  wedł ug wzorów  (9.3)  oraz  sił   w  prę tach  wedł ug  wzorów  (9.4).
Obliczenia  te  wykonano  przyjmując  nastę pują ce  dane:

a  =  b  =  24 m,  h  =  0,75  m,

/  =  2 m,  / =   - 0,2  T/ m2,

wszystkie  przekroje  prę tów  przyję to  jednakowe  o  polu  A  =   10  cm2.
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Po  przeprowadzeniu  obliczeń  otrzymano  nastę pują ce  wyniki:
maksymalne  ugię cie  pionowe  4,1  cm,
maksymalna  siła  w  prę cie  siatki  zewnę trznej  12,88  T,
maksymalna  siła  w  krzyż ulcu  6,43  T.

Wyniki  te  porównano  z wynikami  obliczeń  otrzymanymi przy  zastosowaniu  modelu  kra-
townicy  przestrzennej  (metoda  odkształ ceń ).  Rozbież noś ci  maksymalnych  wielkoś ci
geometrycznych  do  9%  i  maksymalnych  wielkoś ci  statycznych  do  12% przemawiają   za
stosowaniem  przedstawionej  metody.

Jednakże podczas  stosowania  tej  metody  do  obliczeń  statycznych  należy  zdawać  sobie
sprawę   z  ewentualnych  bł ę dów  obarczają cych  wyniki,  a  spowodowanych  pominię ciem
wpływu sił  podł uż nych  N"1*  na odkształ cenia ustroju.  Siły te bowiem znikają   jedynie w pew-
nych  przypadkach  siatek  przekryć  strukturalnych,  a  to  gdy

jFl+ pt   = 0.

Po  uwzglę dnieniu  (2.2)  (3.2) i  (4.8) stwierdzamy,  że równość ta ma miejsce, jeż eli

gdzie  A jest współ czynnikiem okreś lonym wzorem  (4.14). Natomiast w przypadkach wystę-
powania sił  podł uż nych  Nafi,  rozwią zania pozbawione wspomnianego  bł ę du moż emy otrzy-
mać  traktując  przekrycie  strukturalne  jako  ustrój  pł ytowo- tarczowy.  Równania  statyki
uwzglę dniają ce  efekt  tarczowy  w przekryciach  strukturalnych wyprowadzono  w pracy  [23].

D o  zalet  omawianej  metody  należy  także  moż liwość  analizy  jakoś ciowej  rozpatrywa-
nych konstrukcji.  Wyprowadzone  równania w ł atwy sposób pozwalają   ocenić wpływ zmian
poszczególnych  charakterystyk  na  pracę   przekrycia.  Informacje  takie  są   bardzo  istotne
przy  wstę pnej  analizie  konstrukcji.

Metoda  ta  może być  również  stosowana  do analizy  statycznej  przekryć  strukturalnych
rozmaitych  typów.  Przy  czym  obliczenia  moż na  przeprowadzać  na  podstawie  pełnego
ukł adu  równań  lub,  w  uzasadnionych  przypadkach,  na  podstawie  równania  uproszczo-
nego.

Zastosowana  analogia  pł yty  trójwarstwowej  pozwala  bezpoś rednio  korzystać  z  roz-
wią zań  optymalnych  dotyczą cych  tych  pł yt,  przedstawionych  w  pracach  [21, 22].
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P  e 3 io  M c

nPHEJIPDKEHHLlfi  PACKET  IUIOCKH X  CTEP)KHEBŁIX

B  paSoTe  npeflciaBJieH  npH6jiH>KeHHLffl  Meiop;  p a r a e ia  IIJIOCKHX  crepm neBbix  CTpyKTypHbix  n epe-

.  TaKoro  Tuna  KOHCTpyicnHH  COCTOHT  H 3  flByx  napajinejiBHbix  CTep>KHeBbix  ceTOK3  coeflHHeHHLix

c  noMom>io  KpeciOBHH.  .H JIH HM  CTep>KHeii  BHeniHHX  ceTOK  H  KpecTOBHH  H BJIH IOTCH  neSoJiuuHMH  no

opaBHeHHH  c  ra6apHTaMH  KOH CTPVKIJH H.  KpoMe  Toro,  CTpyKTypa  CHCTeMbi  peryjiH pna.  H a  ocHOBaHHH

3THX  npeHnono)KeHHH 6bina  BbiBeflena  cnjiouiH an  MOflejiB  CHCTeMbi  BH CII IH H X  ceTOK  H CHCTeMbi  Kpecrro-

BHH.  IIpHHHMaJIOCB  npH  3TOM3  HTO  BHeiUHIie  CJIOH  MOflejlBHOH  KOHCTpyKmiH  CIIOCo6HbI   nepeHOCHTB

jimnh  MeMÓpaHHwe  HanpH>KeHHH, a  BHyTpeHHHii  CJIOH  —  JIH I I I B  BepTHKajiBHwe  KacaTejiBHwe  Hanpn>Ke-

H H H .  K  onpefleJiemioH  TaKHM  o6pa3OM   KOHCTpyi<B(HH SbiJia  npHMeHeHa CTaTmecKan  Mo^eJib  TpexcnoHHoii

i .  H a  ocHOBe  (jpyHflaMeHTajiBHOH  CHCTeMbi  ypaBHeHHitj  onacbiBaiomiax  Tai<yro  CHCTeMŷ   SbiJiH

ypaBHeHHH  craTHKH  crpyKTypHoro  nepei- cpwTHH.  Paccy>KfleHHH  npoHJijnocTpHpoBaHbi  n p n-

MepoM.

S u m m a ry

APPROXIMATE  CALCULATION S OF  A  ROD  STRUCTURAL  PLATE

In  the paper considered is  presented a method of  calculations of  regular  rod structural  plate. This
is understood to be a certain kind of  spatial  truss whose  all  nodes  are  situated  on  two  paralel  planes.
The  nods aie connected with rods forming two plane networks  and  a  set  of  cross  braces.  The network
of the considered construction is  dense  and  regular.  The  basic  equations were  derived  on  applying  a
sandwich  plate as  the continuous model of  lattice structure. The numerical example is given.
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