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1.  Wstęp 

•  '  • 

J A N  B Ł A C H U T  ( K R A K Ó W ) 

Rozwój  komputerów  o  duż ej  pojemnoś ci  pamię ci  operacyjnej  i  krótkim  czasie  dostę pu 

do  pamię ci  stałej  sprawia,  że  na  nowo  pojawiają  się  dawniej  niepraktyczne  metody  obli

czeniowe. Coraz  bardziej  rozwijają  się nowe, bezpoś rednie  metody  obliczeń  numerycznych. 

Coraz  bardziej  skuteczne  stają  się  narzę dzia  analizy  numerycznej,  za  pomocą  których 

pokonano  wiele  nierozwią zywalnych  uprzednio  problemów  i  zadań.  Moż liwoś ci  współ

czesnej  techniki  obliczeniowej  pozwalają  efektywnie  rozwią zać  szereg  zagadnień  teorii 

optymalnego  sterowania. 

Jedną  z metod  tej  teorii jest programowanie dynamiczne, które  pojawiło  się jako  ogólna 

metoda  rozwią zywania  zagadnień  wariacyjnych.  Metody  tej  uż ywa  się  również  przy  roz

wią zywaniu  innych  zagadnień  teorii  optymalnego  sterowania.  • 

Ogólnie przez programowanie dynamiczne rozumie się optymalne sterowanie procesami, 

czyli  takimi  zjawiskami,  na  których  przebieg  mamy  wpływ.  Oddziaływanie  to  nazywane 

sterowaniem  musimy  tak  dobrać,  aby  otrzymany  rezultat  był  ekstremalny  przy  spełnieniu 

wszystkich  ograniczeń  nałoż onych  na  proces.  Idea  programowania  dynamicznego  tkwi 

w zamianie jednego zadania z wieloma  zmiennymi na  ciąg  zadań,  kolejno  rozwią zywanych, 

o  mniejszej  liczbie  zmiennych.  Optymalizację  takiego  wieloetapowego  procesu  prowadzi 

się  na  podstawie  zasady  optymalnoś ci  B E L L M A N A ,  która  jest  szczególnie  wygodna,  jeż eli 

rozpatrywany proces cią gły  może ulec dyskretyzacji  (kwantyzacji).  Zwią zane  to  jest z przy

ję ciem  odmiennych  metod  rachunkowych,  z  wykorzystaniem  E M C,  w  których  proces 

cią gły  zastę puje  się  układem  dyskretnym.  Funkcje  opisują ce  proces  mogą  być  niecią głe 

łub  dane w postaci  tablic. 

Niektóre zadania  teorii  sprę ż ystoś ci  rozwią zuje  się tą  metodą.  W  szczególnoś ci  elementy 

konstrukcyjne  z jedną  współrzę dną  stanu  moż na,  uż ywając  programowania dynamicznego, 

rozwią zywać  na  dwa  róż ne  sposoby.  W  pierwszym,  numerycznie  całkuje  się  równanie 

HamiltonaJacobiegoBellmana. W  drugim, numerycznie  rozwią zuje  się  formułę  rekuren

cyjną  zwaną  równaniem  funkcyjnym  Bellmana.  Ten  drugi  sposób  uż ycia  idei  programo

* ' Praca wykonana została  w ramach problemu wę złowego  05.12  pt.  «Wytrzymałość  i optymalizacja 
konstrukcj i maszynowych i  budowlanych» — koordynowanego przez IPPT  PAN. 
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wania  dynamicznego  nosi  nazwę  dyskretnej  wersji  programowania  dynamicznego  i  z  po

wodzeniem  stosowany  był  w  celu  rozwią zania  jednowymiarowych  elementów  konstruk

cyjnych,  w  uję ciu  wariacyjnym,  przez  P O C Z T M A N A  w  pracach  [1,  2].  Metoda  ta  pozwala 

przy  uż yciu  współczesnych  E M C  rozwią zywać  również  równanie  funkcyjne  Bellmana 

z  dwiema  zmiennymi  stanu.  B A R A N E N K O  [3]  uż ył  dyskretnej  metody  programowania 

dynamicznego  do  wyznaczenia  ugięć  sprę ż ystej,  prostoką tnej  membrany,  utwierdzonej 

na  brzegu  i  obcią ż onej  równomiernie  na  całej  powierzchni,  przy  równoczesnym  ograni

czeniu  ugię ć.  W  pracy  [4]  ta  sama  metoda  przeniesiona  została  na  inne  dwuwymiarowe 

zadania  teorii  sprę ż ystoś ci.  A N G E L  i  B E L L M A N  [5]  podają  dalsze  moż liwoś ci  stosowania 

tej  metody  z  równoczesnym  dołą czeniem  niektórych  procedur  numerycznych  w  ję zyku 

fortran.  Autorzy  podają  mię dzy  innymi  literaturę  dotyczą cą  rozwią zań  szeregu  dwuwy

miarowych  elementów  konstrukcyjnych  omawianą  metodą. 

Również  w  podejś ciu  do  optymalnego  kształtowania  elementów  konstrukcyjnych  tą  

metodą  wskazać  moż emy  na  dwa  odrę bne  sposoby.  Pierwszy,  polegają cy  na  całkowaniu 

równania  HamiltonaJacobiegoBellmana  [6],  oraz  drugi,  z  wykorzystaniem  równania 

funkcyjnego.  Jak  dotąd  tylko  ki lk a prac poś wię conych jest zastosowaniu równania  funkcyj

nego  Bellmana  do  optymalnego  kształtowania  w  zadaniach  teorii  sprę ż ystoś ci.  Poszuki

wanie  minimum  obję toś ci  wspornika  o  przekroju  prostoką tnym,  jednostronnie  sztywno 

utwierdzonego,  z  materiału  pełzają cego,  przy  ograniczeniach  geometrycznych  przed

stawiono  w  artykule  [7].  Tą  samą  metodę  wykorzystano  w pracy  [8],  gdzie jako  kryterium 

przyję to  minimum  obję toś ci  prę ta  sprę ż ystego  poddanego  zginaniu,  z  uwzglę dnieniem 

duż ych  przemieszczeń  i  nałoż eniu  dodatkowych  ograniczeń.  Algorytm  programowania 

dynamicznego  otrzymany  dla  procesu  dyskretnego  na  podstawie  zasady  optymałnoś ci 

moż na  stosować  wykorzystując  metody  analityczne,  z  tym,  że  na  ogół jest  to  niemoż liwe, 

a  w przypadkach  kiedy  to  się udaje,  postę powanie  analityczne jest  ucią ż liwe  przy  wię kszej 

liczbie  etapów  [9].  W  niniejszej  pracy  posługiwać  się  bę dziemy  wyłą cznie  bezpoś rednią  

metodą  numeryczną. 

Posługiwanie  się  dyskretną  wersją  programowania  dynamicznego  ma  wiele  zalet, 

które  wynikają  z  odmiennego  sposobu  wyznaczania  ekstremum,  polegają cego  na  prze

szukiwaniu  skoń czonego  zbioru  wartoś ci.  Taki  sposób  wyznaczania ekstremum  umoż liwia 

w  naturalny  sposób  wprowadzenie  wielu  ograniczeń  lokalnych,  z  którymi  spotykamy  się  

w  realnych  przypadkach.  Mię dzy  innymi,  ograniczenie  dopuszczalnych  naprę ż eń,  wymia

rów, ugię ć.  Czę sto  te  dodatkowe warunki  upraszczają  obliczenia,  gdyż eliminują  z procesu 

«przeszukiwania»  te  wartoś ci  zmiennej  stanu  i  sterowania,  które  nie  spełniają  na  danym 

etapie nałoż onych  ograniczeń.  Moż liwe  są  również globalne warunki ograniczają ce  wartość  

energii  czy  też  obję toś ci. 

Cytowane  powyż ej  prace  nie  zawierają  szczegółów  obliczeń  maszynowych,  wspólnych 

dla  wszystkich  jednowymiarowych  elementów  konstrukcyjnych.  Po  sformułowaniu  pro

blemu  i  odwołaniu  się  do  równania  funkcyjnego  podano  wyniki  koń cowe.  Celem  tej 

pracy  bę dzie  pełniejsze  przytoczenie  szczegółów  obliczeń  maszynowych  uż ytej  metody 

w  odniesieniu  do  sformułowanego  poniż ej  zadania  optymalnego  kształtowania  ś ciskanego 

słupa,  przy  duż ych  ugię ciach.  Czę ść pierwsza poś wię cona  bę dzie  obcią ż eniu  siłą  skupioną, 

w  drugiej  zaś  uwzglę dnimy  dodatkowo  cię ż ar  własny  słupa. 
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2.  Sformułowanie  problemu 

Rozważ ać  bę dziemy  sprę ż ysty  prę t.  o przekroju  prostoką tnym,  długoś ci  /,  obcią ż ony 

stałą  siłą  skupioną  P taką, że P > Pkr,  zachowują cą  kierunek  działania  (rys.  1).  Sztywność  

prę ta  a = El  bę dzie  opisana  nastę pują co:  xt  = Ł /, dla odcinka  [ 0 , / J,  cc, = EI 2  dla 

odcinka  (/,, / 2 ] .  Poszukiwać  bę dziemy  takiej  wartoś ci  д =  a2fai,  która  zapewni  minimum 

odchylenia  koń ca  prę ta  xk od stanu  nieodkształconego. 

(1) 
mm xk, 
deUl 

gdzie  иг  =  {<5:0  <  ó ̂  1}. 

Równocześ nie  przyjmiemy  nastę pują ce  warunki  ograniczają ce  zwią zane  z: 
ograniczeniem  obję toś ci  V0  prę ta 

(2)  l 7o  =  const, 

a 2 

—'  *—  ć  

О С, 

Rys.  1.  Sposób  obcią ż enia  prę ta 

—  zapewnieniem  warunku  równowagi,  poprzez  minimalizację  energii  potencjalnej E 
odkształconego  prę ta [10]: 

(3)  min.E, 

gdzie U2  =  {<p:0  <  <p(s)  ^ Я Л С Р ( О)  =  0},  0 <  s*S 1. 

Sposób  rozwią zania.  Energię  potencjalną  odkształcenia  prę ta  przy  wyboczeniu  oraz 

potencjał  siły  zewnę trznej  zapiszemy w postaci  całek: 

(4)  .4,  =  jĄ ((p')2(ls';  A2  = Pj  coscfds'. 

(5) 

Energia  potencjalna  E  układu  przedstawionego na rys.  1 ma postać  

E =  j  ^(<p')2  + PcosĄ  cis'+  j  ^(<p')2  +  PcosĄ ds'. 

• 

Minimum  wyraż enia  (3) jest  równoznaczne  z  przyję ciem  pełnego,  nieliniowego  rów

nania  róż niczkowego  lini i  ugię cia. 

6  Mechanika  teoretyczna 3/77 
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Wprowadzając  oznaczenia: 

(6) 
s'  ,  Р Г 

  =  /;  cL  =  д  = 
1  dcp 

l  ds  ' 

otrzymujemy  nastę pują cą  postać  funkcjonału  E 

(7) 

• Si  S2 

E=af{f   ^(<r ,y+c^Ą cls+  j' 
(cp')2 + c1co&cp\ds 

Zastę pując  w  (7)  całkowanie  sumowaniem,  mamy,  opuszczając  czynnik  a,/7, 

(8) 

M  .  N 

E=  У  ( С' к )2 +cLcoscpn A +  I ^(cp'R)
2 + C[cosciR  A. 

Porzą dek  numeracji  pokazano  na  rys. 2 

M 

ш т . 
Rys.  2. Numeracja etapów 

Pochodną  cp'R  zastą pimy  dalej  ilorazem  róż nicowym 

(9)  <PR  = 
<PR<PR~I 

W  miejsce  wyjś ciowego  funkcjonału  (5)  otrzymujemy  jego  wartość  przybliż oną  

(10) 

M 

2 
R=N+\ 

4>R<PRI  + c, cos (<pR)  A + R)\ 

+ 2 
R =  1 

[T( 
<PR<PR\  + cv cos  (cpR)  A . 

Minimum  sumy  (10)  poszukiwać  bę dziemy  bezpoś rednio  wykorzystując  E M C, na  pod

stawie zasady  optymalnoś ci  Bellmana,  według  której  «koń cowy  odcinek  trajektorii  opty

malnej  jest  sam  dla  siebie  optymalny».  W  wyniku  jednokrotnej  realizacji  tej  procedury 

wyznaczona  zostanie  lini a  ugię cia  odkształconego  prę ta,  a  zatem  i  położ enie  koń ca  x' k, 

dla  jednej  wartoś ci  dt  e  I/, ,  przy  spełnieniu  ograniczenia  (2).  Nastę pnie  procedura  ta 

zostaje  powtórzona  dla  innej  wartoś ci  62  e  .  Jej  realizacja  daje  inny  stan  równowagi 

oraz  nowe  położ enie  koń ca  odkształconego  prę ta  xl.  Każ demu  elementowi  dt  e  ŁĄ  odpo
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wiada  jedno położ enie  koń ca  x' k.  Spoś ród  elementów  zbioru  X  =  {x' k},  i  — 1,  /  wybiera 

się element  minimalny.  Wskaź nik  /  równy  jest  liczbie  elementów  zbioru  t/,  i mówi  o  iloś ci 

powtórzeń  równania  funkcyjnego. 

Najbardziej  pracochłonne,  w  sensie  potrzebnego  nakładu  obliczeń,  jest  wyznaczanie 

kolejnych  stanów  równowagi  na  podstawie  (10).  Poniż ej  przedstawione  zostaną  najważ niej

sze  elementy  tych  obliczeń.  Równanie  funkcyjne  Bellmana  dla  (10)  ma  postać  

(U) 

gdy  0  <  Л  <  /V,  lub 

/R(<PR) =  min^  j  T r  j  +  C] cos( R̂)  A + / R _  I  ((pR_,) 

:  TV,  lub 

(12)  {[т (~~~A*~ '   )  +  c ' c o s 7 *  '  A + / *  L ( ^  . ) } > 

gdy  7V+ 1  <  R  <  M. 

Obliczenia  rozpoczynamy  od  swobodnego  koń ca  przesuwając  się  ku  utwierdzeniu, 

gdzie  dodatkowo  musi  być  spełniony  warunek  c?(0)  =  0. 

Dla  N  =  1 z  (11)  otrzymujemy 

(13)  Л Ы  =  min  { ^ J ^ _ ^ ) "   +  C I C 0 S Y I J A . 

Podzielmy  cały  zbiór  U2  na  i i  równych  czę ś ci.  Elementy  tego  zbioru  oznaczać  bę dziemy 

<p(i), gdzie  i  =t  1,  ii. Odpowiedni  indeks oznaczać  bę dzie  kolejny etap  i tak  na  przykład 

<p0(i)  bę dzie  itą  wartoś cią  sterowania  na  etapie  pierwszym.  Nadajmy  więc  sterowaniu 

pierwszą  wartość  <p00)  Zmieniając  zmienną  sterowania  <p0(l)  na  9?o(2)  porównujemy 

wartość  wyraż enia  (13).  Mniejszą  z  nich  zapamię tuje  się.  Sterowaniu  nadaje  się  kolejną  

wartość  <po(3), a  obliczoną  wartość  (13)  porównuje  się  z uprzednio zapamię taną.  Mniejszą  

z  nich  zachowuje  się  w  pamię ci  w  miejsce  poprzedniej.  Wyczerpując  cały  zbiór  sterowań  

dopuszczalnych  (p0(\),  (p0(2),  <?>0(/') otrzymujemy  w  koń cu  najmniejszą  wartość  wyra

ż enia  (13)  dla  zmiennej  stanu  <p,(l). 

W  dalszym  cią gu  zmienimy  stan  na  c>i(2)  i  z  (13)  wyznaczamy  wartość  najmniejszą, 

podstawiając  kolejno  za  sterowanie <p0(l),  7>o('') ze  zbioru  U2.  Obliczenia  w  tym  etapie 

koń czą  się  z  chwilą  stablicowania  funkcji  ft(<Pi).  Dyskretne  wartoś ci  tej  funkcji  zapisuje 

się w pamię ci  maszyny, w formie  tablicy f[i,   k\,  gdzie к  oznacza numer etapu,  i zaś  wartość  

zmiennej  stanu.  Elementy  f[i,   k]  należy  teraz  zachować  w  pamię ci  E M C, gdyż  bę dą  po

trzebne  przy  odtwarzaniu  «ś cież ki  optymalnej)).  Te  same operacje  wykonujemy  po  cofnię

ciu  się  o jeden  krok  do  tyłu  i ustaleniu  к  =  2. 

Z  (11)  otrzymujemy 

(14)  f2(p)  =  min  { [ ^ [У 2~У1 j  + C ,c o s ( < p ĄД  К Л   (?,)}• 

Organizacja  obliczeń  na  tym  etapie jest  podobna,  z  tym,  że  w  miejsce  fi(<Pi)  podstawia 

się  elementy  macierzy /[/ ' ,  1],  to  jest: 

(15)  M<p2) = W [A ( y 2"J l ( 0 )  +  c, cos( n  (i))]  A +/[i ,  1]} . 
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Stablicowanef2(cp2)  oznaczamy/[/,  2].  Elementy/[/,  2],  gdzie  i =  1,  ii  bę dą  potrzebne 

do  stablicowania  / 3(^ 3)  w etapie  trzecim,  a  cała  macierz /[/ ' ,  к ] o  iixM   elementach wy

korzystana  bę dzie  przy  odtwarzaniu  «ś cież ki  optymalnej*. 

W  etapie  trzecim  mamy: 

(16)  =  min  +  C[COs(< r2( / ) )  A + / [ / , 2 ] j . 

Po  Л Г krotnym  cofnię ciu  się znajdujemy  się w punkcie  R =  /V. Dla Л Г+ 1  ^  /? <  M 

operację  minimum  przeprowadza  się  tak  samo,  poprzez  wielokrotne  porównywanie, 

z  tym,  że należy  posługiwać  się wyraż eniem  (12)  w miejsce  (11).  W szczególnoś ci  w ostatnim 

etapie  otrzymamy 

(17)  fM  (0)  =  min 

VM'lOet/j 

1  0<рм_Л П  
 г ,  с о,  ( 0 ) | д + / [ /, 

Rysunek  3 przedstawia  schematycznie  sposób  tablicowania  ficpi),  f2(cp2)  oraz  fM(0). 

Na  dowolnym etapie R zmienna  sterowania  cpk(i)  przyjmuje  zawsze  tę  samą,  skoń czoną  

liczbę  ii   wartoś ci  dyskretnych  z  przedziału  [0,.т ].  Z  chwilą  osią gnię cia  przeciwległego 

/  

1  f f r i O 0 

Rys.  3. Sposób tablicowania funkcji celu 

Ч Р о О О  

brzegu  (sztywne  utwierdzenie  prę ta),  należy  odtworzyć  tak  zwaną  «ś cież kę  optymalną» 

przy  ruchu  do przodu,  to  znaczy  okreś lić  te  wartoś ci  ką ta  cpk{i)  (k.—  l,  M),  które 

dały  najmniejszą  wartość  energii  E w M etapach.  Oznaczmy  te  ką ty  cp* (k =  1.  M). 

Współrzę dne  punktów  lini i  ugię cia  okreś limy: 

(18) 

к  

i =• м 1 

Aś ihcjf 

R 

У  Acos?*. 
=  A f  l 

Wyznaczenie ś cież ki optymalnej koń czy  obliczenia  dla danej, jednej  wartoś ci  paramet

ru  ё e Ui.  Dla innej wartoś ci parametru  б e Ut  rozwią zuje  się równania  (11)  i (12)  według 

tego samego schematu na nowo.  Każ de  kolejne  rozwią zanie  (11) i  (12) daje  odpowiednie 

położ enie  koń ca.  Minimalną  wartość  л*  okreś limy  na podstawie  wykresu  xk  =  f(d). 

Wyniki.  Obję tość  prę ta  V o  przekroju  prostoką tnym,  płaskozbież nego,  o  przekroju 

zmieniają cym  się skokowo,  moż emy  zapisać  nastę pują co: 

(19)  V =  [Fis.+Fzisr 

gdzie Ft,  F2  oznaczają  przekroje  prę ta. 
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Po  wprowadzeniu  parametru  ó obję tość  V  wynosi 

12a,/ 
(20) 

lub  korzystając  z (6) 

(21) 

V = 
Eb2 

[ * i + a ( ł j T * i ) ] , 

12773 

v=  к   +  5 ( 5 ,  5 , ) ] , 

gdzie  Ci jest  bezwymiarową  stałą. 
Niech  V0  oznacza  bezwymiarową  obję tość  

(22) 
VEb2 

12PP 

Wtedy  wyraż enie  (21) zapiszemy 

Ci  Vo = sl +  b(s2sl). 

Konkretne  obliczenia  przeprowadzono  dla  parametrów  zestawionych  w  tablicy  1, 

wykorzystując  E M C Odra  1204  oraz  Cyber  72. 

Tablica 1 

Rysunek  Si  V0 
<5  <f  A 

4, 5  0,5  0,5  0,180  041  0+П   0,05 

6, 7  0,5 
0,5 

0,300  0̂ 1  0,05 

8,9  0,5  0,5  0,370  041  0П   0,05 

•  

Na  rysunkach  4, 6, 8 pokazano  zależ ność  odchylenia  .Y*  koń ca  prę ta  w funkcji  d,  dla 

ustalonej w każ dym  przypadku  stałej  obję toś ci  V0. 
Rysunki  5, 7, 9  przedstawiają  linie  ugię cia  jakie  otrzymano  dla wybranych  wartoś ci 

parametru  6, oznaczonych  literami  a, b,  c. 
Przyjmując  «małą»  obję tość  prę ta  (V0 =  0,180)  cały  pręt  ulega  odkształceniu  nieza

leż nie  od rozkładu  masy  w  przedziałach  [ 0 , 5X ]  i  ( 5 1 ; 5 2 ] .  Przy  odpowiednim  zwię kszeniu 

obję toś ci  (K 0  =  0,300,  rys. 6) pręt  przy  właś ciwym  sposobie  rozłoż enia  masy  nie  traci 

statecznoś ci.  Dwa  minimalne  odchylenia  л*  zaznaczono  na rys.  6 punktami  b i c. Punkt 

a odpowiada  przypadkowi,  który  nie ma  znaczenia z technicznego  punktu  widzenia,  gdyż  

górna  czę ść  prę ta  doznaje  bardzo  duż ych  przemieszczeń  (krzywa  a rys. 7). 

Dalsze  zwię kszanie  obję toś ci  poszerza  obszar  statecznego  zachowania  się  prę ta, 

(rys.  8 i  9). 

Wyznaczono  również  zależ ność  ką ta  odchylenia  koń ca  prę ta  <pk od stanu  pierwotnego, 

dla  rozpatrzonych  wcześ niej  przypadków.  Otrzymaną  zależ ność  pokazano  na  rys.  10. 

Wydaje  się,  że przyję cie  kryterium  optymalnoś ci  w postaci  min  <pk  daje  bardziej  synte

tyczny  obraz  form  odkształcenia  przy  róż nym  sposobie  rozkładu  masy  w  przedziałach 
[0, st]  oraz  (Si,  s2]. 



Rys. 6. Zależ ność  odchylenia  koń ca  xk  w  funkcji 
ó  przy  K 0 = 0,300 

Rys. 8. Zależ ność  odchylenia  koń ca xk w funkcji 
<5 przy  V0 = 0,370 

Y 

0,4  V0~ 0,180 

3,3 
1 

0,2   A 

0,1 

\  i i \ i \ 
0 0,2 0,4 0,6 \0,8 

Rys. 5. Lini e ugię cia  prę ta  przy oznaczonych  na 
rys.  4  przez  a,  b,  с  wartoś ciach  parametru Ó 

У  

0,2 0,4 0,6 0,8 

Rys. 7. Lini a  ugię cia  prę ta  przy oznaczonych na 
rys.  6 przez  a, b, c, d  wartoś ciach  parametru '5 

0  Г 0,2 0,4 0,6 0,8 

Rys. 9. Lini e  ugię cia  prę ta  dla dowolnie wybra
nych  punktów  a, b, с z  rys. 8 

[382] 
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8  Rys.  10.  Zależ ność  ką ta  odchylenia  koń ca  prę ta q>k 

0  0,2  0,4  0,6  0,8  1,0  w  funkcji  д dla trzech  róż nych  wartoś ci  V0 

3.  Wpływ  cię ż aru  własnego 

W  dalszym  cią gu  rozpatrywać  bę dziemy  optymalne  kształtowanie  prę ta  z  uwzglę d

nieniem jego  cię ż aru  własnego.  Wszystkie poprzednie  założ enia  pozostają  w  mocy, z  tym, 

że  w  miejsce  kryterium  optymalnoś ci  (1)  przyjmiemy  minimum  ką ta  odchylenia  koń ca  cpk. 

(24)  mm  cpk. 

Funkcjonał  (7) przyjmie  postać  

(25) 

sdzie 

Sl г  

 / I  (cp')2 + (cŁ + c2) cos cp 

«2 

C/.S+ j 
o 

( У )2  + (c1+ ,c3) cos cp cis, 

Si  S2 

=  q,dsr;  c3  =  q„dsv, 

(26)  q, = 

q„ 

• 

\2y 

Eb 

Eb2  012  S l  <  S  ^ * 2' 

2  0CL  dla  0 ̂   s  ^   .Vj  , 

у  oznacza  cię ż ar  właś ciwy.  , 

Po  podstawieniu  (26)  do  (25)  otrzymamy z dokładnoś cią  do  stałego  czynnika 

(27)  E=  f  ~(v')2+(cc+c2  j  dsv  с о м,  \ds+  j J  2  (•  1  r 

gdzie 

(28) 

+ 
•>2 

(c1+c3j 
dsv  I  cos cp I ds, 

c, = 
12/3 

Eb2  •y;  c3 = dc2. 
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Postę pując  tak samo jak  w czę ś ci  pierwszej  otrzymujemy  nastę pują cą  postać  równania 

funkcyjnego  Bellmana: 

(29)  а д *)=  min  )  •+(Д1 +  с 3 а Д Л ) с о 8 у >к | д + / , .1 ( у к _ 1 ) | ; 

gdy  0 «с Л «S W, lub 

(30)  = y

m i n J  { [ y (  У * ~ д * ~'  )  + ( с 1 + С  2 / ? Д ) с о 5̂] д + Л _1 ( у «  1 ) } , 

gdy  7V+ 1  ^  R  M . 

Obliczenia  prowadzono  według  schematu  przedstawionego  w  czę ś ci  pierwszej dla 

parametrów  zestawionych w tablicy 2. 

• i 
Tablica 2 

Lp.  i Rysunek  • 'i  Si  Cl  6  <p  Л  

1  11,12  0,5  0.5  0,100  65  0r l  1  K/7  0,05 

2  11, 12  0,5  0,5  0,180  65  0 1  177  0,05 

3  !  11,12 
i 

0,5  0,5  0,300  65  0 И  


1/7  0,05 

4  ;  п .»  0,5  0,5  0,370  65  1  0~ 1  177  0,05 

5  ]  11.12  0,5  0,5  0,450  65  01  1  Я   0,05 

6  11, 12  0,5  0,5  0,600  65  01  1 т Л  0,05 

(  : 

Rysunek  11  przedstawia  zależ ność  ką ta  odchylenia  koń ca  q>k od ó dla  róż nych,  stałych 

wartoś ci  obję toś ci  V0.  Na  rys.  12 pokazano  linie  ugię cia  jakie  otrzymuje  się  dla  punktów 

a, b, c, d, e z  rys.  11.  Krzywa  a odpowiada  cią głemu  rozkładowi  masy  (Ó =  1).  Kolejne 

krzywe b, c, d, e odpowiadają  pogrubianiu  dolnej  czę ś ci  prę ta  (to  jest  przedziału  [0,  j j ) . 

Rys. 11. Wykres zależ noś ci  ką ta odchylenia  koń ca  Rys.  12. Wybrane linie  ugię cia  dla punktów  a, b, 
prę ta  qpk w funkcji  S dla 6 róż nych  wartoś ci  V0,  c, d, e z rys. 11 

przy  uwzglę dnieniu  cię ż aru  własnego  prę ta 
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Р е з ю ме  
О П Т И М А Л Ь Н ОЕ  П Р О Е К Т И Р О В А Н ИЕ  С Ж И М А Е М О ГО  С Т Е Р Ж НЯ П РИ  

Б О Л Ь Ш ИХ  П Р О Г И Б АХ  М Е Т О Д ОМ  Д И Н А М И Ч Е С К О ГО  
П Р О Г Р А М М И Р О В А Н ИЯ  

Р а с с м а т р и в а е т ся  о п т и м а л ь н ое  р а с п р е д е л е н ие  м а с сы  д ля  д в ух  у ч а с т к ов  с т е р ж ня  р а в н ой  
д л и ны  п ри з а д а н н ом  о б ъ е м е.  С е ч е н ие  с т е р ж ня  п р я м о у г о л ь н о е.  К р и т е р и ем  о п т и м а л ь н о с ти  я в л я
е т ся  м и н и м ум  п е р е м е щ е н ия  к о н ца  с т е р ж ня  и ли  м и н и м ум  у г ла  н а к л о на  к а с а т е л ь н ой к  о си  с т е р ж ня  
в  э т ой  т о ч к е.  С о с т о я н ие  р а в н о в е с ия  д ля  п о с л е к р и т и ч е с к ой  д е ф о р м а ц ии  о п р е д е л е но  м е т о д ом  
д и н а м и ч е с к о го  п р о г р а м м и р о в а н ия  из  у с л о в ия  м и н и м у ма  п о т е н ц и а л ь н ой  э н е р г и и.  О п т и м а л ь н ое  
р а с п р е д е л е н ие  м а с сы  н а й д е но  на о с н о в а н ии  п о л у ч е н ых  к р и в ых  п р о г и б а. 

S u m m a ry 
OPTIMA L  DESIGN  OF A COMPRESSED  ROD  WIT H  LARG E  DEFLECTION S 

BY  MEAN S  OF DYNAMI C  PROGRAMMIN G 

In  this paper  the method of determining the optimal ratio of the rigiditie s of two parts of the rod is 
presented. The rectangular  crosssection is discussed. The flattapered rod compressed by a constant axial 
force or  by an axial force and own weight at a fixed volume was considered. The aims of  this paper  are 
to minimize the displacement of the free end (in the first case) or  to  minimize  the  angle  of  deflection  at 
that point  (in  the second case). The postbuckling equilibriu m state has been found  by minimizing  the 
potential energy by means of  the dynamic programming, Bellman's functional equation being used. The 
optimal mass diatributio n is obtained by analyzing the deflection lines. 

POLITECHNIK A  KRAKOWSK A 

Praca została  złoż ona  w Redakcji dnia  29 grudnia  1976 r. 

7  Mechanika  teoretyczna  3/77 


