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1.  Wstęp 

Wyraź ny  rozwój  w ostatnich  latach  matematycznej  teorii  mechaniki  oś rodków  sypkich 

pozwala  na  uzyskanie  rozwią zań  uwzglę dniają cych  zarówno  statykę,  jak  i  kinematykę  

dla  szeregu  praktycznie  waż nych  procesów.  Oczywiś cie  nadal  istnieje  wiele  poważ nych 

trudnoś ci  dotyczą cych  przyję cia  odpowiedniego  modelu  opisują cego  rzeczywiste  własnoś ci 

fizyczne  oś rodka  lub nawet  sformułowania  zagadnień  brzegowych dla konkretnych  przy

padków. 

Wiele  efektywnych  rozwią zań  uzyskuje  się  przyjmując  sztywno  idealnieplastyczny 

model  oś rodka  oraz  płaski  stan  odkształcenia.  Rozwią zywanie  zadań  brzegowych dla 

tego  typu  zagadnień  ma już dosyć  bogatą  literaturę  (п р. [1, 2, 3, 4]).  Mimo  że w  wielu 

przypadkach  zauważ ono  istnienie  ograniczeń  utrudniają cych  uzyskanie  poprawnych 

rozwią zań  (np.  [4, 5]), brak  było  pełniejszej  analizy  przeprowadzonej  pod  tym  ką tem. 

Zazwyczaj  ograniczano się do prezentowania  rozwią zań  poprawnych, ewentualnie  krótkiej 

dyskusji  trudnoś ci  w ich uzyskaniu. 

W  pracy  pokazano  ograniczenia  moż liwoś ci  uzyskania  rozwią zań  kinematycznie 

dopuszczalnych  dla zagadnienia  naporu  ś cian  o  róż nych  kształtach  (odpowiadały  one 

kształtom  narzę dzi  do  robót  ziemnych).  Rozważ ania  przeprowadzono  dla oś rodka  waż

kiego  opisanego  warunkiem  plastycznoś ci  CoulombaMohra  ze  spójnoś cią  oraz  stowa

rzyszonego  prawa  płynię cia.  Szersze  opracowanie  tego  tematu  moż na  znaleźć  w  pracy 

autora  [6].  V 

2.  Statyka  i  kinematyka  procesu 

Rozpatrzmy  ruch  oś rodka  ograniczonego  prostoliniowym  brzegiem  swobodnym 
nachylonym  pod  ką tem  as,  wywołany  przesuwaniem  płaskiej  ś ciany  tworzą cej  z  pozio
mem  kąt о с/ (rys. 1). Na powierzchni  kontaktu  ś ciany,  przesuwają cej  się z prę dkoś cią  V0, 
z  oś rodkiem  wystę puje  suche  tarcie  okreś lone  współczynnikiem  tarcia  /л . Zagadnienie  to 
było  już przedstawiane  w  róż nych  pracach.  W  zwią zku  z  tym jedynie  krótko  zostanie 
omówiony  sposób  rozwią zania. 

* '  Praca wykonana  w ramach realizacji problemu  wę złowego  05.12: Wytrzymałość  i  optymalizacja 
konstrukcj i  maszynowych  i  budowlanych. 
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oraz  warunek  stanu  granicznego  CoulombaMohra,  który  dla  płaskiego  stanu  odkształ

cenia  ma  postać  

(2)  [px  <Ty)
2+4r2„   =  (<rx+a, + 2H)hm2Q, 

gdzie  Q jest  ką tem  tarcia  wewnę trznego  oś rodka,  zaś  H  wytrzymałoś cią  na  trójosiowe 
izotropowe  rozcią ganie  (rys.  2). 
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Wprowadzając  podstawienie: 

(3)  '  °*  I =  cr(l +sinc>cos2<p) — H,  xxy  =  crsinesin2o7 

gdzie  cp jest  ką tem  jaki  tworzy  kierunek  wię kszego  naprę ż enia  głównego  z  osią  x;  układ 

równań  (1)  i  (2)  rozwią zuje  się  metodą  charakterystyk  uzyskując  nastę pują ce  równania 

charakterystyk  oraz  zależ noś ci  wzdłuż  nich: 

~   =  tg(c9±s), 
(4)  dx 

da±2atgQdq>  =  y(dy±tgodx), 

gdzie 

e  =  71/4 g /2. 

2.2. Kinematyka.  Ze  wzglę du  na  złoż one  własnoś ci  rzeczywistycli  oś rodków  sypkich 

oraz  brak  dostatecznej  iloś ci  badań  doś wiadczalnych,  dotychczas  nie  ma  jednolitego po

glą du  na  sprawę  formułowania  równań  plastycznego  płynię cia  oś rodka.  Istnieje  szereg 

propozycji  praw  fizycznych  (np.  [7,8,9,10,11,12])  z  których  każ da  budzi  kontrowersje. 

Nie  wnikając  w  ich przyczyny w niniejszej  pracy  ograniczono  się do  analizy kinematyki 

oś rodka  przy  uż yciu  prawa  płynię cia  zaproponowanego  przez  DRUCKER A  i  PRAGERA  [7]. 

Jest  ono  uogólnieniem  na  oś rodki  rozdrobnione  tzw.  stowarzyszonego  prawa  pły

nię cia  w  postaci 

8F 
(5)  Ł;,• =  A   , 

gdzie  A jest  współczynnikiem  proporcjonalnoś ci  natomiast  funkcja  F  jest  wajunkiem 

plastycznoś ci. 

Równania  kinematyki, które  przyjmują  postać: 

dVx  8Vy\  ;;ty  (dVy  dVx\  „ 

dV  dV 
~ ~  (s ing cos 2<p)  (sing + cos 2q>) —  0 

rozwią zuje  się  metodą  charakterystyk  uzyskując  nastę pują ce  równania  charakterystyk 

oraz  zależ noś ci  wzdłuż  nich: 

(7)  Ł  =  tg(fp±e),  dVx  + dVytg(<p±s)  =  0. 

Konsekwencją  tak  sformułowanego  prawa  jest  współosiowość  kierunków  głównych 

tensorów  By  i  atj  oraz  ortogonalność  wektora  prę dkoś ci  odkształcenia  plastycznego, 

odłoż onego  odpowiednio w przestrzeni naprę ż eń, do powierzchni plastycznoś ci. Ta ostatnia 

własność  pozwala na  sformułowanie  twierdzeń  ekstremalnych  (patrz  np.  [13]). 

' D l a  znalezienia wektorów  prę dkoś ci  posługiwano  się  metodą  graficznego  całkowania 

zwią zków  wzdłuż  charakterystyk,  polegają cą  na  konstruowaniu  hodografu,  która  została 

zaproponowana  przez  GREENA  [14]. 

(6) 
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Uzyskane  w  przedstawiony  powyż ej  sposób  rozwią zania,  w  których: 

1)  spełnione  są  warunki  brzegowe  dla  prę dkoś ci  oraz  warunki  na  granicy  strefy  pla

stycznej  i  sztywnej, 

2)  moc  dysypowana  nie  jest  ujemna, 

są  kinematycznie  dopuszczalne,  a  wyznaczone  siły  stanowią  ocenę  górną  rzeczywistych 

sił  powierzchniowych  wywołują cych  plastyczne  płynię cie.  W  przedstawionych  dalej  za

daniach  o  uzyskaniu  tego typu  rozwią zań  decydowało  spełnienie  drugiego z  wymienionych 

warunków.  Sprawdzano  go  metodą  wykreś lną  zaproponowaną  przez  FORDA  [15].  Polega 

ona  na  graficznym  sprawdzeniu  nierównoś ci: 

(8)  atJk,j 3fc  0 

we  wszystkich  punktach  pola.  Zadania  w  których  chociaż by  w jednym  punkcie  była  ona 

niespełniona  uważ ano  za  niepoprawne. 

Ponieważ,  w  tych  zagadnieniach,  rozwią zania  kinematyczne  buduje  się  w  oparciu 

o  uprzednio  znalezioną  statykę,  skonstruowanie  przedłuż enia  stanu  naprę ż enia  w  obszar 

sztywny  [16]  dla  rozwią zań  kinematycznie  dopuszczalnych  pozwala  na  uzyskanie  roz

wią zań  kompletnych  (ś cisłych). 

3.  Ograniczenia  uniemoż liwiają ce  uzyskanie  rozwią zań  kinematycznie dopuszczalnych 

Układ  równań  dla  naprę ż eń  rozwią zywano  numerycznie przy pomocy  E M C Odra  1204. 
Posługując  się  metodą  MASSAU  [17],  poczynając  od  swobodnego  brzegu  rozwią zywano 

kolejno:  zagadnienie  Cauchy'ego,  zagadnienie  z  punkiem  osobliwym  i  zagadnienie  mie

szane. 
t 

Wpływ  na  uzyskane  wyniki  mają  nastę pują ce  wielkoś ci: 

к  [kG/cm2]  —  spójność  oś rodka  (к  =  //tgo), 

Q  [°]  —  kąt  tarcia  wewnę trznego, 

у  [kG/cm3]  —  cię ż ar  obję toś ciowy, 

j.i   —  współczynnik  tarcia  pomię dzy  ś cianą  a  oś rodkiem, 

oraz  warunki  zadania:  kształt  brzegu  swobodnego,  profil  ś ciany  oraz  kierunek jej  ruchu. 

W  pracy  ograniczono  się  do  analizy  moż liwoś ci  uzyskania  rozwią zań  kinematycznie 

dopuszczalnych  w  zależ noś ci  od  kształtu  brzegu  swobodnego,  profilu  ś ciany  oraz  kie

runku  jej  ruchu.  Pozostałe  wielkoś ci  przyjmowano  za  stałe: 
у  =  2,25  • 104  [kG/cm3] ,  Q =  25°,  ц  =  0,2  к  =  0,5  [kG/cm2] . 

Ze  wzglę du  na  brak  rozwią zań  analitycznych  tego typu  problemów  wnioski  wycią gano 

na  podstawie  obserwacji  szeregu  rozwią zań  konkretnych  zagadnień  brzegowych.  Należy 

więc  do  wszelkich  wniosków  podchodzić  z  dużą  ostroż noś cią  i  traktować  je  jedynie  jako 

moż liwość  wystę powania  opisywanych  dalej  efektów. 

3.1.  Wpływ  kierunku ruchu ś ciany  napierają cej   na  moż liwość  uzyskania  rozwią zań  kinematycznie  do

puszczalnych.  Podobnie  jak  kształt  rozpatrywanych  ś cian  napierają cych,  przyjmujemy, 
że  ich  ruch  odpowiadać  bę dzie  charakterowi pracy narzę dzi  do  robót  ziemnych.  Ponieważ  
w rozważ aniach  teoretyi znych  rozpatrujemy jedynie  począ tek  ruchu, ograniczać  bę dziemy 
się  do  przesuwu prostoliniowego, a  ewentualnym ograniczeniom, ze wzglę du  na  moż liwość  
uzyskania  rozwią zań  kinematycznie  dopuszczalnych  podlegać  bę dzie  jego  kierunek. 
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Kąt  nachylenia prę dkoś ci  V0,  O,  której  na hodografie  odpowiada wektor  O'O*  (rys.  1) 

musi  spełniać  warunek 

(9)  Qi  <  Q <  <x2 

(za  dodatnie  uważa  się  ką ty  odkładane  od  osi  x  zgodnie  z  ruchem  wskazówek  zegara) 

gdzie Qy  jest  ką tem  nachylenia  wektora  prę dkoś ci  przesuwu  oś rodka  wzdłuż  charaktery

styki  /3 w  punkcie  E,  bę dą cej  linią  niecią głoś ci  prę dkoś ci.  D l a Q1>  Q  punkt  O*  znaj

duje  się  na  odcinku  E'A'   i  przesuw  oś rodka  wzdłuż  ś ciany  napierają cej  odbywa  się  do 

dołu.  Ponieważ  przystę pując  do  rozwią zania  założ ono  przeciwny  kierunek  tego  ruchu, 

co  pocią ga  za  sobą  odpowiedni  zwrot  naprę ż eń  stycznych  na  ś cianie,  moc  dysypowana 

w  punkcie  E  jest  ujemna. 

Graniczna  wielkość  ką ta  a2  wynika  natomiast  z  charakteru  rozpatrywanego  pro

cesu.  Np. w zagadnieniu przedstawionym  na  rys. 4 a2  =  0 i odpowiada  ką towi  nachylenia 

dolnej  czę ś ci  łyż ki  ładowarki.  Gdy Ś 2i >  a2  nastę puje  wciskanie w  oś rodek  dolnej  czę ś ci 

łyż ki  co  nie  odpowiada  charakterowi  pracy  tego  typu  narzę dzi.  W  przypadku  naporu 

płaskich  ś cian  (np.  rys.  1)  <x2  =  <*/• 

Jeż eli  w zagadnieniu  przedstawionym  na  rys. 2 założ ymy  poziomą  prę dkość  przesuwu 

ś ciany to warunek  9 jest niespełniony  i moc dysypowana w punkcie  Zi jest ujemna.  Załóż my 

więc  że przesuw  oś rodka  wzdłuż  ś ciany  odbywa  się  do  dołu  (przeciwnie  niż  poprzednio) 

/У \  \  \  \ 
Jrf'\  \  \  \  \  \  W A S > C N > 

\  \   \  \  \  \  \ л З Л г К> 
• / i '\  \  \  \  \  \ 
\  \  \  \ "' \  \  \  \  >  \X3v^c^ j y \  \  \  \  \  \  \  \  \  Y x v v 

УУ Х  \  \  \  \  \  \  \  \  \  \  V x S ^ 
J^ V\   \   \   \   V V \  \ 

/f\  \  \  \  \  \  W  \  \  \  г о д  
J \  \  W  W W W  \  \  \  v ł £ 

———1—i  i  i  i  д  ^  ^  1  i 

E 

У  
[cm] 

as--0.00 aL = UO.C 

-200 

n oc dysyp owa na doda tnia 

Rys.  3 

i  rozwią ż my  zagadnienie  od  nowa  (rys. 3).  Dla tak  postawionego  zadania  poprawne  roz

wią zanie  uzyskuje  się  dla 

(10)  «*  *S O  <  Q2 

gdzie  Q2  jest  ką tem  nachylenia  wektora  przesuwu  oś rodka  wzdłuż  charakterystyki  /3 

w  punkcie  A,  bę dą cej  linią  niecią głoś ci  prę dkoś ci.  Uzasadnienie  obu granicznych  wiel

koś ci  ką ta  ii  jest  analogiczne  do  poprzedniego.  Poprawne  rozwią zanie  moż na  więc  uzy
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skać  w zakresie  ką tów  nachylenia  wektora  prę dkoś ci  przesuwu  odpowiadają cego  bardziej 

wysuwaniu  się  ś ciany  z  oś rodka  nie  zaś jej  naporowi. 

Wynika  stą d,  że  dla  poziomego  przesuwu  ś ciany  nie  moż na  otrzymać,  w  przypadku 

przedstawionym na rys.  1, poprawnego rozwią zania  ponieważ wartość  =  0 nie zawiera się  

w  ż adnym  z  zakresów  okreś lonych  nierównoś ciami  9  i  10. 

W  zagadnieniach,  w  których  kierunek  przesuwu  ś ciany  jest  okreś lony  z  góry  maksy

malny  kąt  jej  nachylenia  ograniczony jest  wynikają cą  z  rozwią zania  wielkoś cią  ką ta  Qt 

w  punkcie  E,  gdyż  spełniony  musi  być  warunek  9. 

W  przypadkach,  gdy  ś ciana  napierają ca  wystaje  ponad  brzeg  swobodny  oś rodka 

(na  rys.  1 zaznaczono  to  linią  przerywaną)  w punkcie  A  dodatkowo  musi  być  spełniony 

warunek  (dotyczy  to  zagadnień,  w  których  ś ciana  bezpoś rednio  styka  się  z  obszarem 

uplastycznionym) 

(11)  oc*^Q2, 

gdzie  Q2  jest  ką tem  nachylenia  wektora  prę dkoś ci  oś rodka  wzdłuż  charakterystyki  /? 

w  punkcie  A,  skąd  otrzymujemy  ograniczenie  ką ta  nachylenia  ś ciany 

• f  '  3  > 
(12)  aL < ^  7 u e / 2 +  as. 

W  przeciwnym razie,  rozkładając  prę dkość  oś rodka  w punkcie  A  na  kierunek  normalny 

i  styczny  do  ś ciany  otrzymujemy  składową  normalną  skierowaną  do  ś ciany. 

Dalsze  rozważ ania  dotyczą ce  wpływu  kształtu  brzegu  swobodnego  i  profilu  narzę dzia 

na  moż liwość  uzyskania  rozwią zań  kinematycznie  dopuszczalnych  przeprowadzano  przy 

założ eniu,  że kąt  nachylenia  wektora  prę dkoś ci  ś ciany  spełnia  nierównoś ci  9 i  12. 

3.2.  Wpływ kształtu brzegu swobodnego na  moż liwość uzyskania rozwią zań kinematycznie  dopuszczal

nych. W  przypadku  poziomego  brzegu  swobodnego  oś rodka  uzyskiwano  rozwią zania 
kinematycznie  dopuszczalne  dla  wszystkich  rozpatrywanych  przypadków,  niezależ nie  od 
wielkoś ci  obszaru  uplastycznionego.  Znaczy  to, że  niezależ nie  od  tego czy w  rozwią zaniu 
statycznym  wystę powało  tylko  zagadnienie  Cauchy'ego, czy zagadnienie  Cauchy'ego i za
gadnienie  z punktem  osobliwym,  czy też  zagadnienie  Cauchy'ego, zagadnienie  z  punktem 
osobliwym  i  zagadnienie  mieszane  (co  jest  zależ ne  od  kształtu  ś ciany  napierają cej) 
w  rozwią zaniu  moc  dysypowana  była  dodatnia  (np.  rys. 4). 

W  przypadku płaskiego  brzegu  nachylonego  do poziomu pod  ką tem  a5  <  0, na  skutek 

uwzglę dnienia  cię ż aru  obję toś ciowego  oś rodka,  charakterystyki  a  i  /? w  obszarze  zagad

nienia  Cauchy'ego  mają  krzywiznę  ujemną  (K  =  li m ——, gdzie  Ł jest  ką tem  pomię dzy 

Jj* 0  As 

osią  x  a  styczną  do  charakterystyki  w  danym  punkcie,  a  As  odległoś cią  mię dzy  dwoma 

są siednimi  punktami. Za kierunek  dodatni  charakterystyk  przyję to  kierunek zgodny  z ich 

wykreś laniem,  tzn.  od  brzegu  swobodnego).  W zadaniach,  w których  obszar  plastyczny 

ograniczał  się  tylko  do  w/w zagadnienia  moc  dysypowana  była  ujemna  (*ys. 5). 

W  obszarze  zagadnienia  charakterystycznego  z  punktem  osobliwym  zwię ksza  się  

ujemna  krzywizna  charakterystyk a, zaś charakterystyki  /3 są liniami o krzywiź nie  dodatniej. 

W  zadaniach,  w  których  obszarze  plastycznym  wystę powało  zagadnienie  Cauchy'ego 

oraz  zagadnienie  charakterystyczne  z punktem  osobliwym,  dla  kierunku przesuwu  ś ciany 

równoległego  do  brzegu  swobodnego,  zależ nie  od  wielkoś ci  ką ta  rozwarcia  wachlarza 

i ' 
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Rys.  8 

uzyskiwano  rozwią zania  kinematycznie  dopuszczalne  (rys. 7)  lub  nie  (rys.  6).  Dla  tego 

przypadku  istnieje  pewna  krytyczna  wielkość  wachlarza,  po  przekroczeniu  której  moż na 

otrzymać  poprawne  rozwią zania. 

Gdy  w obszarze  uplastycznionym wystę powało  także  zagadnienie  mieszane,  niezależ nie 

od  jego  wielkoś ci,  dla  tego  kierunku  ruchu  otrzymywano  rozwią zania  kinematycznie 

dopuszczalne  (rys. 8). 

O  ile  w  zagadnieniach  przedstawionych  na  rys. 5  i  6  moc  dysypowana  jest  ujemna 

niezależ nie  od  wielkoś ci  ką ta  Д  o  tyle  w przykładach  przedstawionych  na  rys. 7  i  8 uzy

skanie rozwią zań  poprawnych zależy od jego wielkoś ci. Na rys. 9 i 10 pokazano  rozwią zanie 

tych  samych  zagadnień  (co  na  rys. 7  i  8)  z  tym,  że  Q  =  Qx.  W  obu przypadkach  moc 

dysypowana  jest  ujemna. 

Dopiero  dla  zagadnienia  naporu  płaskiej  ś ciany  (rys.  11)  uzyskanie  rozwią zań  kine

matycznie  dopuszczalnych jest  niezależ ne  od  ką ta  nachylenia  wektora  prę dkoś ci  jej  prze

suwu. 

W  przypadku płaskiego brzegu swobodnego  nachylonego  pod  ką tem  as  >  0, na  skutek 

uwzglę dnienia  cię ż aru  obję toś ciowego  oś rodka,  charakterystyki  a  i  /9 w  obszarze  zagad

nienia  Cauchy'ego  mają  krzywiznę  dodatnią.  W  zadaniach,  w  których  obszar  plastyczny 

ograniczał  się tylko  do  w/w zagadnienia  rozwią zania  kinematycznie  dopuszczalne  uzyski

wano  zależ nie  od  wielkoś ci  ką ta  Q.  W przedstawionym  na  rys.  12 zagadnieniu  dla Q  =  as 
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(przesuw  równoległy  do  brzegu)  moc  dysypowana  jest  ujemna,  natomiast  dla  Q =  Q1 

(rys.  13)  jest  ona  dodatnia. 

W  przypadkach,  w  których  w  obszarze  plastycznym  poza  zagadnieniem  Cauchy'ego 

wystę powało  zagadnienie  charakterystyczne  z  punktem  osobliwym  lub  zagadnienie  cha

rakterystyczne  z  punktem  osobliwym  i  zagadnienie  mieszane  we  wszystkich rozpatry

wanych  zadaniach  uzyskiwano  rozwią zania  kinematycznie  dopuszczalne  (rys.  14). 

Przedstawione  powyż ej  ograniczenia  nie  dotyczą  oś rodka  nieważ kiego.  Charaktery

styki  a  w  całym  obszarze  plastycznym  są  liniami  prostymi  natomiast  charakterystyki  /? 

bą dź  są  liniami  prostymi  bą dź  ich krzywizna jest  dodatnia  (zagadnienie  charakterystyczne 

z  punktem  osobliwym). Dla takiego  oś rodka,  niezależ nie  od  ką ta  nachylenia brzegu  swo

bodnego,  otrzymuje  się  rozwią zania  kinematycznie  dopuszczalne. 

W  przypadku  brzegu  swobodnego  wklę słego  (rys.  15)  charakterystyki  a mają  krzy

wiznę  ujemną  natomiast  krzywizna charakterystyk  /3 jest  dodatnia.  Pozwala to  na  uzyski

wanie  we  wszystkich przypadkach  rozwią zań  poprawnych. 

Natomiast  jeż eli  brzeg  swobodny  oś rodka  jest  wypukły,  charakterystyki  /? mają  krzy

wiznę  ujemną  w  obszarze  zagadnienia  Cauchy'ego  i  zagadnienia  mieszanego,  a  dodatnią  

300  x  [cm] 

a  = 100.0° 

moc  dysypowana  ujemna 

Rys.  16 

w  obszarze  zagadnienia  charakterystycznego  z  punktem  osobliwym.  Krzywizna  chara

kterystyk  a  we  wszystkich wspomnianych  obszarach  jest  dodatnia.  Powoduje  to  uzyski

wanie  mocy  dysypowanej  ujemnej  we  wszystkich zadaniach  (np.  rys.  16). 

3.3.  Wpływ kształtu ś ciany napierają cej  na moż liwość otrzymania rozwią zań kinematycznie dopuszczal

nych.  Przedstawiając  wpływ  kształtu  ś ciany  napierają cej  na  rozwią zanie  rozpatrywać  
bę dziemy  zagadnienia  w których  swobodny  brzeg  oś rodka jest  płaski  natomiast  pod  poję
ciem  kształtu  ś ciany  rozumieć  bę dziemy jedynie  konfigurację  tej  jej  czę ś ci, na  której  koń
czą  się charakterystyki  /?  (odcinek  RA  na  rys. 4). W przypadku  koń czenia  się ich na  l ini i 
niecią głoś ci  prę dkoś ci  (odcinek  RE  na  rys. 4),  kształt  ś ciany  znajdują cej  się za  nią  nie ma 
wpływu  na  rozwią zanie  kinematyczne. 

Kąt  a,  w  punkcie  A,  musi  być na  tyle  duż y,  by  spełniony  był  warunek 

(13)  ci, >  cpc 

(epi — kąt  cp na  ś cianie  w  punkcie  A,  <pc — kąt  <p  na  brzegu  w punkcie  A)  gdyż  w  prze

ciwnym  przypadku  w  polu  naprę ż enia  powstaje  lini a  niecią głoś ci.  Jak  pokazano  w  [18] 

uniemoż liwia  to  zbudowanie  poprawnej  kinematyki.  j 
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Korzystając  z  zależ noś ci  wzdłuż  charakterystyki  /? w  punkcie  A 

(14)  do2otgQd<p =  0 

skąd 

a,  =  ocexp(2tgg(<p,<pc)), 

oraz  warunku  tarcia  na  ś cianie 

(15) 

gdzie 

ц  = 

ł„  =  — cr,sinŁsin2(c>( — a), 

a„  =  Gi(l +sinQCos2(q>i <x))H. 

а(  i <pi — naprę ż enie  oraz  kąt  <p  na  ś cianie, 

ac  i <pc — naprę ż enie  oraz  kąt  <p  na  brzegu, 

a  =  9? i  (a , т с /2), 

H 
przyjmują c:  <pt  =  tpc,  at  =  ac 

równość  

ц  = 

1—sino 

sin2(c?c—a) 

po  przekształceniach  z  (14)  i  (15)  otrzymujemy 

=  tg(9>c«) 

skąd 

(16) 

1 + cos2(c?c—a) 

<*z >  (pc — arctg/ i+Tt /2. 

• 

px°  100.0 

Py '40. 

a,o.o 

• 

Л  ',.1  i / " * ,  , O J U :  ' i ' " !  y i n r , 

i'  Rys.  17 
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Uzyskanie  rozwią zań  kinematycznie  dopuszczalnych  w  przypadku  naporu  ś cian 

o  krzywiź nie  ujemnej  (analogicznie jak  poprzednio  za  kierunek  dodatni  uważ ać  bę dziemy 

kierunek  od  począ tku  układu  współrzę dnych,  na  rys.  17 zaznaczono  to  strzałką,  i  К  = 

=  l i m —j^   gdzie  f  i  jest  ką tem  pomię dzy  osią  x  a  styczną  do  ś ciany  w danym  punkcie, 
As^a As 

natomiast  As jest  odległoś cią  pomię dzy  dwoma  punktami)  zależ ne jest  od  wielkoś ci  krzy

wizny.  Charakterystyki  a  wychodząc  ze  ś ciany  pod  zmieniają cym  się  wzdłuż  jej  konturu 

ką tem  mają  tendencję do zbiegania się, natomiast  charakterystyki [3 w obszarze  zagadnienia 

mieszanego  stają  się  liniami  o  krzywiź nie  ujemnej  (na  granicy  z  obszarem  zagadnienia 

charakterystycznego  z  punktem  osobliwym  wystę puje  punkt  przegię cia,  np.  punkt  M  na 

rys.  17).  Powoduje  to  uzyskiwanie  mocy  dysypowanej  ujemnej.  Uwzglę dnienie  cię ż aru 
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obję toś ciowego  oś rodka  powoduje,  że  istnieje  pewna  dla  danego  zagadnienia,  krzywizna 

krytyczna  nie  przekraczając  której  charakterystyki  /3 w  obszarze  zagadnienia  mieszanego 

mają  krzywiznę  dodatnią  i  moż emy  uzyskać  rozwią zania  kinematycznie  dopuszczalne. 

Dl a  przypadku  przedstawionego  na  rys.  18  numerycznie  okreś lona  wielkość  krzywizny 

krytycznej  wynosi  rk  =  5500 cm przy py  =  200 cm  (gdzie  rk  jest promieniem krytycznym). 

Dl a  r  <  rk  moc  dysypowana  jest  ujemna  (rys.  18),  a  dla  r ^  rk  jest  dodatnia  (rys.  19). 

W  przypadku  oś rodka  nieważ kiego,  w  obszarze  zagadnienia  mieszanego  charaktery

styki  a  są  liniami  prostymi,  a  kąt  pomię dzy  nimi  a  styczną  do  ś ciany  napierają cej  jest 

wielkoś cią  stałą.  Niezależ nie  od  wielkoś ci  ujemnej  krzywizny  ś ciany  charakterystyki  te 

zbiegają  się,  natomiast  charakterystyki  /3  mają  krzywiznę  ujemną.  Taka  konfiguracja 

charakterystyk  powoduje,  że  moc  dysypowana  jest  ujemna.  Oznacza  to,  że  dla  oś rodka 

nieważ kiego  mamy  rk  =  co  i  poprawne  rozwią zania  moż na  uzyskać  jedynie  dla  płaskiej 

ś ciany. 

W  przypadku  dostatecznie  duż ej  krzywizny  ś ciany,  zarówno  dla  oś rodka  waż kiego 

(rys.  17), jak  i nieważ kiego,  charakterystyki  a przecinają  się w zakresie  obszaru  uplastycz

nionego  co  powoduje  powstanie  lini i  niecią głoś ci  naprę ż eń  (odcinek  MN),  a  to  unie

moż liwia  zbudowanie  poprawnej  kinematyki. 

W  punktach  3.1,  3.2,  3.3  pokazano  osobno  wpływ  kierunku  ruchu  ś ciany,  kształtu 

ś ciany  napierają cej  i  konfiguracji  brzegu  swobodnego  na  uzyskanie  rozwią zań  kinema

tycznie  dopuszczalnych.  Ponieważ  jednak  w  konkretnych  przypadkach  praktycznych 

wpływy  poszczególnych  elementów  nakładają  się, przedstawione  w punkcie 3 ograniczenia 

należy  traktować  jedynie  jako  tendencję  zachowania  się  rozwią zania  pod  wpływem  oma

wianych  czynników.  Np.  dobierając  odpowiedni  kształt  brzegu  swobodnego  moż emy 

uzyskać  poprawne  rozwią zania  dla  ś ciany  o  krzywiź nie  wię kszej  od  krytycznej  (rys. 20). 

Rys.  20 
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4.  Wnioski 

Przedstawiona  analiza  wskazuje,  iż  wprawdzie  teoria  mechaniki  oś rodków  sypkich 

pozwala  na  rozwią zanie  bardzo  duż ej  klasy  zadań,  jednakże  w  wielu  przypadkach  prak

tycznych  istnieje  szereg  ograniczeń  uniemoż liwiają cych  uzyskanie  rozwią zań  kinema

tycznie  dopuszczalnych.  Tak  więc  ograniczenia  wystę powały  w  przypadku  swobodnego 

brzegu  nachylonego  pod  pewnym  ką tem  do  poziomu  brzegu  wypukłego,  ś ciany  napie

rają cej  o  krzywiź nie  ujemnej  oraz  dla  pewnych  ką tów  nachylenia  wektora  prę dkoś ci 

przesuwu  ś ciany.  Wydaje  się,  że  jedną  z  istotnych  przyczyn  tego  jest  przyję cie  silnego 

założ enia,  że  cały  materiał,  łą cznie  ze  swobodnym  brzegiem,  znajduje  się  w  stanie  pla

stycznym.  Prawdopodobnie  w  takich  przypadkach  wystę pują  ruchome  obszary  sztywne, 

nie  bę dą ce  w  stanie  plastycznym  i  dochodzą ce  do  swobodnego  brzegu  (zjawisko  to  zau

waż ono  np.  w  pracy  [19]).  Zbudowanie  rozwią zań  teoretycznych  w  takich  warunkach 

jest bardzo  trudne  i  jak  dotą d,  tego  rodzaju  rozwią zań  brak. 
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Р е з ю ме  

З А Д А ЧИ  Н А П О РА  С Т Е Н ОК   Р А З Л И Ч Н О ГО  П Р О Ф И ЛЯ  
И С С Л Е Д О В А Н ИЕ  К И Н Е М А Т И Ч Е С КИ  Д О П У С Т И М ЫХ  Р Е Ш Е Н ИЙ Д ЛЯ  

В  р а б о те  п р е д с т а в л е ны  о г р а н и ч е н ия  с у щ е с т в у ю щ ие  д ля  к и н е м а т и ч е с ки  д о п у с т и м ых  р е ш е н ий  
з а д а чи  о  н а п о ре  с т е н о к,  и м е ю щ их  п р о ф и ль  и н с т р у м е н т ов  д ля з е м л я н ых  р а б от  (н а п р.  к о вш п о
г р у з ч и ка  и ли о т в ал  б у л ь д о з е р а ).  И с с л е д о в а н ие  п р о в е д е но  на о с н о в а н ии  м а т е м а т и ч е с к ой  т е о р ии  
п л а с т и ч н о с ти д ля в е с о м ой с р е д ы, у д о в л е т в о р я ю щ ей  у с л о в ию  п л а с т и ч н о с ти К у л о н а М о ра с у ч е т ом  
р а б о ты на р а с т я ж е н ие  и а с с о ц и и р о в а н н о му  з а к о ну  т е ч е н и я. О с н о в а н и ем  д ля  в ы в о д ов  б ыл  а н а л из  
ч и с л е н н ых  р е ш е н ий  р я да  к о н к р е т н ых  к р а е в ых  з а д а ч. 
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In  the  paper  kinematically admissible  solutions  for   earthmoving processes due  to  various  buckets 
of  loading machines are presented. On the basis of the mathematical theory of plasticity, theoretical solu
tions are obtained by means of the associated  flow  rule and the CoulombMohr limit state, mass density 
being taken into account. Analysis of numerical solutions of several boundary problems makes it possible 
to  draw certain general  conclusions. 
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