
M ECH AN IK A
TEORETYCZNA
I  STOSOWANA

4,  16 (1978)

O  STATECZNOŚ CI  DYNAMICZNE J  POWŁOKI  STOŻ KOWEJ  PRZY  PULSUJĄ CYCH  SIŁACH
PODŁUŻ NYCH  I  POPRZECZNYCH  Z  UWZGLĘ DNIENIEM   N IELIN IOWEGO  TŁUMIENI A

MATERIAŁOWEGO

FERDYNAND  TWARDOSZ  I  JERZY  ZIELNICA  (POZN AŃ)

W  pracy  niniejszej  zajmiemy  się   zagadnieniem  statecznoś ci  dynamicznej  cienkoś ciennej
powł oki  w  kształ cie  stoż ka  ś cię tego,  swobodnie  podpartej  na  obu  brzegach.  Powł oka  ob-
cią ż ona  jest  sił ami  podł uż nymi  N(t)  i  wszechstronnym  równomiernym  ciś nieniem  p(t)
zmieniają cymi  się   okresowo  w  czasie.  Uwzglę dniono  przy  tym  wpływ  nieliniowego  tł u-
mienia  na  rezonans  parametryczny.  Rozważ ania  prowadzone  niż ej  bę dą   oparte  na  wy-
nikach  pracy  [3]  w  której  zagadnienie  to  zostało  dość  obszernie  omówione.

1.  Równanie  róż niczkowe  ruchu

Problem  statecznoś ci  dynamicznej  powł oki  stoż kowej  przy  uwzglę dnieniu  tł umienia
wg  hipotezy  Dawidenkowa  sprowadza  się   do  analizy  rozwią zań  nastę pują cego  równania
róż niczkowego  [3]:

(1.1) i | jf Ł   +Q2

mnfif) nn  -   e[2/ um„Ql ncos©tf(t)mn- Ą t)],

w  którym

H tn  sin y

( L 2 )  ^ ( / )  =  %^hml(^V^- }l) ]  /   J  ^VuVeV^smm^comMdndz

oznacza  funkcję   tł umienia,  a parametr  e może przybierać  dostatecznie małe dodatn ie  war-
toś ci.
W  równaniu  (1.1)  przyję to  nastę pują ce  oznaczenia:

(1.3)  i2m„  = cojj,„11  ^—\  —  czę stość  drgań  swobodnych  powł oki  obcią ż onej  stał ymi
\   Pkrmnl

sił ami  podł uż nymi  NQ  <  Nkrm„   i  równomiernym  stał ym

ciś nieniem  zewnę trznm  p0  <  Punm,

0- 4)  2,Mm„  =  ———  współ czynnik  pulsacji,
Pkrmn—Po

(1- 5)  K  =  ;  I   =   —2. —  stosunek  obcią ż eń  zewnę trznych,
i  Pyt)  po
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N(t)  =  No+N tcos0t\
(16)  f.  \ okresowo  zmienne  obcią ż enie  zewnę trzne,

Pv)  — Po+Ptcos&t  )
(1.7) «2„  =

powł oki  nieobcią ż onej  siłami  zewnę trznymi,

( 1.8)  î ftrmn  =

— I)(m] + 2n2 — 3vl — 3v2 — 0,5)(l  —2ł >,)[(l ~2vi)
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—  obcią ż enie  krytyczne  przy  równoczesnym  dział aniu

sił   podł uż nych  i  wszechstronnego  obcią ż enia  zewnę trznego,
przy  czym

$x  =   Q,2S{2ml(l+v 1)B1+[(l+v 1)
2- m2- ni]B2},

B  =

ni\  1(1 — 2v1)<xm„  + 4i'i
(1.9)  B2  =  - i  - j2

Aa-   mf+nf+1- vf,
1 —v  ?J  nm

n —  liczba  fal  po  obwodzie,
m —  liczba  pół fal  w  kierunku  tworzą cej.
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Ponieważ siły tł umienia nie są  wielkie w stosunku do  sił  sprę ż ystych,  a amplituda har-
monicznego wymuszenia jest mała  (zagadnienie geometrycznie liniowe), w  zwią zku  z tym
moż emy rozważ aną powł okę traktować jako sł abonieliniowy  ukł ad niezachowawczy  i dla
wyznaczenia  drgań  zastosować  metodę  asymptotycznych  rozwinięć  wzglę dem  potęg
mał ego parametru  [1], [2].

2.  Okreś lenie  gł ównego  obszaru  rezonansowego

Rozpatrzymy  drgania  w  otoczeniu podstawowego  rezonansu, który  w  przypadku  pa-
rametrycznego pobudzania zachodzi dla czę stoś ci 0  zawartych w pewnym  otoczeniu war-
toś ci

0  = 2o)O ;

0  —•  czę stość  okresowego  wymuszenia,  eo0 — czę stość  drgań wł asnych.
Zajmiemy  się  wyznaczeniem  podstawowego  obszaru  rezonansowego.  Granice  tego

obszaru  w  pierwszym  przybliż eniu  okreś lono  z  warunku  [3]:
231

(2.1)  H  ™—  J(acosip)cosy>df~-
o

•  Q 2  •   I   J(acosf)cosy)dy> + e  I   /   / iz  r r gS"!  I J(acos,yi)sinychp\ .
o  \  o

Dla  konkretnego okreś lenia obszaru rezonansowego  należy  obliczyć  funkcję  tł umienia  /
(iscosy)-  W tym celu musimy przyjąć  wartoś ci współ czynników  i, I  (wzór 3.4 w  [3]). Wiel-
kość ite zależą  od rodzaju  materiału z którego wykonana jest powł oka. Na przykł ad dla
stali  /  = /  = 3.  Wstawiając  te  wartoś ci  do  (1.2)  otrzymamy  po  scalkowaniu

a3  =   J(y>)a\

gdzie

£??[(! ± cosyQ3- - 22]  __ £^
3(1  2)3  '3(1- v2) 3  '  3(1-

k,  ?] oznaczają  tutaj  parametry  pę tli  histerezy  odpowiednio  przy  ś cinaniu  i  rozcią ga-
niu.
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Współ czynniki D ;  («" =  1, 2, ..., 8) wystę pują ce  w powyż szej  funkcji  są  zależ ne od stałych
materiał u, wymiarów  powł oki i od liczb m i n. Ze wzglę du na bardzo zł oż oną  i  rozbudowaną
postać,  współ czynników  tych  nie  podajemy.

Po  podstawieniu  wyraż enia  (2.2) do  (2.1) uzyskamy

(2.3)  1  -

J(v)  siny) dip
o

2

N a  podstawie  (2.3) moż na sporzą dzić wykres obszaru  rezonansowego dla róż nych amplitud
0

a  w  trójwymiarowym  ukł adzie  współ rzę dnych —^,  p,,  a.

3. Przykład liczbowy i wnioski

Jak  wynika  z  rozwią zania,  analizę   zagadnienia  sprowadzono  do wyznaczenia  granic
pierwszego  obszaru  niestatecznoś ci,  tzn. obszaru  odpowiadają cemu  najniż szej  czę stoś ci
drgań  wł asnych  i  najmniejszej  sile  krytycznej  powł oki.  Uwzglę dnienie  tł umienia  mate-
riał owego  znacznie  wpł ywa  na  zmiejszenie  obszarów  niestatecznoś ci  wyż szych  rzę dów,
co  wobec  duż ego  nakł adu  pracy  przy  wyznaczaniu  współ czynników  tł umienia  w  pełni
uzasadnia przyję te  tutaj  zał oż enia. D la zilustrowania  otrzymanych wyników  i  wycią gnię cia
wniosków  przytoczymy  szereg  przykł adów  liczbowych.  Zakł adając  konkretne  wymiary
powł oki,  współ czynnik  % (1.5) oraz  stałe  materiał owe, obliczymy  wpierw  statyczną   sił ę
krytyczną   pkrm„   (1.8) i  czę stość  drgań  własnych  ukł adu nieobcią ż onego  comn  (1.7).  Przyj-
mują c  pQ  i p,  wyznaczymy  współ czynnik  pulsacji  [xm„  (1.4)  i  ś rednią   czę stość  drgań swo-
bodnych  Q„, n  (1.3) ukł adu obcią ż onego  stał ymi sił ami podł uż nymi i poprzecznymi  Noipo-

Z  kolei  obliczamy  funkcje:  J  J(yj)sin f  dip,  J  J(y>)cosy>dtp,  wchodzą ce w skł ad zależ noś ci
o  o

(2.3),  wykorzystując  wzór  (2.2). Po scał kowaniu  otrzymano  wyraż enia  algebraiczne, po-
siadają ce  jednak  bardzo  złoż oną   i  rozbudowaną   postać,  dlatego  też przy  ich obliczaniu
posł uż ono  się  maszyną   cyfrową .  D o ostatecznego ustalenia  granicy  dolnej  i górnej  głów-
nego  obszaru  rezonansowego  wykorzystano  zależ ność  (2.3).

Celem  podanych  przykł adów  liczbowych  jest  zbadanie  wpływu  podstawowych  para-
metrów  geometrycznych  i  materiał owych  powł oki  na  kształt  i  przebieg  granic  obszaru
niestatecznoś ci.  Zrealizowanie  tego  problemu umoż liwiają  przedstawione  wykresy  (rys. 1
do  7). Jako  wspólne dla wszystkich  analizowanych przypadków  przyję to  nastę pują ce dane;
E  = 2-   106(kG / cm2) , v  =  0,3,  Q «  0,000008(kGs2/ cm*),  % -   iVo/j7o = 4,  natomiast po-
zostałe  parametry  zaznaczono na  wykresach.

N a  rys.  1 przedstawiono  krzywe  obrazują ce  obszary  rezonansowe  we współ rzę dnych
&

- ^TQ,  [i,  dla  róż nych  amplitud  a. Tutaj  oczywiś cie  © oznacza  czę stość  drgań  obcią ż enia
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wymuszają cego,  Q — czę stość drgań powłoki pod obcią ż eniem. Dla analizowanej powłoki
uzyskano siłę  krytyczną   pod obcią ż eniem statycznym pkr  =  0,0384  (kG/ cm2) (przy m  =  1
i  n =  19) oraz czę stość  drgań  własnych a>  =   142,2(s~1).  Przyję to  Q  = 0,9 co. Z wykresu
widać,  że w miarę  wzrostu  amplitudy  obszar  rezonansowy  zmniejsza  się, wraz  z  przesu-
waniem  się   w  kierunku  wię kszych  wartoś ci  współczynnika  pulsacji  ^  i mniejszych  war-

Po  przekroczeniu pewnej  amplitudy granicznej  nie nastą pi  dynamiczna utratatoś ci

statecznoś ci  dla  tej  powłoki.
©©

Na  rys.  2,  3, 4  sporzą dzono wykresy  w układzie trójwymiarowym  - ^-,  / u,  a.  Celem

tych wykresów było zbadanie  wpływu  parametrów  tłumienia pę tli  histerezy  k  i  r\ ,  odpo-
wiednio przy ś cinaniu i rozcią ganiu. Stwierdzono, że współczynnik k nie wpływa w  sposób
istotny  na  zmianę  kształ tu powierzchni  ograniczają cej  obszar  rezonansowy.  Rys.  2,  3, 4
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przedstawiają   kolejno  powierzchnie  obszarów1  rezonansowych przy wzrastają cej  wartość
współczynnika  rj,  przy  innych parametrach stałych. Wzrost  r\  wywołuje  zmniejszenie  się
obszaru  dynamicznej  niestatecznoś ci  poprzez jego  „skrócenie"  w  kierunku  maleją cych
amplitud  i  przegię cie  ku  dołowi, co  wyraź nie  widać  na  wykresach.

Kolejnym  etapem  analizy  było  zbadanie  wpływu  zmiany  ką ta  wierzchołkowego  2y
na przebieg granic obszarów  dynamicznej niestatecznoś ci. W  tym celu sporzą dzono  wyk-
resy 5 i 6, gdzie na osi pionowej  odniesiono ką t  y,  a wzdłuż poziomej —•  ś rednią   czę stość
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krytyczną   siły  wymuszają cej  & kn  uzyskaną   po  przekształceniu  zależ noś ci  (2.3).  Analizę
przeprowadzono  tutaj  w  dwóch  wariantach. W pierwszym  zmieniano ką t  y przy stałych
pozostałych parametrach  (rys.  5), a  w drugim zachowano  stały ś redni promień powłoki,
rś r  =  0,5(st+S2)smy  —  const (rys. 6)  i  długość  tworzą cej  /  =  s2— jj  = const.  Z wykre-
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sów  widać, że w miarę   wzrostu  ką ta  y  szerokość  obszarów  rezonansowych  maleje.  Przy
zachowaniu  stał ego  promienia  ś redniego  istnieje  pewien  optymalny  ką t wierzchoł kowy,
przy  którym  czę stość  krytyczna  jest  najwię ksza,  co wynika  z  rys.  6. Zwię kszenie  współ-
czynnika  pulsacji  fj, powoduje  rozszerzenie  obszaru  niestatecznoś ci,  tak  jak  i  zwię kszenie
amplitudy  siły wymuszają cej  pt, W kolejnoś ci  zbadano  wpł yw  zmiany  dł ugoś ci  tworzą cej
(poprzez zmianę  s2) na granice obszarów  niestatecznoś ci, przy  innych parametrach stał ych.
Analizę   tę  podaje  rys.  7, z którego  wynika,  że wraz  ze wzrostem  dł ugoś ci  tworzą cej  nie-
liniowo  maleje  czę stość  krytyczna & kr przy  nieznacznym zmniejszeniu  szerokoś ci  obszaru.

Przeprowadzona  analiza  numeryczna  daje  moż liwoś ci  właś ciwej  oceny  doboru  para-
metrów geometrycznych i materiał owych przy projektowaniu  powł ok stoż kowych  obcią ż o-
nych  dynamicznie wszechstronnym  ciś nieniem równomiernym i siłą   podł uż ną.  D okonując
porównania  z  analizą   statecznoś ci  dynamicznej  powł oki  stoż kowej  przy  analogicznych
założ eniach,  lecz  bez  uwzgę dnienia  tł umienia  moż na zauważ yć,  że tł umienie  wpł ywa wy-
raź nie na zmniejszenie  się,  obszarów  dynamicznej  niestatecznoś ci  np.  przy  wzroś cie  ką ta
wierzchoł kowego  (rys.  5),  czyli  odwrotnie  niż to miało  miejsce  bez tł umienia  (por.  [4]).
Nasuwa się   tutaj  również uwaga,  że w przypadku  uwzglę dnienia  tł umienia  materiał owego
rezonans  zachodzi  dla mał ych wartoś ci  amplitud.  Przy  wię kszych  wartoś ciach  amplitud
tł umienie  materiał owe nie odgrywa  zasadniczej  roli.
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OB HHHAMIMECKOH  yCTOŚ MHBOCTH KOHIMECKOEC OBOJIO^KH
riPH  nyjiLCH PyiomHX  npojj;ojibH Łix  H n on E P E ^H Lix  C H J I AX
C  yqTEH H EM  HEJIHHEKHOrO  flEMn*HPOBAHHa  MATEPHAJIA

B  pa6oie  npeflcraBJieHO  aHanH3  jranaMiwecKOH  ycrofrTOBOcTH  TOHKodeHHOH  o6onoit iK H  B

yceneHHoro  KOHyca,  CBO6OHHO  on ep ioro  Ha Kpaax.  O6oncraKa  H arpywemia  nporjjojiBHoii  CHJIOH  Nit)

a  BcecTopoHHbiM  flaBJieHHeivi p(J)  H3MeHHK>imtivicfl:  nepHOfliwecKH  BO BpeMeini.  H a  o c ao se  rił noTe3bi

JJ[aBHfleHi<oBa  yHTeHo  BJIKHKH C  HejiHHeftHoro ffleiwn(i)HpoBaHHa; Ha  napaM eipiweciorii  pe3OKaHc.  Oirpe-

pe3onancHbie  oSnacTH  H nccnefloBaHO  BJiHHHHe  OCH OBH BK  djH3EraecKHX  H reoiwexpiwecKHX n a-

Ha  flKHaMiFiecKyro  ireycroń iHBocTŁ.
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DYN AMICA L  STABILITY  OF A  CONICAL SHELL  LOADED BY  TRANSVERSAL  AND LONGI-
TUDIN AL  FORCES WITH  THE NONLINEAR MATERIAL'S  DAMPIN G

The  papsr  deals  with  the dynamical  stability  analysis  of  a  thin- walled  truncated conical  shell,  free
supported  at  the edges.  The  shell  is  loaded  by  the  longitudinal  forces  N(t),  and  the external  uniformly
distributed  hydrostatic  pressure p(t),  changing  periodically  with.  time.  Supporting  on the  Davidenkov's
hypothesis  the  influence  of  the material  damping  to the parametric  resonance  was  taken  into  account.
The main resonance  areas  were derivatcd, and  the influence  of  the basic  physical  and geometrical  para-
meters  to  the  dynamical  instability  was  investigated.
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