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1, Wstęp

Optymalizacji  poł oż enia podpory dodatkowej  dla belek  obcią ż onych statycznie  poś wię-
cone  są   prace  (1),  (2). W  (1)  rozważ ane  są   belki  sprę ż yste  i plastyczne,  natomiast  w  (2)
belki  sztywno- plastyczne.

W  niniejszej  pracy  bę dziemy  rozważ ać  ukł ad  podpór  dodatkowych  dla  belki  sztywno-
plastycznej  obcią ż onej  dynamicznie  (impulsem  prę dkoś ci  począ tkowej).  Przedmiotem
pracy  bę dzie  optymalizacja  poł oż enia  podpór  poś rednich  z  uwagi  na  minimum  naj-
wię kszych  przemieszczeń  koń cowych.  Rozważ ane  jest  również  zagadnienie  dualne:  zna-
leźć najmniejszą   obję tość belki przy  zachowaniu  warunków,  że najwię ksze  przemieszczenia
koń cowe  nie  przekraczają   danej  wartoś ci.  W  tym  celu  w  prostoką tnym  ukł adzie  współ-
rzę dnych  Oxy  rozważ amy  belkę   o  długoś ci  /. N iech w jednym  koń cu  (przy  x  =  0)  belka
bę dzie  utwierdzona,  a  w  punktach  x  =  ę k  (k  =  1,  .. . ,«)  i  x  =  /   swobodnie  podparta.

Przy uzyskiwaniu  rozwią zań  stosowana jest zasada ekstremalna Tamuża  (6). Rozważ ać
bę dziemy  belkę   wykonaną   z  materiału  sztywno- plastycznego.  Zakł adamy,  że  w  chwili
czasu  t  =  0 każ dy punkt belki  z wyją tkiem  punktów podporowych ma prę dkość poprzecz-
ną   v0  = const.  Uważ amy,  że  przemieszczenia  i  odkształ cenia  są   małe  w  porównaniu  ze
stałą   wysokoś cią   h belki.  Przy  tych  zał oż eniach ugię cia  belek  swobodnie  podpartych  i  ut-
wierdzonych  badane  były  w  pracach  (3),  (4).

2.  Sformułowanie  problemu

W  pracy  wygodniej  jest  korzystać  z  bezwymiarowych  wielkoś ci:
»

t  —  x  Vk  _  4U
S-T,  ft- - p  m - — - ,̂

(2.1)
__  a0bh2t  aobhzW

T~  4/ nv0l
2'  W  ~~4/ j,vź l2  '

gdzie M  oznacza moment zginają cy,  W—przemieszczenie  w kierunku osi Oy. Wielkość <r 0

jest  granicą   plastycznoś ci  przy  jednoosiowym  stanie  naprę ż enia,  ju  masa  na  jednostkę
długoś ci,  natomiast  b —  szerokość  belki.  Uwzglę dniając  (2.1)  sformułujemy  zagadnienie
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w nastę pują cej  postaci. Należy wyznaczyć  taki ukł ad  j l s  ..., s,„ który minimalizuje  1)  ś red-
nie przemieszczenie koń cowe, 2)  obję tość  belki  V  — Ibh przy  ograniczeniu, że przemiesz-
czenia  koń cowe  nie przekraczają  danej  wartoś ci  W%,  3) najwię ksze  przemieszczenie koń-
cowe.  Mamy  więc  trzy  typy  kryteriów  jakoś ci:

(2.2)  Ą

(2.3)  J2  =  V przy  ograniczeniu  wf(C)

(2.4)  J3  =  max  w/ f) ,
0 f l

gdzie  vty(£)  oznacza  przemieszczenie  koń cowe.

D la  okreś lania  przemieszczeń  stosujemy  zasadę  Tamuża  (6). Zasada  ta  stwierdza,  że
w  każ dej  chwili  czasu  T przyś pieszenia  rzeczywiste,  wybrane  z  klasy  przyś pieszeń  kine-
matycznie  dopuszczalnych są  punktami stacjonarnoś ci pewnego  funkcjonał u, który  w da-
nym  przypadku  ma  postać:

1

(2.5)  J  -   ji- [»(f,

W  (2.5)  i  w' dalszym  cią gu  pracy

( ) '   = " ^TO ;  0  =  ~faO>   [   | [ | f e

W  pracy  bę dziemy  stosować  wskaź niki  «', j ,  k.
Umówmy  się, że jeś li nie pokazano jakie wartoś ci  one przyjmują,  to i  = 0,..., n;j  =   1,...,
n- 1;  k  =   0 , , , . , «- !.

W  omawianym  zagadnieniu warunki  kinematyczne są  nastę pują ce:
1,  warunek  począ tkowy  (wygodniej  jest  oznaczać  s0  = 0,  sn+1  =  1)

(2.6)  M »(f.O) - l  jeś li  fjfĄ ,  f ^ l ,

2.  warunki  brzegowe

(2.7)  W(Ą,  T)  -   w(l,  T)  = »(J f,  T)  = w(l,  T)  =  0.

3.  Okreś lanie przemieszczeń  koń cowych

3.1. Faza począ tkowa.  Jak  wiadomo  (3),  (4),  przy  dynamicznym  odkształ caniu  belek
sztywno- plastycznych  prę dkość  przemieszczenia  jest  odcinkowo- liniową  funkcją  |.  Na
rysunku  1  pokazano  rozkł ad  prę dkoś ci  dla  czę ś ci  belki  w  przedziale  si  <  S <  Sj+i.
Punkty  J?2i+2(f), ^ 2I + I ( T )  odpowiadają  niestacjonarnym przegubom plastycznym.  W pun-
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ktach  tych  bezwymiarowy  moment  zginają cy  m  =  1.  N a  podstawie  rysunku  1  moż emy
zapisać:

i+ I

dla  st

dla  i

dla

w(ł ,  T)  =

Wzór  (3.1)  zapewnia  speł nienie  warunku  począ tkowego  (2.6),  jeś li

(3.2)  •   ł ?2!+ i(0)  =   su  r] 2l+2(0)  =   si+l .

Rys. 1

Z  (3.1)  otrzymujemy  rozkł ad  przyś pieszeń

dla

dla

dla

<

Ponieważ  w  punktach  £ =  St muszą  istnieć  stacjonarne,  a  w  punktach  £ =   r] zi+1(r),

£  = ??2i+2(T) —  niestacjonarne  przeguby  plastyczne,  mamy

(3.4)  ?n(si, T)  =  - 1,  m(r]2i  + u  r)  =  m ( ł ?ai + 2,  T)  =  1,  m( l,  T) =  0.

Podstawiając  (3.3)  do  (2.5)  i  uwzglę dniając  (3.4)  otrzymujemy  funkcjonał   /   w  postaci

12

Przy poszukiwaniu wartoś ci stacjonarnej dla (3.5) moż emy zauważ yć, że /   =

Rzeczywiś cie,  z  (3.1)  i  (3.3)  wynika,  że

HS,  T)  =

dla
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Mnoż niki  typu  w2/ (tff—£), wystę pują ce  w ostatnim wzorze wykazują, że odpowiednie pole
przyś pieszeń jest kinematycznie dopuszczalne. Mnoż niki te nie podlegają  wariacji  w (2.5).
Poszukiwanie  wartoś ci  stacjonarnej  funkcjonału  (3.5) prowadzi  więc  do  ukł adu równań

róż niczkowych
8J

— 0 (« = 1, ..., 2«+ 2). Rozwią zując  ten ukł ad i speł niając warunki

brzegowe  (3.2)  otrzymujemy

rj2k+2(r)  =  sk+i- ]/ l2r.

Rozpatrzmy czę ść belki mię dzy podporami sk  i sk+i.  W przedziale  tym faza począ tkowa
ruchu  koń czy  się w chwili  rk,  którą  wyznacza  się z równania  ^zk+ii^k) =
Z  ukł adu  (3.6)  otrzymujemy

1  '  '  -•>   l

(3.7)

T„  = —
6(3+ 2j/ 2)'  1 + 1

gdzie  <xk  =   rjzk+l(rk).
Dla  wyznaczenia  przemieszczeń  mamy  zwią zek  (5):

(3.8) .   T)  -

We wzorze  (3.8) r*(f )  oznacza bezwymiarowy  czas w którym w przekroju x = £/  pojawia
się  przegub  plastyczny.  Funkcja  ta ma  postać

(3.9)
12

J_
12

dla  j f c

dla  ak

dla  ^n

dla  a„

< a„,

1.

Wykonując  cał kowanie w  (3.8) i uwzglę dniając  (3.1), (3.6), (3.7) i (3.9) moż na wyznaczyć
przemieszczenia  w dowolnej  chwili  począ tkowej  fazy  ruchu. Przemieszczenia koń cowe tej
fazy są

(3.10)
1

T2~

1 2
1 ]

2 + 1/2  J

dla  j f c <

dla

dla  a„ 1.
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Należy podkreś lić,  że czas  w którym  koń czy  się   faza  pierwsza  może być  róż ny  dla  róż nych
czę ś ci.

3.2. Faza koń cowa.  W  tej  fazie  ruch belki  opisany  jest  prę dkoś ciami

(3.11)
ut~st

dla

dla

gdzie  H ';(T)  oznaczają   pewne  poszukiwane  funkcje  czasu  r.  Zależ ność  (3.11)  pozwala
okreś lić  rozkł ad przyś pieszeń.  Funkcjonał   (2.5)  ma w  tym przypadku  postać

fc   =  O

Otrzymujemy  stąd  ukł ad  równań  róż niczkowych  na poszukiwane  wk

(3.12)  ..*   k+1  *  /—•

Warunki  począ tkowe  dla ukł adu  (3.12) są   nastę pują ce:

(3.13)  wk{r k)  =   rk,  wk(vk)  =  1,  K=0,...,n.

Zagadnienie  (3.12),  (3,13)  ma  nastę pują ce  rozwią zanie:

(3.14)

Czas trwania  ruchu  r  = 6t  w  przedziale  (st,  si+1)  należy  wyznaczyć  z warunku  Wi(6t) —
=   0.
Z  (3.14)  wynika,  że

(3.15)  8t  =•  3 r ; .

Po  scał kowaniu równania  (3.11) z uwzglę dnieniem  (3.7), (3.10),  (3.14),  (3.15)  otrzymujemy
przemieszczenia  koń cowe  *

„   1

(3.16)

2 ( 2 + ] / 2 )

2.(1 +  |/ 2)

dla  sk  <  |  ^  aŁ ,

dla  CSJŁ <  f  <  Ą t+

dla  sB <  f  <  a„,

dla  a.  <  K  1.
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Przemieszczenie  koń cowe  dla  przypadku  jednej  podpory  dodatkowej  pokazano  na
rys. 2. Krzywa  1 odpowiada położ eniu podpory s  — 0,54, druga s  = 0,7.

0,2  •   0,1  0,5  0,8  1,0

Rys. 2

4.  Optymalizacja  położ enia  podpór  poś rednich

4.1.  Minimalizacja  ś redniego  przemieszczenia  koń cowego.  Rozważ my  kryterium  (2.2),  które
przy  uwzglę dnieniu  (3.16)  ma postać

(4- 1)

Warunkami  koniecznymi  na extremum  funkcji  (4.1)  są   równoś ci

(sj- Sj_1)
2- (sJ+ 1- Sj)2  =  0,

( 4 - 2 )  '   ( , - , * - '

3 + 2]/2

2/ 2  •  i

Układ  (4.2) prowadzi  do wyniku

(4.3)

W  przypadku  n  = 1 mamy  Si =   0,54.
Ekonomię   tego  projektu  wyraż amy  ilorazem .

_  o

gdzie  W^(T) oznacza .przemieszczenie  koń cowe  dla  belki  na  dwóch  podporach  (w  tym
przypadku  w  (4.1) moż na przyjąć st — 0). Wartość  ex  wynosi

,  _  3+ V2
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Z  praktycznego  punktu  widzenia, po wyż szy  wskaź nik  ekonomii  wynikają cy  z  porów-
nania  belek  o  róż nej  liczbie  podpór jest  o  tyle  zniekształ cony, że  nie  uwzglę dnia  kosztu
budowy  dodatkowych  podpór.  Uwzglę dnienie  tego  typu  kosztów  wykracza  poza  ramy
niniejszej  pracy.  Moż na jednak  porównywać  belkę  optymalną  z  belką  o  tej  samej  liczbie
podpór  ustawionych  w  róż nych  odległ oś ciach.  W  tym  przypadku  koszt  budowy  podpór
jest  niejako  wyeliminowany,  a  odpowiedni  wskaź nik  ekonomii  wynosi

_  _  8( 3+ 2j/ r 2) ( n + l)3

Wielkoś ci  et  i  £\   odpowiadają ce  kilku  wartoś ciom  n  podano  w  tablicy  1.  Tablica  ta
zawiera  również  współ czynniki  s  i  s',  które  w  nastę pują cy  sposób  okreś lają  współ rzę dne
podpór  porównywanych  projektów

sk+l  =  s(k + l),  s'i+1  =   s'(i+l).

Z  tablicy  1 wynika,  że wielkość  E  ̂przyjmuje  wartoś ci  bliskie jednoś ci.  Oznacza  to, że
ś rednie  przemieszczenie  koń cowe  belki  stosunkowo  mało  zależy  od  zmiany  poł oż enia
podpór.

11

<?i

Ei
e2

E2

s
a'

1

0,2121
0,9814
0,4605
0,9210
0,5000

'  0,5395

2

0,0895
0,9832
0,2991
0,8974
0,3334
0,3504

Tabela

3

0,0491
0,9856
0,2215
0,8860
0,2500
0,2595

L

4

0,0309
0,9877
.0,1759
0,8793
0,2000
0,2060

5

0,0213
0,9892
0,1458
0,8748
0,1667
0,1708

6

0,0155
0,9905
0,1245
0,8715
0,1429
0,1459

4.2.  Minimalizacja  obję toś ci belki  przy  ograniczeniu na przemieszczenia.  Wyzn aczamy  war tość
minimalną  wysokoś ci  belki  przy  warunku,  że  przemieszczenia  koń cowe  nie  przekraczają
danej  wartoś ci  W%  (kryterium  (2.3)). Wariacji  poddawać  bę dziemy  tylko  wysokość  przy
stał ej  szerokoś ci.  '

W  tym  celu  we  wzorach  (3.7), (3.14)  i  (3.15)  zgodnie  z  (2.1)  zastą pimy  w;  -»  Wih2,  rt  - *•
-> tih2,  6t  -> 3tih2.  Mamy  zagadnienie  nastę pują ce:  znaleźć  minimum  funkcjonału
J2  =  h  przy  warunkach

1

(4.4) 24h2

1

3h2

Dla  rozwią zania  tego  zagadnienia  wprowadzamy  funkcjonał
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gdzie  Xj •   5=  O oznaczają   niewiadome  mnoż niki  Lagrange'a,  takie,  że

(4.6)

Minimalizacja  funkcji  (4.5)  prowadzi  do  ukł adu

(4.7)

- Sj)  =   0,

!=•   =   0 ,

(4.8)

!=

= 0 .
./=o

Z  ukł adu  (4.7)  i  (4.8)  wynika,  że  we  wszystkich  zwią zkach  (4.4)  zachodzi  znak  równoś ci.
Rzeczywiś cie,  jeś li  na  przykł ad  pierwsza  nierówność  (4.4)  ma  postać

2 -

to  zgodnie  z  (4.6)  k0  =  0  i z  (4.7)  wynika,  że  albo  sj  =  0 albo  Xj  — 0(j  =   1,  . . . , «).  Przy-
padek  pierwszy  jest  nieuzasadniony  z  punktu  widzenia  fizycznego  natomiast  drugi  po-
woduje  niespeł nienie  równania  (4.8).  Mamy  wię c  w  (4.4)  znaki  równoś ci.  Teraz  (4.4) jest
równoważ ne  (4.2)  i  (4.3). Przy  tym  optymalna  wysokość belki  wynosi

[l + (2A +

Zależ ność  wysokoś ci  belki  od  W* dla  n  =  1, 2,  3 pokazano na  rys.  3.
Ekonomię   kształ tu  okreś lamy  wzorami  e2  =  hjh,,f  i E2  — h/ h',  gdzie  h jest wysokoś cią

belki  jednoprzę sł owej,  a  li'   — wysokoś cią   belki  o  « + l  równych  przę sł ach.  Zarówno
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h*  jak  i K  są   takie, że maksymalne  przemieszczenia  w  obu belkach  wynosi  W*. Mamy
wówczas

4.3.  Minimalizacja maksymalnych przemieszczeń koń cowych. Uwzglę dnienie  (3.13)—(3.16) po-
zwala  przekształcić kryterium  (2.4)  do postaci

(4.9)  A

Moż na  oczekiwać, że funkcjonał   (4.9) osią ga  minimum, jeś li maksymalne przemieszczenia
w przedziałach  (sk, sk n ) są  sobie równe. Mamy wię c

24  fe+ i- ^- )2  -   24  (sJ~~sl- rf>

24l V "  ł - V  .  3 ( 3 + 2 / 2 )"

Ostatni  układ  jest  równoważ ny  (4.2), zatem  rozwią zanie  optymalne  (4.3) odpowiada też
kryterium  (4.9).

5.  Zakoń czenie

W  pracy  rozwią zano  zagadnienia  wyznaczenia  optymalnego  poł oż enia ukł adu dodat-
kowych  podpór  belek  sztywno- plastycznych  obcią ż onych  impulsem  prę dkoś ci  z  uwagi
na  minimum a) ś rednich, b) maksymalnych  przemieszczeń koń cowych,  c) obję toś ci  belki
przy  ograniczeniu  przemieszczeń  koń cowych. Wykazano, że we wszystkich  przypadkach
podpory  dodatkowe  mają   te same  optymalne poł oż enia.

Autor  pragnie podzię kować  Prof. A.  Sawczukow{ i  mgr H.  Stolarskiemu  za  okazaną
pomoc  i rady przy  opracowywaniu pracy.
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P  e 3  IO  M   e

onTHMH3AU,na  PAcnojKmEHHH flonojiHHTEJibHtix onop
HArPyjKEHHOK  aCECTKO- nJIACTHHECKOK BAJIKE

PaccMaTpHBaeTCH  H 3ra6  >KecTK0- njiacTfWecKOH  Sajiral  noflBepHceHHOH  fleKcTBHio  MraoBemroro  Ha-
KMnyjibca.  Eam<a  HaxoflHTcn  Ha n+2  onopax,  H3  KOToptix  flBe  3aKpennmoT  KOHIIBI  6ajiKH.

PeuieHa  3aflana  onpeflejieirHH  pacnono>KeHH!i  AononHHTeJibHLix  on op,  npH  KOTOPOM  ocTaTo^HBie  rrpo-
TH&bi  npHHHMaioT MHHHMajiBHbie  3Ha^eHHH. PaccMOipeHa  ii  oSpaTHaH 3afla^ia  naxo>KfleHHH  MHHHMajibHott
TOJIIHHHŁI  6anKH  npK orpaHH^eHHH na  ocraTo^ribie  n pon róbi.

S u m m a ry

OPTIMAL  LOCATION OF ADDITIONAL SUPPORTS IN THE CASE OF A RIGID- PLASTIC BEAM
LOADED  IMPULSIVELY

An  impulsively  loaded  rigid- plastic  beam  resting  on  n + 2 supports  is  considered. Two  supports  fix
the ends of the beam. Three optimization criteria are formulated. Optimal location of the  additional supports
is  found  under  condition  that  permanent deflection  of  the beam  attains the minimal  value.
The minimum volume  problem  is  studied  in the case  of  constrained deflections.  It is  found  that  the addi-
tional  supports  have  the  same  optimal  locations  in  the  all  considered  cases.
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